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Trojhodnotova Lukasiewiczova logika
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Jan Lukasiewicz (1878-1956)
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Neklasickych logikach

Klasicka logika je charakterizovana

e logickymi spojkami Specifikovanymi tabulkami pravdivostnych
hodnot,

e systémom axiom a pravidlami odvodenia.

Existuju pripady, ked” dichotomicky pravdivostny charakter nepostihuje vSetky
situacie nasho kazdodenného Zivota.

,,Na Marse existuje zivot*
,,Ak na Marse existuje zivot, potom musi byt podobny Zivotu na Zemi*
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Snaha dosiahnut’ ¢o najvacSiu zhodu medzi beznym jazykom a logikou, viedli
k vytvoreniu celej rady novych netradiCnych logik, ktoré st nazyvane neklasicke

logiky.

Neklasickée logiky su charakterizované

e nove logicke spojky,

e skumané su vyroky o ktorych nemézeme s urcitostou povedat’, ¢i
su pravdive alebo nepravdive aktorym pripisuyjeme dalSie
pravdivostne hodnoty.
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Trojhodnotova L.ukasiewiczova logika

e Pol'sky filozof a logik Jan Lukasiewicz v r. 1920 poukdzal na skutoCnost’,
Zze v prirodzenom jazyku sa Casto stretavame so zmysluplnymi vyrokmi,
ktorych pravdivost’ nevieme dobre vyhodnotit’

e L .ukasiewicz navrhol tto situdciu rieSit’ tak, ze mnoZina pravdivostnych
hodnot {0,1} je rozSirend na trojhodnotovit mnoZinu {0,7%,1}, kde nova
pravdivostna hodnota 7 je interpretovana ako ,,neviem®.

o Vinformatike takéto rozSirenie klasickej vyrokovej logiky moze byt
vyznamn¢ v pripadoch, ked objekty s popisané binarnymi udajmi,
v niektorych pripadoch nam bud chybaju potrebne¢ tUdaje alebo existuji
principialne dovody pre ich neexistenciu, takze chybajuce udaje doplnime
neutralnou pravdivostnou hodnotou 7.
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Funkc¢né vyjadrenie pravdivostnych hodnot logickych spojok

logicka spojka | funkCné vyjadrenie pravdivostnej hodnoty
—p val(ﬁp)zl—val(p)
PAQ val(p/\q)=min{val(p),val(q)}
pVq val(pvq)=max{val(p),val(q)}
p=q val(p:>q):min{l,l—val(p)Jrval(q)}
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Pravdivostné hodnoty logickych spojok pre trojhodnotovu
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Tabul’ka pravdivostnych hodnét formule (pAqg = p)A(p=pvq)

# | P | 9 |prg pAg=p pVq| p=> pVq | (pAG=DPIN(p= pVvq)
11000 1 0 1 1
210 %0 1 s 1 1
31010 1 1 1 1
4 1% 1010 1 Yy 1 1
51 % | % | % 1 Yy 1 1
6 | | 1 | % 1 1 1 1
711100 1 1 1 1
8 | 1 | % | W% 1 1 1 ]
9 | 1 1|1 1 1 1 1
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Priklady zakonov trojhodnotovej Lukasiewiczovej logiky

(1) Zakon totoznosti (p = p).

(2) Zakon dvojitej negacie (——p = p).

(3) De Morganov zakon pre konjunkciu (—.( pAq)=(—pv —.q)).

(4) De Morganov zakon pre disjunkciu (—l( pVv q) = (ﬂp A —w])).

(5) Zakon tranzitivnosti implikacie (p = r) = ((r =q)=>(p=> q))

(6) Distribucia konjunkcie ((p v (q A r)) = ((p v q) A (p v r)))
(7) Distribicia disjunkeie ((p A (g v r))=((pAgq) v (pA7))).
(8) Zakon kontrapozicie (( p= q) = (@ = ;_9))

(9) Zakon modus ponens p = (( p=>q)= q)

(10) Zakon modus tollens —~g = ((p = q) = —p)
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Axiomaticky systém 3-hodnotovej L.ukasiewiczovej logiky

Systém axiom pre 3-hodnotova vyrokovu logiku navrhol Lukasiewiczov Ziak M.
Wajsberg (1932)

Axy. p:>(q:>p)

Axy. (p:q):((q:r):(p:r))
Ax;. (—lp:>—|q):>(q:>p)

Axy. ((p:ﬁp):p):p

Pravidlo odvodzovanie je modus ponens.
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Veta o korektnosti a uplnosti (Wajsberg).
Formula je odvoditeI'na odvoditeI'na pomocou axiomatick€ého systému vtt, ak je
tautologia.

Veta o dedukcii v 3-hodnotovej logike neplati.

Tato veta v klasicke; vyrokovej logike moze byt reprezentovana formulou
(((p/\ o)= B) = ((p = (o= B)), podla ktorej, ak z @Ao vyplyva B, potom z ¢

vyplyva implikacia a=. Lahko sa presved¢ime pomocou metdody semantickych
tabiel, Ze tato formula nie je tautologia v 3-hodnotovej logike.
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Problém jej funkcnej uplnosti v 3-hodnotovej logike

Jednoduchymi uvahami sa da dokazat, ze unarna logickd spojka 7 nie je
vyjadrite'na pomocou implikacie a negacie.

Unarna logicka spojka T.

plip
0| %
AR
1| %

D4 sa ukézat, Ze ak spojku 7' pripojime k negacii a implikacii dostaneme funkcéne
uplny systém, t.j. 'ubovolnd undrna alebo binarna funkcia je vyjadriteIna
pomocou symbolov {—, T, =}.
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Axiomaticky systém je rozsireny o dve axiomy

Ax7. =Tp=1Tp

Veta .
Modifikovany systém axiom je korektny a upliny.
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Fuzzy logika a fuzzy mnoziny
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; / :
Lotfi A. Zadeh (*1921), University of California Berkeley
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Uvodné poznamKy

e Nas svet je plny nejasne ohranicenych pojmov, s ktorymi vSak
vieme pomerne dobre intuitivne naradbat’ prostrednictvom nasho
prirodzeného jazyka.

e Specifikacia pojmu ,,mlady“. OkamzZite zistime, Ze obsah tohto pojmu
je silne zavisly od subjektivnej interpretdcie a len vel'mi tazko by
sme nasl uplnu zhodu v interpretacii tohto poymi od dvoch r6znych
ludi.

e Prave takéto a podobné problemy su Studované pomocou fuzzy
mnoZin, ktora ponuka teoreticky aparat, ktory umoznuje jednoduché
modelovanie tychto problémov a ich implementaciu na pocitacoch.
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e Termin ,fuzzy logika* vznikol ako vedl'ajSi produkt rozvoja teorie
fuzzy mnoZin, ktor¢é boli zavedené americkym (narodené¢ho
v azarbejdZanskom Baku) kybernetikom Lotfi A. Zadeh, ked’ v roku
1965 publikoval pracu Fuzzy sets v Casopise Information and
Control.

e Fuzzy mnoziny tvoria neobycajne efektivny teoreticky ramec pre
modelovanie vagnosti pojmov, pomocou ktoré¢ho je mozné
Specifikovat’ nejasne ohrani¢ené poymy.

e Zadehove 1dey sa rychlo wjali a stali sa Standardnou sucast’ou nielen
informatiky ale aj kybernetiky (vedy o riadeni a regulacui procesov)
ako efektivny inZiniersky prostriedok pre formalizaciu, modelovanie
a riadenie systémov, ktoré su popisan¢ pomocou vagnych pojymov.
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The American Heritage Dictionary
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fuzz-y (fuz’e) adj. fuzz-i-er, fuzz-i-est. 1. Covered with fuzz. 2. Of or

resembling fuzz. 3. Not clear; indistinct: a fuzzy recollection of past events.
4. Not coherent; confused: a fuzzy plan of action. [Perhaps from Low German
fussig, spongy. See puU- below.] --fuzz/i-ly adv. --fuzz/i-ness n.
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Fuzzy girl
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Klasicka tedria (crisp) mnozin

Uvazujme univerzalnu mnozinu (univerzum) U. Potom [l'ubovolna (crisp)

podmnozina univerza U moze byt vyjadrena takt
A:{er;uA(x):l}
kde ., (x)je charakteristicka funkcia

u,:U—>{01}

/

angl. crisp
znamena krehky,
chrumkavy

ktora ohodnocuje kazdy element x univerza U binarnym &islom p , (x) e {0,1}.

pA(x):l < xed
pA(x):O < x¢g A
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Priklad

Vyjadrite mnozinu - polootvoreny interval A4 =(0,1] pomocou charakteristicke;j

funkcie.

Univerzum U je totozn¢ s mnozZinou realnych Cisel R. Charakteristickd funkcia

n, (x) je v tomto pripade definovana takto

( 1 (pre0<x<I)
Hy\X)= :

’ 0 (in4g)
Graficke znazornenie tejto charakteristickej funkcie

p(x)

1

—C
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Operacie nad crisp mnozinami
Nech 4 a B st dve mnoziny definované nad univerzom U
A={xeU;p,(x)=1} a B={xeU;p,(x)=1}
(1) Rovnosf mnozin A a B
A=B=,, V(xeU)(p,(x)=p,(x))
(2) 4 je podmnozina B, A B

Angdef V(er)( xeA):> xeB))
)
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(3) Zjednotenie mnozin A a B, AU B
AV B=,, {x,'(x cA)v(xe B)} = {x;uAuB (x)= 1}
Haos (x):max{HA (x)’lle (x)}

(4) Prienik mmozin A a B, AN B
ANB=,, {x;(x S A) A(xe B)} = {x,'uAmB (x)= 1}
Hainsp (x) = min{HA (x):HB (x)}

(5) Doplnok A mnoziny 4 (vzhl'adom k univerzu U)
A=y, {x;—.x S A} = {x;l,tZ (x)= 1}
() =1-p, (%)
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(6) Prdzdna mnozina A= mnoziny A (vzhladom kuniverzu U),
charakteristicka funkcia vyhovuje podmienke

V(er)(uA(x):O)

(7) Univerzdlna mnozina A =U , charakteristicka funkcia vyhovuje podmienke
V(er)(uA(x)zl)
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Formuly klasickej (crisp) tedrie mnozin

vlastnost’ tedria mnozin
komutativnost |ANB=BNA4
AUB=BUA4
asociativnost’ Am(BmC) =(AmB)mC
AU(BUC)=(4uB)uUC
distributivnost’ Am(BuC) =(AﬁB)u(AmC)
AU(BNC)=(AUB)n(4uC)

De Morganove |ANB=AUB

vztahy AUB=ANB
idempotentnost  [ANA=4
AUuA=A4
identita ANU =4
AVD =4
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Vsetky mmnozinovo-teoretické vztahy mézeme jednoducho dokazat pouzitim
charakteristickych funkecii.

sy (¥) = ma i (%) e (%)} = max{p () min{u, (x).1e (x)}]
—mm{max{uA( )1 (x)} max{uA( )1 (x)}}

= min {HAuB HAuC )}
= l’l(AuB)m(AuC) (X)

Pri dokaze tejto formuly sme pouzili identitu
max{a,min{b,c}} = min{max{a,b},max{a,c}}

ktora sa 'ahko dokazeme pomocou verifikacie vSetkych moznych hodnot a, b a c.
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Fuzzy mnoziny

Ilustrativny priklad kopy piesku

Nech U je univerzum tvorené zo zrniek piesku, U ={z,,z,,...,.z,...}, kde z; je i-t¢
zrnko piesku. Rekurentne budeme vytvarat’ podmnozinu K = {zl,zz,...,zp} tak, ze
k nej budeme pridavat’ jedno zrnko piesku, K < K u{zp+l}. Od urcitého poctu

zrniek piesku (kardinality), mnoZinu K mozeme nazyvat’ kopa.

(1) Taxativne kritérium kopy

|K|28 — K je kopa
(2) Taxativne kritérium pre kopu piesku je silne zat'azené subjektivnym pohl'adom
jej tvorcu na to o, aké mnozstvo zrniek piesku sa povazuje za kopu.
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Priebeh charakteristickej funkcie 1, (x) fuzzy mnoZiny 4 ,,mlady*.

1, (x)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Koncepcia fuzzy mnoZin nadm poskytuje moznost ako formalizovat ,,fuzzy
pojem mladosti. Nech U je univerzum tvorené prirodzenymi ¢islami od 1 do 100,
U={12,.,100}. Fuzzy mnoZina A vyjadrujica adjektivum ,mlady* je

Specifikovand  charakteristickou  funkciou soborom funkénych hodnot
z uzavretého intervalu [0,1]

w,:U—[0,1]
s kvalitativnym priebehom znazornenym na obrazku Alternativny nazov
charakteristickej funkcie p,(x) je stupeii prislu§nosti prvku - argumentu x do
fuzzy mnoziny ,,mlady*
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Definicia
Fuzzy mnozina A je definovana

Az{(x,uA(x));er}
kde Uje univerzum a p, (x)je charakteristickd funkcia (stupen

prislusnosti x do A).

Poznamka. Pojem fuzzy mnoZiny A splyva s poymom jej charakteristickej funkcie
u,(x), ktora ju spolu s univerzom U jednozna¢ne uréuje. Zapis x€ 4 (Citame

ako x je A) sa vteorn fuzzy mnoZin interpretuje pomocou prislusne;
charakteristickej funkcie p,(x) tak, Ze stupeii prislusnosti elementu x do fuzzy

mnoziny A4 je u¢eny hodnotou p , (x).
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Operacia na fuzzy mnozinamy

Az{(x,pA(x));er} aBz{(x,uB(x));er}

(1) Zjednotenie fuzzy mnozin
AUB

:{ X, MAuB U}
Haop\X ( ) -

max{p, (x ) uB( )}

(2) Prienik fuzzy mnozin
ANB = {(x,uAmB (x));x S U}

Hans (x) = min{HA (x)’MB (x)}
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(3) Doplnok fuzzy mnoziny
A= {(x,uz (x));x c U}
s () =1, (x)

(4) PodmnoZina fuzzy mnozin
A By, 9(xeU) (1, (¥)<h, ()
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Priebehy charakteristickych funkcii fuzzy mnozin A a B, ich komplementov ,
prieniku a zjednotenia.

AL
] ................................

P x

MAmH(x)
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Ktoré vztahy platné pre klasické ,,crisp* mnoziny
platia aj pre fuzzy mnoziny?

(1) Zdkon vyliiéenia treticho AU A =U pre fuzzy mnoZiny je neplatny.

4 () = max o (), 11 ()} = mae () 1 ()} =1

Tato podmienka evidentne nie je splnena pre fuzzy mnoziny, kde mdze nastat’
pripad 0 <p,(x) <1, potom napr. pre p ,(x)= 0.9 dostaneme 0.9 =1, ¢o je spor.
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(2) Zakon sporu A A= je pre fuzzy mnoziny neplatny

e (6) = mim o (), 11, ()} = mim () 1 ()}

Podobne ako v predchadzajucom priklade tento vzt'ah neplati pre fuzzy mnoziny,

kde 0<uA(x)<1.

(3) Distributivny zakon A4 U (B uC ) = (A U B) w C je platny pre fuzzy mnoziny.

ey (1) = max i (0) e (x)f = max{p, (x),min{, (x),pe (x)}

_mzn{max{uA( ) (x)} max{“A( )

= min {HAuB HAuC )}
= l’l(AuB)m(AuC) (X)
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Fuzzy relacie

Binarna reldacia v klasickej (crisp) tedrie mnozin je definovana ako l'ubovolna
podmnoZzina kartezianskeho su¢inu dvoch mnozin

‘Rz{(x,z);xeA/\yeB}gAxB

,,Crisp® relacia R je definovand pomocou charakteristickej funkcie takto

R:{(x,y);xeA/\yeB/\uR(x,y)zl}

Priklad

{123} <{p.a} ={(1.p).(2.£).(3.).(14).(2.4).(3.9);

A B
Relacia R je 'ubovolna podmnoZina tejto mnoziny , napr.

R={(1.p).(3p).(Lq).(3.9)} c 4xB
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Inverznd reldacia R (k relacii R) je definovana pomocou usporiadanych dvojic
(v,x)e R, ktorych inverzia patri do relacie (x,y) e R

‘ R = {(y,x);(x,y) c R} c Bx A ‘

Diagramatickd reprezentacia inverznej relacie sa zostroji jednoduchym sposobom

z diagramatickej reprezentacie povodnej R tak, ze jednotlivé hrany (zobrazenia)
zmenia svoju orientaciu.
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Zlozena relacia

Majme tr1 mnoZiny A, B a C, pre tieto mnoziny nech si definovane dve relacie
PcAxBa QcBx(C,

Zlozena vrelacia (kompozicia) R=P-(Q je definovand ako novy reléacia
R c Ax Ctakto

R:POQ:{()C,Z);XEA/\ZEC/\E')/EBI((X,J/)EP)/\((y,Z)EQ)}

A
R
1 > o
23 2; Eﬁ
3 >— Y
B
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Charakteristicka funkcia kompozicie R = Po Q je uréena vztahom

Kpoo (x,z) maxmm{up(x y) Ly (y,z)}

yeB

Vyznam tohto vzt'ahu priamo vyplyva z definicie kompozicie dvoch relacii P a Q.

min{,(a, p) Ho(p,00)}

max mm{up(a x),lo(x,00) §
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Diagonalna relacia

Nech PcAxA je diagondlna relacia, ktorej charakteristickd funkcia pre
nediagonalne elementy je nulova, p,(x,y)=0, pre x#y. Tento typ relacie je

formalne uréeny vztahom P= {(x,x) s x€ AN, (x,x)=p,(x)= 1}. Potom

kompozicia diagonalnej relacie P < AxA s relaciou Q < AxB je urcena takto

e (1) = maxmin{up (x).1, (x,y)}

xeA

min {{1,(x), (X, 1) §

HA(X)
>

Y
relacia P relacia Q
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Definicia
Fuzzy relacia R je definovana

R = {((x,y),uR (x,y)) ; (x,y) € AxB}

kde 4, B su dané mnoziny a p,(x,y)je charakteristickd funkcia (stupeit
prislusnosti dvojice (x,y) do relacie R).

Kompozicia dvoch fuzzy relacii Pc AxB a QO c BxC je urena analogickymi
vztahmi, ktoré boli povodne definované pre ,,crisp* relacie

Hpoo (x,z) = maxmin{up (x,y),uQ (y,z)}

yeB
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Priklad

Nech fuzzy relacie P a Q su definované nad dvojicami mnozin 4,B resp. B,C,
priom tieto mnoziny maju tvar A={x,x,,x,}, B={y.»,}|, C={z,2,,z)}
a prislusné charakteristické funkcie st urCené tab. 10.2 (pozri taktieZ obr. 10.8)

Specifikacia charakteristickych funkcii relacii P a Q

HP(X’Y) yi 2 uQ(x,y) Z1 Zr Z3
xi {0405 vy 070309
x; (0902 v, 1.0 0.8 0.4
X3 0.7 0.5
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Hp.o (xpzl ) = WMX{min{Mp ('xl’yl )’“Q (yle )}’min{up ('xl’y2)’HQ (yz’Zl )}}
= max{min{O.4,0.7},min{0.5,1.0}} = max{0.4,0.5} =0.5

Vysledna charakteristicka funkcia relacie R=Po Q

Hz (X,y) Z1 2Zp Zj3
x1 1050504
x, (0.70.30.9
x3 0.7 0.5 0.7
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Pretoze fuzzy relacia bola definovana ako fuzzy mnozina, mézeme nad mnozinou
fuzzy relacii, ktor¢ su Specifikované nad rovnakou dvojicou mnozin 4 a B
definovat’ operacie zjednotenia a prieniku fuzzy relacii. Nech P,OQ — Ax B su dve

fuzzy relacie s charakteristickymi funkciami p, (x,) resp. a p,(x,»), potom ich

prienik a zjednotenie su definované¢ v suhlase s definiciami tychto operacii pre
fuzzy mnoziny

Mpro (x,y) = min{up (x’y)’“Q (x’y)}

g (0.0) = max{is (v.0). o (+.2)

pre kazdé (x,y) € AxB.
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Veta.
Nech P, QO aR su fuzzy relacie definované¢ nad takymi mnozinami, aby
nasledujice operacie boli pripustné, potom plati

(POQ)_I :P—l OQ—I
(PQ)oR=P2(Q°R)
Po(QUR)=(PQ)U(PR)
QUR)oP=(QoP)U(R-P)
Po(QONR)=(PoQ)n(P<R)
ONR)oP=(QP)N(R-P)
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