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Zakladni pojmy
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Graf

Definice (Graf)

(Neorientovany) graf je dvojice G = (V, E), kde
m V je mnoZina 1~/ nebo téz vrcholl a
m E je mnoZina hran, kde hrana je dvouprvkova podmnoZzina

mnoziny V.
Priklad
m G= ({1 ,2,3,4, 5}, {{1 , 2}, {2, 5}, {2, 3}, {3, 4}, {3, 5}})
1
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m Mnoziny vrcholl a hran grafu G zapisujeme také V(G), E(G).
m Grafy se obvykle znazornuiji graficky.

51\2
2/
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Poznamky

m Mnoziny vrcholl a hran grafu G zapisujeme také V(G), E(G).
m Grafy se obvykle znazornuiji graficky.
m Na rozmisténi uzl( nezalezi.

1

<7 TV

4——3
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Poznamky

m Mnoziny vrcholl a hran grafu G zapisujeme také V(G), E(G).
m Grafy se obvykle znazornuiji graficky.
m Na rozmisténi uzl( nezalezi.

m Casto nam jde spise o strukturu grafu nez o pojmenovani uzI(.
Jména uzlt pak nepiSeme.

1
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Zakladni typy graft

Kruznice

m Kruznice délky n ma n > 3 vrcholl spojenych n hranami do
jednoho cyklu.

m Znacéi se C,.

Ce

/\
\/
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Zakladni typy graft

Kruznice

m Kruznice délky n ma n > 3 vrcholl spojenych n hranami do
jednoho cyklu.

m Znacéi se C,.

Ce
Cesta
m Cesta délky n > 0 ma n+ 1 vrcholl spojenych do fady n
hranami.

m Znaci se P,.
Po 1—2—3—4—5—6—7
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Zakladni typy grafu

Uplny graf
m Uplny graf s nvrcholy ma n > 1 vrcholt a mezi kazdymi dvéma
vrcholy vede hrana. Celkem ma tedy (3) hran.
m Znadi se K.

Ki ° K> e —oeo Ks °
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Zakladni typy graft

Uplny bipartitni graf
m Uplny bipartitni graf s n > 1 a m > 1 vrcholy ma n+ m vrchold
rozdélenych do dvou mnozin po n a m prvcich. Graf ma hranu
mezi kazdymi dvéma vrcholy z rtiznych skupin.
m Znaci se Ky m.

K3 4 ° ° °
o/ ° ° \o
Priklad

m Existuje graf, ktery je zaroven Uplny a Uplny bipartitni?
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Zakladni typy graft

Uplny bipartitni graf
m Uplny bipartitni graf s n > 1 a m > 1 vrcholy ma n+ m vrchold
rozdélenych do dvou mnozin po n a m prvcich. Graf ma hranu
mezi kazdymi dvéma vrcholy z rtiznych skupin.
m Znaci se Ky m.

K3 4 ° ° °
o/ ° ° \o
Priklad

m Existuje graf, ktery je zaroven Uplny a Uplny bipartitni?
m Ano.
K2 = K171 o — 6o
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Stupen vrcholu

Definice (Stupen vrcholu)

Stupern vrcholu u v grafu G je pocet hran vychazejicich z u. Stuperi
vrcholu znacime dg(u) nebo jen d(u).

Priklad
m Zjistéte stupné vrcholl.

sﬁ\/
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Stupen vrcholu

Definice (Stupen vrcholu)

Stupern vrcholu u v grafu G je pocet hran vychazejicich z u. Stuperi
vrcholu znacime dg(u) nebo jen d(u).

Priklad
m Zjistéte stupné vrcholl.

sﬁ\/

4—3

Q Q Q Q Q

~ NN~

g O =

— — — — —
I

N = BrWwWN

m Stupné vrchold mizeme usporadat podle velikosti: 1,2, 2,3,4
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Vlastnosti stupnu

Véta

Soucet stupria vrcholt v libovolném grafu je vZdy sudy a rovny
dvojnasobku poctu hran.

Dukaz
Kazda hrana vychazi ze dvou uzll a je tedy zapocitana dvakrat do
souctu stupna. O
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Havlova-Hakimiho véta

Véta (Havlova-Hakimiho véta)

Necht' d; < db < ... < dj jsou nezaporna cela cisla. Existuje graf
S n vrcholy stupnid dy, do, . . ., dy prave tehdy, kdyZ existuje graf
s n— 1 vrcholy stupriu

di, 0, ..., dr-g,—2,-d,—1—1,dng, —1,...,dh2—1,dp1 — 1.

Upravené stupné vrchol( odpovidaji tomu, ze jsme odstranili vrchol s
maximalnim stupném, z nehoz vedlo d, hran do vrcholl s nejvy$Simi
stupni.
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Havlova-Hakimiho véta

Véta (Havlova-Hakimiho véta)

Necht' d; < db < ... < dj jsou nezaporna cela cisla. Existuje graf
S n vrcholy stupnid dy, do, . . ., dy prave tehdy, kdyZ existuje graf
s n— 1 vrcholy stupriu

di, o, ..., 0h—gy—2,An—gp—1 — 1,dn_q, — o —1,dpq — 1.

“<—=" Necht existuje graf s n — 1 vrcholy, které maji stupné
ar, 0o, ..., dng,—2,0p g1 — 1,0p g, — oy Opoy — 1.

Pokud k tomuto grafu pfidame jeden uzel, z kterého povedou
hrany do d, vrcholu, které odpovidaji poslednim d, stupfiim v uve-
dené posloupnosti, ziskdme graf s n vrcholy, které maji stupné
di,ds,. .., dp.
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Havlova-Hakimiho véta

Véta (Havlova-Hakimiho véta)

Necht' d; < db < ... < dj jsou nezaporna cela cisla. Existuje graf
S n vrcholy stupnid dy, do, . . ., dy prave tehdy, kdyZ existuje graf
s n— 1 vrcholy stupriu

di, 0, ..., dr-g,—2,-d,—1—1,dng, —1,...,dh2—1,dp1 — 1.

=" Tvrzeni je zfejmé, pokud z vrcholu w se stupném d, vedou
hrany do d, vrchold s dalSimi nejvy§Simi stupni. . ..
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Havlova-Hakimiho véta

Véta (Havlova-Hakimiho véta)

Necht' d; < db < ... < dj jsou nezaporna cela cisla. Existuje graf
S n vrcholy stupnid dy, do, . . ., dy prave tehdy, kdyZ existuje graf
s n— 1 vrcholy stupriu

di, o, ..., 0h—gy—2,An—gp—1 — 1,dn_q, — o —1,dpq — 1.

=" ...V opacném pfipadé existuji uzly u, v se stupni d(u) < d(v)
takové, ze existuje hrana {u, w}, ale neexistuje hrana {v, w}. Pak
existuje i hrana {v, v'}, kde v’ # u. Hrany {u, w}, {v, v’} nahradime
hranami {u, v'}, {v, w}. Upraveny graf ma stejné stupné vrcholu.

w
/x | \ N /—>< \I\
u v— v/ u 4 %4 °
\/ \/
Postup opakujeme az ziskame graf, pro néjz je tvrzeni zfejmé. O
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Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholt 1,1,1,2,3,47?
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Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholt 1,1,1,2,3,47?
m Dle véty je to ekvivalentni existenci grafu se stupni 1,0,0,1,2.

IB112 Zaklady matematiky: Grafy 21/108



Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholt 1,1,1,2,3,47?
m Dle véty je to ekvivalentni existenci grafu se stupni 1,0,0,1,2.
m Po sefazeni stupnl feSime existenci grafu se stupni 0,0,1,1,2.
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Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholt 1,1,1,2,3,47?
m Dle véty je to ekvivalentni existenci grafu se stupni 1,0,0,1,2.
m Po sefazeni stupnl feSime existenci grafu se stupni 0,0,1,1,2.
m Dle véty je to ekvivalentni existenci grafu se stupni 0,0, 0, 0.
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Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholt 1,1,1,2,3,47?
m Dle véty je to ekvivalentni existenci grafu se stupni 1,0,0,1,2.
m Po sefazeni stupnl feSime existenci grafu se stupni 0,0,1,1,2.
m Dle véty je to ekvivalentni existenci grafu se stupni 0,0, 0, 0.
m Takovy graf zjevné existuje.

0,0,0,0
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Vlastnosti stupnu

Priklad

Existuje graf se stupni vrcholti 1,1,1,2, 3,47

m Dle véty je to ekvivalentni existenci grafu se stupni 1,0,0,1,2.
m Po sefazeni stupnl feSime existenci grafu se stupni 0,0,1,1,2.
m Dle véty je to ekvivalentni existenci grafu se stupni 0,0, 0, 0.
[ ]
[ ]

Takovy graf zjevné existuje.
Postupné ho doplnime na pavodné pozadovany graf.

|

0,0,1,1,2
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Vlastnosti stupnu

Priklad

Existuje graf se stupni vrcholti 1,1,1,2, 3,47

m Dle véty je to ekvivalentni existenci grafu se stupni 1,0,0,1,2.
m Po sefazeni stupnl feSime existenci grafu se stupni 0,0,1,1,2.
m Dle véty je to ekvivalentni existenci grafu se stupni 0,0, 0, 0.
[ ]
[ ]

Takovy graf zjevné existuje.
Postupné ho doplnime na pavodné pozadovany graf.

e ]
\.

1,1,1,2,3,4
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Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholti 1,1,1,1,2,3,4,6,77?
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Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholti 1,1,1,1,2,3,4,6,77?
m Pravé kdyz existuje graf se stupni 1,0,0,0,1,2,3,5.
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Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholti 1,1,1,1,2,3,4,6,77?
m Pravé kdyz existuje graf se stupni 1,0,0,0,1,2,3,5.
m Pravé kdyz existuje graf se stupni 0,0,0,1,1,2,3,5.
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Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholti 1,1,1,1,2,3,4,6,77?
m Pravé kdyz existuje graf se stupni 1,0,0,0,1,2,3,5.
m Pravé kdyz existuje graf se stupni 0,0,0,1,1,2,3,5.
m Pravé kdyz existuje graf se stupni —1,0,0,0,0,1, 2.
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Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholti 1,1,1,1,2,3,4,6,77?
m Pravé kdyz existuje graf se stupni 1,0,0,0,1,2,3,5.
m Pravé kdyz existuje graf se stupni 0,0,0,1,1,2,3,5.
m Pravé kdyz existuje graf se stupni —1,0,0,0,0,1, 2.
m Takovy graf zjevné neexistuje.
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Vlastnosti stupnu

Priklad
m Existuje graf se stupni vrcholti 1,1,1,1,2,3,4,6,77?
m Pravé kdyz existuje graf se stupni 1,0,0,0,1,2,3,5.
m Pravé kdyz existuje graf se stupni 0,0,0,1,1,2,3,5.
m Pravé kdyz existuje graf se stupni —1,0,0,0,0,1, 2.
m Takovy graf zjevné neexistuje.
m Neexistuje tedy ani graf se stupni1,1,1,1,2,3,4,6,7.
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Podgrafy

Definice (Podgraf a indukovany podgraf)

grafu G = (V, E) je libovolny graf H = (V', E') takovy, Ze
V' C V, E' C E apritom hrany v E' vedou pouze mezi vrcholy ve V'.

Podgraf H = (V', E’) grafu G je (mnoZinou vrcholu V'),
jestlize mnozZina jeho hran E' obsahuje vSechny hrany z E vedouci
mezi vrcholy z V'.

m H je podgraf, ale neni indukovany.
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Podgrafy

Definice (Podgraf a indukovany podgraf)

grafu G = (V, E) je libovolny graf H = (V', E') takovy, Ze
V' C V, E' C E apfitom hrany v E' vedou pouze mezi vrcholy ve V'.

Podgraf H = (V', E’) grafu G je (mnoZinou vrcholu V'),
jestlize mnozZina jeho hran E' obsahuje vSechny hrany z E vedouci
mezi vrcholy z V'.

m H je podgraf, ale neni indukovany.
m ' je indukovany podgraf.

NS
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|lzomorfismus graf

Intuitivné: grafy jsou izomorfni, pokud se li§i pouze pojmenovanim
vrcholl (a/nebo jejich rozmisténim).

Definice (Izomorfismus graft)

Grafy G=(V,E)aH = (V',E’) jsou , piSeme G ~ H,
pokud existuje bijekce f : V — V' takova, Ze pro kazdé dva vrcholy
u,v eV plati

{u,vi e E < {f(u),f(v)} € E.

Bijekci f pak nazyvame
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|lzomorfismus graf

Priklad
m Rozhodnéte, zda jsou nasledujici dva grafy izomorfni.

1

5/ \2
\ o/
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|lzomorfismus graf

Priklad
m Rozhodnéte, zda jsou nasledujici dva grafy izomorfni.
m Ano, jsou.

5/1\2
\ o/
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|lzomorfismus graf

Priklad
m Rozhodnéte, zda jsou nasledujici dva grafy izomorfni.

LN
NI
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|lzomorfismus graf

Priklad
m Rozhodnéte, zda jsou nasledujici dva grafy izomorfni.
m Ano, jsou.

LN
NI
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|lzomorfismus graf

Priklad
m Rozhodnéte, zda jsou nasledujici dva grafy izomorfni.

/N L\
N XN
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|lzomorfismus graf

Priklad
m Rozhodnéte, zda jsou nasledujici dva grafy izomorfni.
m Ne, nejsou.

/N L\
N XN
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Kruznice, cesta a klika v grafu

Definice (Kruznice, cesta a klika v grafu)

Podgraf H grafu G se nazyva
m kruznice v G, je-li izomorfni néjaké kruZnici.
m cesia v G, je-li izomorfni néjaké cesté.
m klika v G, je-li izomorfni néjakému Uplnému grafu.
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Dalsi typy grafu

Orientované grafy
m Hrany jsou usporadané dvojice vrchol.
m Hrana (u, v) zaCiné v uzlu u a vede do uzlu v.
m Hrana (u, v) se graficky zna¢i u — v.
m Hrana (u, u) se nazyva smycka.

YARN
N

e —— 0
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Dalsi typy grafu

Ohodnocené grafy
m Graf je rozSiten o funkci h : H — R pfifazujici hranam cisla.
m V grafické reprezentaci se pfifazena Cisla napisi k hranam.

m Ohodnocené grafy mohou byt orientované i neorientované.

o H Q

o — 0

3
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Dalsi typy grafu

Multigrafy

m V multigrafu maze byt vice rlznych hran vedoucich mezi
stejnymi uzly.
m Multigrafy mohou byt ohodnocené i neohodnocené, orientované

i neorientované.
. —_— 0 "’j\
.
CJ \\
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Znalosti z IB111

Z predmétu IB111 Programovani a algoritmizace znate
m zpUsoby reprezentace grafu v pocitaci
® matice sousednosti
m pole ukazatell na seznamy sousedl
...
m algoritmy
m prochazeni grafu do Sitky
m prochazeni grafu do hloubky
m nejkratSi cesty
m nalezeni (minimalni) kostry grafu

m Eulerovské grafy (nakreslitelné jednim tahem)
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Souvislost grafu
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Budeme uvazovat neorientované grafy.

Definice (Sled)
délky n v grafu G = (V, E) je posloupnost

Vo, €1, V1,62, V2,...,Vn_1,€n, Vn,

ve které pro kaZdou hranu e; plati e; = {v;_1, v;}.

Véta
Na vrcholech grafu G definujeme binarni relaci ~ takto:

u~v <= existuje sled zacinajici v u a koncici ve v
Relace ~ je ekvivalence.
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Souvislost grafu

Definice (Souvislé komponenty, souvisly graf)

Tridy ekvivalence ~ se nazyvaji souvisle komponenty.
Jsou-li kaZzdeé dva vrcholy grafu v relaci ~, pak je graf souvisly.

m Souvislé komponenty jsou definovany jako mnoziny vrchold.
Casto se pod timto ndzvem ale mysli podgrafy indukované
témito mnozinami vrchold.

m Graf je souvisly, pravé kdyz ma jedinou souvislou komponentu.
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Souvislost grafu

Priklad
m UrCete, keré z nasledujicich grafli jsou souvislé. UrCete pocet
komponent.
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Souvislost grafu

Priklad
m UrCete, keré z nasledujicich grafli jsou souvislé. UrCete pocet
komponent.

m Levy graf ma dvé souvislé komponenty, neni tedy souvisly.

m Pravy graf ma jednu souvislou komponentnu, je souvisly.
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VyS§si stupné souvislosti

Necht k > 1. Graf G je k , je-li souvisly i po
odebrani libovolnych k — 1 hran.
Graf G je k , je-li souvisly i po odebrani

libovolnych k — 1 vrchold.

m Jedna se o prakticky motivované pojmy.

m Chceme kupfikladu veédét, kolik Uuseku elektrického vedeni se
muZze zpretrhat nez v néjakém misté sité dojde k vypadku
(hranova souvislost).

m Podobné vrcholova souvislost napriklad fika, kolik serveru
muze zkolabovat aniz by byl naru$en provoz zbytku sité.
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VyS§si stupné souvislosti

Priklad
m UrCete hranovou a vrcholovou souvislost tohoto grafu:

IB112 Zaklady matematiky: Grafy 53/108



VyS§si stupné souvislosti

Priklad
m UrCete hranovou a vrcholovou souvislost tohoto grafu:

m Hranova souvislost je 3. Nesouvisly graf ziskdme odebranim
alespon 3 hran. Kterych?
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VyS§si stupné souvislosti

Priklad
m UrCete hranovou a vrcholovou souvislost tohoto grafu:

m Hranova souvislost je 3. Nesouvisly graf ziskdme odebranim
alespon 3 hran. Kterych?
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VyS§si stupné souvislosti

Priklad
m UrCete hranovou a vrcholovou souvislost tohoto grafu:

m Hranova souvislost je 3. Nesouvisly graf ziskdme odebranim
alespon 3 hran. Kterych?

m Vrcholova souvislost je 2. Nesouvisly graf ziskdme odebranim
alespon 2 vrchola. Kterych?
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VyS§si stupné souvislosti

Priklad
m UrCete hranovou a vrcholovou souvislost tohoto grafu:

m Hranova souvislost je 3. Nesouvisly graf ziskdme odebranim
alespon 3 hran. Kterych?

m Vrcholova souvislost je 2. Nesouvisly graf ziskdme odebranim
alespon 2 vrchola. Kterych?
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Mengerova véta

Véta (Mengerova véta)

Graf G je hranové k-souvisly pravé kdyz mezi kaZzdymi dveéma
ruznymi vrcholy existuje alespori k hranové disjunktnich cest
(vrcholy mohou byt sdilené).

Graf G je vrcholové k-souvisly pravé kdyz mezi kaZzdymi dvéma
rdznymi vrcholy existuje alespori k disjunktnich cest (riznych az na
ava spojované vrcholy).
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Stromy
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Les a strom

Budeme uvazovat neorientované grafy. Stromy i lesy Ize definovat i
na orientovanych grafech.

Definice (Les,strom)

Les je graf bez kruZnic.
Strom je souvisly graf bez kruZnic.

Priklad

DN S
SN /]
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Les a strom

Budeme uvazovat neorientované grafy. Stromy i lesy Ize definovat i
na orientovanych grafech.

Definice (Les,strom)

Les je graf bez kruZnic.
Strom je souvisly graf bez kruZnic.

Priklad
NN s
N /]

Ctyfi stromy. Nebo les?
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Vlastnosti stromu

Lemma

Mezi kazdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedna cesta.

Dukaz
m Existence cesty mezi kazdymi dvéma uzly plyne ze souvislosti.

m Kdyby mezi néjakymi dvémi uzly vedly alespon dvé cesty,
musel by graf obsahovat kruznici. O

IB112 Zaklady matematiky: Grafy 62/108



Vlastnosti stromu

Lemma

Mezi kazdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedna cesta.

m Existence cesty mezi kazdymi dvéma uzly plyne ze souvislosti.
m Kdyby mezi néjakymi dvémi uzly vedly alespon dvé cesty,
musel by graf obsahovat kruznici. O

Lemma
Pridame-Ili do stromu jednu hranu, vznikne prave jedna kruZnice.

m Aby pfidanim hrany {u, v} vznikly alespon dvé kruznice, musi
mezi u a v vést alespon dvé cesty. A to nelze. O
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Vlastnosti stromu

Lemma

Strom s vice neZ jednim vrcholem ma néjaky vrchol stupné 1.

Dukaz

m V grafu najdeme sled maximalni délky, ve kterém se uzly
neopakuji.

m Graf ma vice nez jeden uzel, délka sledu je proto alespon 1.
m Stupen posledniho uzlu sledu je alespon 1.

m Kdyby mél posledni uzel stupen vetsi nez 1, Sel by sled
prodlouzit o uzel, ktery ve sledu jesté neni (graf je necyklicky).

m Posledni uzel sledu ma tedy stupen 1. O

IB112 Zaklady matematiky: Grafy 64/108



List

Definice (List)

List je vrchol stromu se stupném 1.

Priklad
m Kolik méa tento strom list(?

NN
PN

N
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List

Definice (List)

List je vrchol stromu se stupném 1.

Priklad
m Kolik ma tento strom list(1?
m Sedm (list = o).

NN
N

N/
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Kofenovy strom

Definice (Kofenovy strom)

Korenovy strom je dvojice (T, r), kde T je strom a r je jeho vrchol
zvany koren.

m Kofenové stromy kreslime zpravidla od kofene smérem dolu.
m Kofen obvykle nenazyvame listem, i kdyz ma stupen 1.

m Pod pojmem sirom ¢asto myslime pravé kofenovy strom.

m Koren se znaci rlizné nebo se pozna prave tim, Ze je nejvys.

kofen >@ .
° kofen v e
./ \. ./L\.
. . . .
o/‘o o/o‘\o o/o‘ Q/L\o
| |
[ ] [ ]
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Terminologie

Definice

Necht (T, r) je kofenovy strom a v je jeho uzel. Necht u je
predposledni uzel na cesté z kofene r do v. Pak u se nazyva rodic

uzlu v av se nazyva potomek uzlu u.

m Misto pojmu rodic a potomek se také fika otec a syn.

rodi¢/otec uzlu v >

potomci/synové uzlu v
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Izomorfismus stromu

Definice
Kofenové stromy (T, r) a(T',r'") jsou izomorini, pokud existuje
izomorfismus mezi grafy T a T' takovy, Ze koren r je zobrazen na

korenr'.

Priklad
m Grafy vlevo jsou izomorfni, ale pokud je chapeme jako
kofenové stromy, tak izomorfni nejsou.

m Korenové stromy vpravo jsou izomorfni.

° ° °
o/ \o o‘ o% \o o/‘o\o
\ \ ya (N \

° e o o e o o

\ N N \

e o o o o o o o
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Usporadany strom

Definice (Uspofadany strom)

Korfenovy strom (T, r) je usporadany, pokud je pro kazdy vrchol
stromu jednoznacné dano poradi jeho potomkd.

m V grafické podobé je usporadani dano poradim nakresleni

potomkad.
o
o% \o
\ .
[ ] [ ] [ ]
\ I
[ ] [ ] [ ] [ ]
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Izomorfismus usporadanych stroma

Definice (Izomorfismus usporadanych stroma)

Dva usporadané korenové stromy jsou , pokud mezi nimi
existuje izomorfismus f kofenovych stromu, ktery zachovava poradi
potomku (tj. ma-li uzel u potomky porade vy, Vo, ..., vy, pak f(u)

musi mit potomky poradé f(vy), f(vz), ..., f(va)).

m Uvedené usporadané stromy nejsou izomorfni.

° °
o/ \o ./L\.
\ e (N \

o o o e o o

\ VRN AN \

e o o o o o o o
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Priklad

m Lze ve stromu nalevo zvolit uzel r tak, aby byl kofenovy strom
(T, r) izomorfni kofenovému stromu vpravo?
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Priklad

m Lze ve stromu nalevo zvolit uzel r tak, aby byl kofenovy strom
(T, r) izomorfni kofenovému stromu vpravo?

m Ano, lze.
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Priklad

m Lze ve stromu nalevo zvolit uzel r tak, aby byl kofenovy strom
(T, r) izomorfni kofenovému stromu vpravo?

m Ano, lze.
m Budou vzniklé uspofadané kofenové stromy izomorfni?
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Priklad

m Lze ve stromu nalevo zvolit uzel r tak, aby byl kofenovy strom
(T, r) izomorfni kofenovému stromu vpravo?

m Ano, lze.
m Budou vzniklé uspofadané kofenové stromy izomorfni?

m Ne. Tradi¢ni zobrazeni levého usporfadaného korenového
stromu vypada takto:
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Kostra grafu

Podgraf G' souvislého grafu G nazyvame kostrou, pokud obsahuje
vsechny vrcholy grafu G a zaroven je stromem.

Priklad
m Kolik riznych koster ma uplny graf se 4 vrcholy K4?

X
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Kostra grafu

Podgraf G' souvislého grafu G nazyvame kostrou, pokud obsahuje
vsechny vrcholy grafu G a zaroven je stromem.

Priklad
m Kolik riznych koster ma uplny graf se 4 vrcholy K4? Celkem 16.
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Kostra grafu

Podgraf G' souvislého grafu G nazyvame kostrou, pokud obsahuje
vsechny vrcholy grafu G a zaroven je stromem.

Priklad
m Kolik riznych koster ma uplny graf se 4 vrcholy K4? Celkem 16.

m Jaka bude odpoved, kdybych pocital vSechny izomorfni kostry
jako jednu?
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Kostra grafu

Podgraf G' souvislého grafu G nazyvame kostrou, pokud obsahuje
vsechny vrcholy grafu G a zaroven je stromem.

Priklad
m Kolik riznych koster ma uplny graf se 4 vrcholy K4? Celkem 16.

m Jaka bude odpoved, kdybych pocital vSechny izomorfni kostry
jako jednu? Pouze 2.
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Toky v sitich
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Sité

Definice (Sit)
je ctverice (G, z, s, w), kde
m G je orientovany graf,
m z,s € V(GQ) jsou vrcholy G zvané (z) a (s),
m w: E(G) — R je kladné ohodnoceni hran zvané

m Sitémi se modeluji situace, kdy pfepravujeme néjaky material
pomoci daného systému cest (vodovodni potrubi, plynovod,
dopravni sit, internet, atd.).

m Zpravidla nés zajima, kolik nejvic materialu lze prepravovat
pomoci dané sité od zdroje ke stoku.

IB112 Zaklady matematiky: Grafy 81/108



Grafické znazornéni sité

m Sit (G, z, s, w) znazorfiujeme jako ohodnoceny orientovany
graf (G, w), kde oznacCime zdroj a stok (napfiklad Sipkami do

uzlu a z uzlu).
[
4
. E——
2
[
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Tok v siti

m Tok v siti formalizuje momentalni proudéni materialu od zdroje
ke stoku.

m Velikost toku je celkové mnozstvi materialu prepravovaného
od zdroje ke stoku.

m Pro zjednodu$eni zapisu budeme psat
e — v ve smyslu “hrana e vedouci do v’ a
e < v ve smyslu “hrana e vedouci z v” a

Definice (Tok, velikost toku)

vsiti(G, z,s,w) je funkce f : E(G) — Rar splnujici
m pro véechny hrany e € E(G) plati0 < f(e) < w(e),
m pro kaZdy vrchol v € V(G) \ {z, s} plati > f(e) =) f(e).

e—v e—v

Jje definovana jako ||f|| = Z f(e) — Z f(e).
ez e—z
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Poznamky k definici toku

Definice (Tok, velikost toku)
vsiti(G, z,s,w) je funkce f : E(G) — Rar splnujici
m pro vsechny hrany e € E(G) plati 0 < f(e) < w(e),
m pro kaZdy vrchol v € V(G) \ {z, s} plati > f(e) =) f(e).
e—v e—v

je definovana jako ||| =Y f(e) = Y f(e).

e<—z e—z

m Prvni podminka fika, Ze tok nesmi prekrocit kapacitu zadné
hrany.

m Druhd podminka fika, Ze neni-li vrchol zdroj nebo stok, pak z
néj musi odtéct tolik materialu, kolik do néj pritéka.

m Velikost toku se definuje jako mnozstvi materialu odtékajiciho
ze zdroje po odecteni materialu, ktery do zdroje pritéka.

m Velikost toku Ize alternativné definovat i u stoku.
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Grafické znazornéni toku v siti

m Tok v siti znazorfiujeme stejné jako sit, akorat ohodnoceni
kazdé hrany e bude mit tvar f(e)/w(e), tedy fok/kapaciia.

Hl

Priklad

%

°
2/4

l1/1 o — >

[ ]

S

%
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Grafické znazornéni toku v siti

m Tok v siti znazorfiujeme stejné jako sit, akorat ohodnoceni
kazdé hrany e bude mit tvar f(e)/w(e), tedy fok/kapaciia.

Priklad
2/3
o ———>0
2/2 2/4
—e 0/1‘/ l1/1 o —>
AN | 2

m Jaka je velikost toku?
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Grafické znazornéni toku v siti

m Tok v siti znazorfiujeme stejné jako sit, akorat ohodnoceni
kazdé hrany e bude mit tvar f(e)/w(e), tedy fok/kapaciia.

Priklad
2/3
o ———>0
2/2 2/4
—e 0/1‘/ l1/1 o —>
AN | 2

m Jaka je velikost toku?
m Velikost je 4.
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Problém maximalniho toku

Problém maximalniho toku v siti

Necht (G, z, s, w) je sit. Problémem maximalniho toku v siti
rozumime Ukol nalézt v dané siti tok f s maximalni moznou
velikosti || f]|.

Priklad
m Je vyznaceny tok maximalni?

{

/1 o — >
2/2
° °
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Problém maximalniho toku

Problém maximalniho toku v siti

Necht (G, z, s, w) je sit. Problémem maximalniho toku v siti
rozumime Ukol nalézt v dané siti tok f s maximalni moznou
velikosti || f]|.

Priklad

m Je vyznaceny tok maximalni?
m Neni. Najdéte maximalni tok.
[}
2/4
I1/1 o —>
[}
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Problém maximalniho toku

Problém maximalniho toku v siti

Necht (G, z, s, w) je sit. Problémem maximalniho toku v siti
rozumime Ukol nalézt v dané siti tok f s maximalni moznou
velikosti || f]|.

Priklad
m Je vyznaceny tok maximalni?
m Neni. Najdéte maximalni tok.
m Umite dokazat, Ze je velikost toku je maximalni?

[} [
3/4
—e ‘/ l1/1 o ——
[} [

S
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Rez v siti

Definice (Rez, velikost fezu)

Fez vsiti (G, z, s, w) je podmnozina hran C C E(G) takové, Ze po

jejich odstranéni z grafu G neexistuje orientovana cesta ze z do s.

Velikost rezu C je soudet kapacit hran v C, tedy || C|| = ) w(e).
ecC

Priklad
m Naleznéte néjaky fez a urCete jeho velikost.

1

N
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Rez v siti

Definice (Rez, velikost fezu)

vsiti (G, z, s, w) je podmnoZina hran C C E(QG) takova, Ze po
jejich odstranéni z grafu G neexistuje orientovana cesta ze z do s.
C je soudet kapacit hran v C, tedy || C|| = > w(e).
ecC

m Naleznéte néjaky fez a urCete jeho velikost.
m Vyznaceny fez ma velikost 6.
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Vztah rezu a toku

Véta
Maximalni velikost toku v siti je rovna minimalni velikosti fezu.

m Intuitivné plati, Zze fez je mnozina hran, které nelze obejit
zadnou cestou ze zdroje do stoku.

m Velikost libovolného fezu je tedy vétsi nebo rovna velikosti
libovolného toku.

m K dlUkazu, Ze nalezeny tok ma maximalni velikost, staCi nalézt
fez stejné velikosti.

m Je dany tok v siti maximalni?

’

D
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Vztah rezu a toku

Véta
Maximalni velikost toku v siti je rovna minimalni velikosti fezu.

m Intuitivné plati, Zze fez je mnozina hran, které nelze obejit
zadnou cestou ze zdroje do stoku.

m Velikost libovolného fezu je tedy vétsi nebo rovna velikosti
libovolného toku.

m K dlUkazu, Ze nalezeny tok ma maximalni velikost, staCi nalézt
fez stejné velikosti.

m Je dany tok v siti maximalni?

’

D
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Nenasycena cesta

Definice (Nenasycena cesta)

Méjme sit (G, z,s,w) av ni tok f. z vrcholu u do
vrcholu v je neoreintovana cesta (. posloupnost navazujicich hran
e, €, ..., €en chapanych neorientované) z u do v, kde pro vsechny
hrany e; ve sméru z u do v plati f(e;) < w(e;) a pro véechny hrany
e; v opacném smeru plati f(e;) > 0.

m Po nenasycené cesté Ize prepravit vice materialu z u do v.

] pro hranu e; ve sméru z u do v je dana
rozdilem w(e;) — f(e;). Pro hranu v opacném smeru je rezerva
kapacity pfimo f(e;).
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Priklad

m Existuje v daném toku v siti nenasycena cesta ze z do s?

2/2 [ ] % .
/ l0/1
[ ]

2/3

%.
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Priklad

m Existuje v daném toku v siti nenasycena cesta ze z do s?
m Ano.

2/2 [ ] % .
/ l0/1
[ ]

2/3

%.
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Priklad

m Existuje v daném toku v siti nenasycena cesta ze z do s?
m Ano.
m UrCete rezervu kapacity jednotlivych hran.

2

2/2

%
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Priklad

m Existuje v daném toku v siti nenasycena cesta ze z do s?
m Ano.
m UrCete rezervu kapacity jednotlivych hran.

[ ] % [ ]
[ ] L]

2/2

%
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Priklad

m Existuje v daném toku v siti nenasycena cesta ze z do s?
m Ano.
m UrCete rezervu kapacity jednotlivych hran.

[ ] % [ ]
[ ] L]

%

2/2

m Tok v siti Ize vzdy zvySit o minimalni rezervu na nenasycené
cesté ze zdroje do stoku.

IB112 Zaklady matematiky: Grafy 100/108



Ford-Fulkersonuyv algoritmus

Vstup: Sit (G, z, s, w)

—

pro vSechny hrany e € E(G) nastav f(e) =0

2 repeat
3 najdéme mnozinu U v8ech vrchold,
do kterych vedou nenasycené cesty ze z
4 if s € U then
5 tok na nalezené nenasycené cesté ze z do s zvySime
o minimalni rezervu kapacity hran na této ceste.
6 untils¢g U
7 na vystup vypiSeme ziskany tok
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Priklad

Pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu spocitejte maximalni tok.
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Priklad

Pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu spocitejte maximalni tok.

Inicializujeme tok na nulové hodnoty.
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Priklad

Pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu spocitejte maximalni tok.

Inicializujeme tok na nulové hodnoty.
Spocitdme mnozinu uzld, kam vedou nenasycené cesty ze z.
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Priklad

Pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu spocitejte maximalni tok.

Inicializujeme tok na nulové hodnoty.
Spocitame mnozinu uzl(, kam vedou nenasycené cesty ze z.
Zvolime néjakou nenasycenou cestu ze z do s.
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Priklad

Pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu spocitejte maximalni tok.

Inicializujeme tok na nulové hodnoty.

Spocitame mnozinu uzl(, kam vedou nenasycené cesty ze z.
Zvolime néjakou nenasycenou cestu ze z do s.

Zvysime tok o minimalni rezervu kapacity hran na cesté.

0/3
—0 1/1 0/1 o ——
01—/3>0
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Priklad

Pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu spocitejte maximalni tok.

Inicializujeme tok na nulové hodnoty.

Spocitame mnozinu uzl(, kam vedou nenasycené cesty ze z.
Zvolime néjakou nenasycenou cestu ze z do s.

Zvysime tok o minimalni rezervu kapacity hran na cesté.

Kroky 2—4 opakujeme dokud je s v mnoziné pocitané krokem 2.
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m Sité Ize snadno rozsifit i 0 kapacitu uzlU.

m Ma smysl uvazovat i minimalni kapacity hran, Uloha je stale
snadno fesitelna.

m Algoritmus pro nalezeni maximalniho toku ma kromé zjevnych
technickych aplikaci i aplikace v matematice, napt. pro nalezeni
parovani v bipartitnim grafu nebo pro urCeni vy$si grafové
souvislosti.
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