Algebra I — Cviceni

Podle néasledujici sbirky probihalo cvi¢eni na PfF v semestru Jaro 2003. Piiklady jsou rozdéleny na ty, které
jsme délali na cvifeni (ozna¢eno C), ulohy na kterych lze procvicovat probranou latku (P), dopliujici tlohy,
které presahuji sylaby pfedmétu nebo jsou obtiznéjsi (D) a koneéné zadani piikladii ze zdpoctovych testi (Z).

Podstatna ¢ast piikladt je pievzata od kolegi, jmenovité doc. Kucery, doc. Poldka a Mgr. Kunce, s kterymi
jsem diive pfi pfipravé cviceni spolupracoval.

Veskeré pripominky, opravy a komentéafe jsou vitany na adrese klima@math.muni.cz.

Ondrej Klima

Verze kvéten 2003.

Cviceni 1
C11 Rozhodnéte, zda dany grupoid je pologrupa, zda obsahuje (levy, pravy) neutralni prvek, (levy, pravy)
nulovy prvek, zda je to grupa a zda je operace komutativni.

1) Cela ¢isla s operaci séitani.

2) Reéln4 cisla s operaci nésobeni.
3) Cela ¢isla s operaci odec¢itani.
4) Pfirozend Cisla s operaci nejvétsi spoleény délitel.

C12 Pro dané mnoziny matic typu 2 krat 2 nad redlnymi ¢isly rozhodnéte zda je s¢itani, resp. nasobeni,

matic operaci na této mnoziné. Pokud se jedna o operaci, zjistéte, zda je operace asociativni ¢i komutativni,

zda obsahuje neutralni prvek, a zda se jedna o grupu.
1) Mnozina vSech matic nad celymi cisly.
2) Mnozina vSech matic nad raciondlnimi cisly.

Mnozina v8ech matic s nulou v levém dolnim rohu a s jednickami na diagonale.

)
)
3) Mnozina vSech reguldrnich matic nad racionalnimi ¢isly.
4)
)

5) Mnozina vSech reguldrnich matic nad celymi ¢isly.

C13 Pro mnozinu X znaé¢ime P(X) mnozinu vSech podmnozin mnoziny X. Pro nasledujici operace urcete,
zda grupoid P(X) je pologrupou, zda je operace komutativni a naleznéte neutralni prvek.

1) Pruanik.

)
2) Sjednoceni.
3) Mnozinovy rozdil. (Y\Z ={z €Y |z & Z})
)

4) Symetricky rozdil. (Y +Z=(Y\2)U(Z\Y))

C14 Urcete, zda operace na tiiprvkové mnoziné {a,b,c} dand tabulkou je komutativni, asociativni a zda

ma neutralni prvek.
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C15 Prvek e pologrupy (G, -) se nazyva idempotent jestlize e -e = e. Ukazte, ze kazda grupa obsahuje pravé
jeden idempotent.

P11 Pro mnozinu X ozna¢me T'(X) mnozinu v8ech transformaci, tj. T(X) = {f : X — X}, a PT(X) mno-
zinu vSech parcidlnich transformaci, tj. PT(X) ={f:Y — X | Y C X}. Ukazte, ze (T(X),0) a (PT(X), o),
kde o je operace sklddani zobrazeni, jsou monoidy. Pro danou mnozinu transformaci (resp. parcialnich transfor-
maci) urcete, zda spolecné s operaci skladani zobrazeni tvofi grupoid, pologrupu, ¢ grupu. (Pozor: odpovédi se
mohou lisit v pfipadech kdy X je jednoprvkovd, resp. kone¢nd, resp. nekoneéna.)

1) VSechna injektivni zobrazeni.
2) VSechna surjektivni zobrazeni.

3) Vsechna bijektivni zobrazeni.

P12 Dopliite nasledujici tabulku operace na tfiprvkové mnoziné tak, aby vysledny grupoid byl pologrupou.

[oflalbc]

blalc

ol

P13 Nasledujici tabulku je mozno jedinym zptisobem doplnit na tabulku operace - v pologrupé (.S, -), kde
S ={a,b,c,d,e, f}.

a|lb|lc|d|elf
afllal|b|c|d f
bllblelc|d|b]|f
cllelc| flc|lcl|d
d| d cld|d]|f
e |l e cldl|el|f
S/ dl flflc

1. Urcete, kterému prvku z mnoziny S se rovné d - b, resp. a - €, v pologrupé (S, -).
Urcete vSechny idempotenty.

Vypiste vSechny pravé neutralni prvky.

Vypiste vsechny levé nulové prvky.

Uréete vSechny podmnoziny G C S takové, ze (G, ) je grupa.

S gk w

Lze piivodni tabulku doplnit tak, aby byla operace - v grupoidu (.5, -) komutativni?

D11 V pologrupé matic (Mat2(Q), ) typu 2 krat 2 nad raciondlnimi éisly s operaci ndsobeni matic urcete
vSechny idempotenty. Pro kazdy idempotent e urcete nékterou netrivialni podmnozinu, které spoleé¢né s operaci
- tvori grupu s neutralnim prvkem e.

D12 = D31

Cviceni 2

Z2-A Uvazme na mnoziné R = {p C X x X} vSech relaci na mnoziné€ X operaci o definovanou vztahem
porm={(z,y) e X x X |Iz€ X :(z,2) €7, (2y) € p}.

Ukazte, Ze o je asociativni. Urdete neutrdlni prvek. Rozhodnéte zda (S, 0), kde S = {p € R | p symetricka }, je
grupoid.



Z2-B Uvazme na mnoziné R = {p C X x X} vSech relaci na mnoziné X operaci O definovanou vztahem
pOr={(z,y) e X x X |3z€ X :(2,2) €p,(z,y) €7}
Ukazte, ze O je asociativni. Uréete nulovy prvek. Rozhodnéte zda (T,0), kde T'= {p € R | p tranzitivni }, je
grupoid.

Z2-C Uvazujme mnozinu O = {(a,b) | a,b € R,a < b} U {0} otevienych intervalti redlnych éisel. Ukazte, ze
prinik N je operaci na této mnoziné. Rozhodnéte, zda je operace N asociativni a zda existuje neutralni a nulovy
prvek. Je (O,N) grupa?

Z2-D Uvazujme mnozinu N = {(a,b) | a,b € R,a < 0 < b} otevienych intervalti redlnych &isel. Ukazte, ze
sjednoceni U je operaci na této mnoziné. Rozhodnéte, zda je operace U asociativni a zda existuje neutralni a
nulovy prvek. Je (N, U) grupa?

C21+P21 Rozhodnéte, zda dany grupoid (G, o) je grupa.

1) G je mnoZina nenulovych raciondlnich éisel a operace o je dédna pfedpisem z oy = |z - y|.

2) G je interval (0,1) a operace o je déna pfedpisem z oy = x +y — [z + y|, kde [z] znadi celou ¢&st z ¢isla
z, tj. nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovno z.

x

3) G je mnozina celych ¢&isel a operace o je ddna pfedpisem z oy = z + (—1)%y.

4) G je mnozina uspoiadanych dvojic redlnych ¢isel, pfi¢emz prvni z nich neni 0 a operace o je ddna pfedpisem
(,y) o (u,v) = (zu, zv +y).

5) G je mnozina komplexnich ¢isel, jejichZ redlnd i imagindrni ¢ast je celodiselnd a operace o je séitani
komplexnich ¢isel.

C22+D21

1) Dokazte, Ze v libovolné grupé plati tzv. Zékony o kraceni (ab = ac = b=c¢,ba =ca = b= c).

2) Dokazte, ze kone¢na pologrupa v které plati zakony o kraceni je grupa.

w

)
) Udejte pfiklad nekoneéné pologrupy, kterd neni grupou, ale plati v ni zdkony o kréaceni.
)

4) Udejte priklad tiiprvkového grupoidu, ktery neni grupou, ale plati v ném zakony o kraceni. Ukazte, Ze

grupoid neni pologrupou.

5) Udejte priklad pétiprvkového grupoidu s neutralnim prvkem, ktery neni grupou, ale plati v ném zékony
o kraceni. Ukazte, ze grupoid neni pologrupou.

C23 Urcete kolik je dvouprvkovych, resp. t¥iprvkovych, resp. ¢tyfprvkovych grup.

P22 Dokazte, ze v koneéné grupé o sudém poctu prvka existuje prvek, ktery je inverzni k sobé samému a
neni to neutralni prvek.

P23 Dopliite tabulku operace * tak, aby vznikla grupa ({a,b, c}, *):
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P24 Necht (G, o) je grupa a a néjaky jeji pevné zvoleny prvek. Dokazte, Ze potom (G, ) je také grupa, kde
operace [ je definovana pfedpisem gldh = goao h.

D22 Dokazte, ze grupy jsou praveé ty pologrupy pro néz plati:

Ya,b 3x,y : ax =b, ya=>.



D23 Urcete vSechny dvouprvkové pologrupy (az na izomorfismus, tj. pfejmenovani prvki).

Cviceni 3
Z3-A 1) Necht S = {a, b} a pro operaci - plati: a-a = b, b- b = a. Ukazte, Ze (S, -) neni pologrupa.
2) Napiste multiplikativni tabulku grupy (G, -), kde G = {e, f, g}, vite-li, ze e - f = g.

Z3-C 1) Necht S = {a,b,c} a pro operaci - plati: a-a = ¢, ¢- ¢ = c. Ukazte, ze (5,-) neni grupa.
2) Napiste multiplikativni tabulku komutativni pologrupy (M,-), kde M = {e, f, g}, vite-li, Ze e - f = g a ze
kazdy prvek je idempotentem.

D31 Dokazte, ze v kazdé koneéné pologrupé existuje idempotent.

C24-+C31 Necht
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) Rozlozte permutace s,t, u na souéin nezavislych cykli.
2) Spo¢téte soudiny sot, t o s, sowu ot. Pouzijte jak ”dvojiadkovy” zépis, tak rozklad na nezivislé cykly.
3) Spoctéte 3,520, 53 $103 4211
4) Uréete inverzni prvky s—1, ¢t=1 u~1
5) Spoctéte permutace (5120 0t73)17 0 u23 a (u=23 0 5)134 o 1.

)

6) Permutace s,t,u rozlozte na soucin transpozic a urcete jejich paritu.

C32 Napiste permutace f = (2,3,4,5)0(1,3,6,8) ag = (1,4,6)0(2,7,4,8,3)0(1,5) jako souc¢in 10 transpozic.
P31 Dokazte 7e permutace (s° o t717)18 0 519 je sud4 permutace pro libovolné permutace s,t € Sg.

C33 Urcete viechny permutace a z grupy Sg takové, ze a® = (1,2,3)(4,5,6). Podobné urcete b takové, ze
bt =(1,2,3,4,5,6,7).

P32 Urcete viechny permutace f z grupy Ss takové, ze f32 = (1,2)(3,4)(5,6).

P33

1) Ukazte, ze libovolnou permutaci v S,, 1ze rozloZit na souéin transpozic tvaru (1,1).

2) Ukazte, ze libovolnou sudou permutaci v S,, 1ze rozlozit na souéin cykla tvaru (1,2, 7).

P34 Jestlize a je cyklus délky n, pak a* = id pravé kdyz n déli k. Pokud n nedéli k pak je a* souc¢inem d
nezévislych cykli délky %, kde d je nejvétsi spoleény délitel n a k.

D32 Ukazte, ze libovolnou permutaci v S, 1ze rozlozit na soucin cykla (1,2) a (1,2,...,n).

D33 Urcete nasledujici grupy symetrii (jako podmnoziny S,, pro vhodné n, nebo alespoil urcete poéty
prvki).

1) D3 grupa symetrii rovnostranného trojuhelnika,

2) D4 grupa symetrii ¢tverce,

4) grupa symetrii pravidelného ¢tyfsténu.

*

)

3) D, grupa symetrii pravidelného n-thelniku (uréete alespor pocet prvki),
)
)

5) * grupa symetrii krychle.

N O



D34* Urcete které prvky a € S,, lze psat ve tvaru b%c? pro vhodné b, c € S,,.

Cviceni 4

Z4-A 1) Jsou dény permutace f,g € Sg. Plati f = (5,8,7,6) o (1,4,2),9 = (1,5,2,6) 0 (2,4,7,9,5). Zapiste
permutace 71, g2t h = (f1* 0 g72)2° ve tvaru soucinu nezavislych cyklii.
Permutace f a g napiste jako soucin transpozic a urcete paritu téchto permutaci.

2) Urcete pro ktera piirozend ¢isla n € N existuje permutace s € Sg takova, ze s™ = (1,2, 3).

Z4-B 1) Jsou dany permutace f,g € Sg. Plati f = (8,6,7,5) 0 (1,4,2),9 = (1,8,2,5) 0 (2,4,7,9,8). Zapiste
permutace =1, g2°, h = (f1* 0 g=*)720 ve tvaru soucinu nezavislych cykli.

Permutace f a g napiste jako soucin transpozic a urcete paritu téchto permutaci.

2) Urdete pro ktera pfirozend ¢isla n € N existuje permutace s € Sy takova, ze s™ = (1,2,3,4).

Z4-C 1) Jsou dany permutace f,g € Sg. Plati f = (1,7)0(2,8)0(3,5,6,4,9),9 = (3,8,4,5,7) 0 (1,6,9,3,4).
Zapiste permutace f~1, g'° h = (f° 0 g7°)%° ve tvaru soucinu nezavislych cykli.

Permutace f a g napiste jako soucin transpozic a urcete paritu téchto permutaci.

2) Rozhodnéte zda existuje permutace s € Sy takova, Ze (s o (1,2,3))% 0 (s o (2,3,4))* = (1,2,3,4). (Uvedte
piiklad nebo dikaz.)

Z4-D 1) Jsou dany permutace f,g € Sg. Plati f = (1,7)0(2,8)0(3,5,9,4,6),9 = (1,3,2,4,5)0(3,4,7,9,6).
Zapiste permutace f~1, g%, h = (f2 0 g72)3° ve tvaru soucinu nezavislych cykli.

Permutace f a g napiste jako soucin transpozic a urcete paritu téchto permutaci.

2) Rozhodnéte zda existuje permutace s € Sy takova, Ze s2 0 (1,2)0s% = (1,2) 05?0 (1,2). (Uvedte piiklad nebo
dtkaz.)

C41+P41 Spoctéte 1) 45 v Zis,  2) (17151 Vv Zis1,  3) [49)oms V Zoog,  4) [49)555 V Zaos,  5)
[125] 1506 v Z1206-
C42+P42 Spoctéte 1) [28+1]m Vv Zozniy,  2) 28 —1piy v Zo2eyq,  3) [mP—mA41] 5 1V Zys 1.

C43+-P43 Urcete kolik prvkii mé grupa (Z*,-) pro nésledujici n a popiste jeji multiplikativni tabulku.
1)n=5 2)n=7 3)n=2_8.

C44 Urcete kolik prvkt maji grupy (Z7,-) pro nasledujici n:
1)n=24, 2)n=2306, 3)n=>5225.

C45 Urcete fad permutace (1,2,4,5) 0 (3,7,8) 0 (6,9) resp. (1,2,4,5,3,6,7,9) 0 (3,7,8) o (6,2,9).
C46 Urcete ad prvku [k], v (Zp, +).

C47 Urcete fady vSech prvka v (ZF,-) pron =7,8,12,13.

P44 V GLy(Z3) (grupa reguldrnich matic nad Zs) uréete fady prvki (; 2) a (1 ;)
P45 Ukazte, zZe pro libovolné n > 2 je ¢(n) sudé &islo.
P46 Urcete vSechna pfirozend ¢isla m, pro ktera plati p(m) = 18.

D41 Urcete vSechna pfirozena ¢isla n takovd, ze ¢(n) | n.

Cviceni b

7Z5-A 1) Urcete [49] 1_0100 v ZIOOO'



2) Uréete fad prvku [4]35 v grupé Zj;.
Z5-C 1) Uréete [45],75 Vv Zars.
2) Urcete ©(1000).

C51+4P51 Urcete zbytek po déleni danych ¢isel ¢islem 17.
1) 250 4 350 4 450 9) 540 4 40 4 740 4 840 3) 44! _,_555’ 4) 1313"° + 1515
C52+P52 Uréete zbytek po déleni &sla a®°—3" &slem 44, pro a = 8,9, 10, 11.
P53 Ukaite, ze ¢&islo 260 + 730 je délitelné &islem 13.
D51 Dokazte, ze pro libovolné n € N je cislo 22" 4 3 ¢islo slozené.

D52 Dokazte Cinskou zbytkovou vétu: Necht je dano & € N a k-tice my,--- ,my po dvou nesoudélnych
prirozenych ¢isel. Pak pro libovolnou k-tici ¢q, - - - , ¢ pFirozenych ¢isel existuje z € N takové, ze « = ¢;(mod m;)
proi=1,...,k. Navic je toto x uréeno jednoznac¢né modmy - - - - - my,; presnéji, vSechna tato ¢isla davaji stejny
zbytek po déleni ¢islem my - - - - - mp.

C53+P54 Ukazte, ze podmnozina kladnych redlnych cisel, resp. kladnych racionalnich ¢isel, resp. Q(\/?:) =
{a+bV3 | a,b € Q} je podgrupa grupy (R*,-).

C54 Popiste vSechny podgrupy grupy (Z,+).

C55 Popiste vSechny podgrupy grupy (Zio, +)-

P55 Popiste vSechny podgrupy grupy (Z,, +).

P56 Ukazte, Ze mnozina sudych permutaci tvori podgrupu grupy S,, pro libovolné n € N.
D53 Popiste vSechny podgrupy grupy symetrii D,, pro n = 3,4.

Cviceni 6

111 121

Z6 Urcete zbytek po déleni ¢isla A 88° +11! , B 77" +1212" Eslem 20, resp. C 88+ 131313, D 77 +212

Cislem 18.

C61 Popiste svaz podgrup S3 a Ay.

C62+4-P61 Urcete podgrupu Sg generovanou mnozinou X:

1 {(4,5,2,1)0(4,6,3,1,5,2),(4,5,2,1) 0 (4,5,6) 0 (2,1,3)},
2 {(1,5,8) 0 (1,4,2,5) 0 (1,5,2),(1,2,6,4,8,5) 0 (1,4,6,2)},
4 {(1,2)(3,4),(2,3)(4,5)}-

{(2,4,6),(4,7,2),(3,2,4)}. D

) X =
) X =
3) X =
) X =
5) X =

(4,
(1,
{(1,8,2,3,5) 0 (1,2,6,7,8), (4,7,6,2) 0 (2,4,8)},
(1,
(2,

D61 Urcete podgrupu S,, generovanou mnozinou {(1,2),(1,2,3,...,n)}.
C63 V (Zgo, +) uréete podgrupu generovanou mnozinou {[6]go, [15]e0}-

P62 V GLy(Zs) (grupa regularnich matic fadu 2 nad Zs) uréete podgrupu generovanou mnozinou X:

S () T (G G SRR )



A podobné v GLs(Z3) urdete podgrupu generovanou mnozinou

{36 9w

P63 V grupé (R, +), resp. (R*,-), uréete podgrupu generovanou prvkem /2.

P64 V grupé (C*, ) urcete podgrupu generovanou prvkem ? +1i ?

D62 Urcete vSechny koneéné podgrupy grupy (R*,-), resp. (C*,-).
P65 V grupé z prikladu P21-3) urcete podgrupu generovanou mnozinou prvka a) {3}, b) {6}, c) {3,7}.

D63 Urcete vSechny podgrupy grupy z piikladu P21-3).

Cviceni 7

Z7 Uréete podgrupu grupy Sg generovanou mnozinou C - {(1,8)(2,3)(4,5), (1, 3,5,8,2,4)(6,7)}, resp. A —
{(1,2,3),(1,2)(3,5)}. Kolik m4 tato podgrupa prvka?

C71 Necht je dana grupa G a jeji dvé podgrupy H a K. Dokazte, ze

<HUK>:{albl...anbn|n€N,ai€H,bi GK}

C72 Dokazte, ze (Z%,-) je izomorfni s (Zg, +) a (Z3,-) je izomortni s (Za, +) X (Za,+). (UkaZte, Ze predpis
f(lale) = [3]% definuje izomorfismus f : (Zg,+) — (Z3,+).)

P71 U kazdého z nésledujicich pfedpist (kde a,b € Z, p,q € Z \ {0}) rozhodnéte zda zaddva zobrazeni.
Pokud ano, rozhodnéte, zda se jedna o homomorfismus ¢i dokonce izomorfismus grup.

0576: (Z4,+) X (ZBa+) - (2123—’_)

a((lals, [b]3)) = [6a + 4b]12
a(([a]a, [b]3)) = [a — b1
B (Zs,) x (Zs,+) — (Zs,+)
B(([als, [b]5)) = [1*!]s
7: (Q\{0},-) — (Q\ {0}, ")
v(p/9) = a/p
61 (Zs,+) = (Zs, +) x (Z3,+)
d([a]1s) = ([als, [a]3)
€: (Zs, (Ag,0)
6([&]3) = (1, 2,4)0(1,3,2)%0(1,4,2)
€([a]s) = (1,2)(3,4) 0 (1,2,3)*

(
+) =

C73 Dokazte, ze predpis f([a]20) = (1,2,3,4,5)* definuje homomorfismus f : (Zag, +) — (S7,0).

C74+P72 Pro libovolnou grupu (G, -) ozna¢me Aut(G) = {f : G — G | f izomorfismus} mnozinu vSech
automorfismi grupy G a End(G) = {f : G — G | f homomorfismus} mnozinu vSech endomorfismi grupy G.

i) Ukazte, ze (End(G),0), kde o je sklddani zobrazeni, je monoid a Aut(G) je podmnozina invertibilnich
prvki, tj. (Aut(G), o) je grupa.



ii) Dokazte, Ze pro libovolny prvek a € G je zobrazeni p, automorfismus grupy G, kde p, : G — G je
definovano vztahem p,(z) = axa~!. (Hovofime o vnitinich automorfismech.)

iii) Ukazte, Ze mnozina v8ech vnitinich automorfismi Inn(G) = {p, | a € G} je podgrupa grupy (Aut(G), o).
iv) Dokazte, ze zobrazeni p : G — Aut(G) dané predpisem p(a) = p, je homomorfismus grup.
C75 Popiste vSechny endomorfismy a automorfismy grupy (Z, +). Urcete éemu je izomorfni monoid End(Z)
a grupa Aut(Z).

P73 Popiste viechny endomorfismy a automorfismy grupy (Z,,, +). Urcete ¢emu je izomorfni monoid End(Z,,)
a grupa Aut(Z,).

D71 Popiste vSechny homomorfismy z grupy (Z,,+) do grupy (Zg, +).

P74 Necht f : G — H je izomorfismus grup. Ukazte, ze fady prvki a a f(a) jsou stejné. Co lze Fici o fadech
prvki a a f(a) v piipadé, Ze f : G — H je homomorfismus.

P75 Dokazte, Ze zobrazeni f : G — G definované predpisem f(x) = x~! je izomorfismus prave tehdy, kdyz
grupa G je komutativni.

P76 Dokazte, ze pro libovolné grupy G a H jsou grupy G x H a H x G izomorfni.

D72 Necht X = {1,...,n}. UkaZte, Ze grupa (P(X),+) z pfikladu C13-4) je izomorfni grupé Z%. (Z% je
soufin n kopii grupy Zs.)

P77 Uvazme grupu (G, -) matic typu 3 krat 3 nad Z, které jsou v hornim trojihelnikovém tvaru s jednickami
na hlavni diagonéle, tj.

1 a b
G = 0 1 ¢]labceZy ,
0 0 1
kde - je ndsobeni matic. Definujme nyni zobrazeni f : (G,-) — (Z,+), které matici
1 a b
01 ¢
0 0 1

prifadi ¢islo @ — ¢. Dokazte, Ze zobrazeni f je homomorfismus grup.
Cviceni 8

Z.8 U nésledujicich predpisii (kde a, b € Z, s € Sg) rozhodnéte zda zadévaji zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte,
zda se jednd o homomorfismus ¢i dokonce izomorfismus grup. Odpovédi zduvodnéte!

t(Za,+) X (Zs, +) = (Z10, 1), a(([al2, [b]5)) = [a + Bl10; B (Se,0) = (Se,0), B(s) = (1,2) 050 (1,2)
(L, +) X (Zs, +) = (Zno, +), a(([al2, [Bls) = [5a + 2bao; B :(Se,0) — (Se,0), B(s) = 52
 (Zg, +) — (C,-), a([als) = “, B:(Z,+) = (Zs, +), B(a) = [|al]s.
D o: (Zs,+) — (C*,), a([a]s) = i B:(Z,4) — (Za, +), B(a) = [lall2

C81+P81 Urcete jadra a obrazy homomorfismi z prikladt Z8.

P82 Bud o homomorfismus grupy (Zsg, +) do grupy (Zzo,+) definovany pfedpisem a([a]sg) = [6a]20. Déle
necht 3 je homomorfismus grupy (Zsg, +) do grupy (Ss, o) definovany predpisem 3([b]2g) = (1,2, 3,4, 5)°. Urcete
jadra homomorfismt «, 8 a (o a.

P83 Urcete jadro homomorfismu f z piikladu P77. Ovéfte, Ze se jednd o normélni podgrupu grupy G.
(Uvédomte si, ze jadro je vzdy normalni podgrupa.)



C82 Popiste vSechny normalni podgrupy grup (Ss,0) a (A4, o). UkaZte, ze A, je normélni podgrupa grupy
S, pro libovolné n € N. (PovSimnéte si, Ze existuje norméalni podgrupa N grupy H — normalni podgurpy grupy
(A4, 0) — kterd neni normalni podgrupou (A4, 0).)

D81 Necht n € N, n > 4. Dokazte, ze A, nemé vlastni normdlni podgrupy a Ze je to jedind netrividlni
normalni podgrupa S,,.

C83+P84 Uvazme grupu (GLy(Q), ) reguldrnich matic dva krat dva nad racionalnimi ¢isly. Necht G je
podgrupa vsech matic, které jsou v hornim trojihelnikovém tvaru s jednickou v pravém dolnim rohu, H je
podgrupa vSech diagonalnich matic a N jeji podgrupa, kde ¢isla na diagonale jsou si rovna.

G:{(S ’1’>|ae@*,be@}, H:{(S 2>|a,be(@*}, N:{(S 2)@6@*}.

Urcete, zda jsou tyto podgrupy normalni.
P85 V prikladech P62—65 urcete normalni podgrupu generovanou danou mnozinou.
D82 Které podgrupy z prikladu D63 jsou norméalni?
P86 Dokazte, ze Inn(G) v P72-iii) je normalni podgrupa.
C84 Bud déna grupa (G, o) nekonstantnich linedrnich zobrazeni redlnych ¢&isel
G={f:R—=R| f(z) =ax+b,a € R*"be R}
s operaci skladani zobrazeni o. Uvazme v této grupé dvé podgrupy:
T={f:R->R]| f(z) =ax,a € R*},
S={f:R—>R| f(z)=x+0b,beR}.
Kterd z nich je normalni podgrupou grupy (G, o)? PopiSte u obou pravy i levy rozklad.

P87 Popiste levy rozklad grupy (A4, o) sudych permutaci na mnoziné {1, 2, 3,4} podle podgrupy generované
permutaci (2, 1,4).

P88 Urcete pocet levych tiid grupy (Z,+) x (Z,+) podle podgrupy H = {(m,n) ; 6 | (m —2n)}.

P89 Necht kone¢nd grupa (G, ) mé sudy pocet prvka 2n a H je jeji n prvkova podgrupa. Dokazte, ze H je
normélni podgrupa grupy (G, -).

Cviceni 9
Z9-A Oznacme nésledujici podgrupy grupy (Sg,0): G = {f € Sg | f sudd} a H ={f € G | f(3) = 3}, tj.
H C G C Sg. Rozdodnéte zda
a) H je normalni podgrupa grupy (G, o);
b) H je normalni podgrupa grupy (Sg, o);
¢) G je normélni podgrupa grupy (Se, o).
Odpovédi zdiavodnéte!
Z9-B Ozna¢me nasledujici podgrupy grupy (Ss,0): G ={f € S5 | f(3) =3} a H={f € G| f suda}, tj.
H C G C Ss. Rozdodnéte zda
a) H je normalni podgrupa grupy (G, o);
b) H je normalni podgrupa grupy (Ss, o);
¢) G je normélni podgrupa grupy (Ss, o).
Odpovédi zdiavodnéte!
Z9-C Bud déana nasledujici grupa (G, ) matic ve specidlnim tvaru s operaci nasobeni matic a jeji podgrupa

G—{(S lc)>|a,c€R*,b€R}, H—{(S 2>|a,c€R*}.



Dokazte, ze H je podgrupa grupy (G, -). Rozhodnéte, zda H je normélni podgrupa (G, -). Odpovéd zdavodnéte!
Z9-D Bud déna nésledujici grupa (G, -) matic ve specidlnim tvaru s operaci ndsobeni matic a jeji podgrupa

G:{(g i)|a,ceR*,beR}, H:{((l) i)|ceR*,beR}.

Dokazte, ze H je podgrupa grupy (G, ). Rozhodnéte, zda H je normélni podgrupa (G, -).
C91 Urcete faktorgrupu z prikladu C84.

C92 Faktorizujte grupu Z podgrupou kZ = {ka | a € Z}.
C93 Faktorizujte grupu Z,, podgrupou kZ, = {kz | z € Z,} = {[kz], | z € Z}, kde k déli n.

P91 Cemu je izomorfni faktorgrupa regularnich matic nad realnymi ¢isly podle podgrupy matic jejichz
determinant je roven 1. (GL,(R)/SL,(R) 27)

Gz{(é Lf) |56{1,—1},a€Z}

spoleCné s operaci ndsobeni matic tvoii grupu (G, -). Ozna¢me

{3 )oes

podmnozinu G. Ukazte, Ze H je normélni podgrupa grupy G. Popiste rozklad G/H, tj. charakterizujte kdy
£ a g o
0o 1)*\o 1
grupé (K, -) je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K,-) a definujte vhodné zobrazeni o : G — K
pro néz dokazte, Ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

P92 Vime, ze mnozina

dvé matice ( néalezi do stejné tfidy rozkladu. Uréete pocet t¥id rozkladu G/H. Urcete, které

P93 Uvazme mnoziny redlnych ¢isel G = {15757 | p,q € Z} a H = {3" | r € Z} a operaci - (ndsobeni
redlnych ¢isel). Ziejmé (G, ) je grupa.

1. Ukazte, ze H je normélni podgrupa grupy (G, -).

2. Pro p,P,q,q € Z dopliite podminku (---) tak, aby platilo:
15757 a 15757 nale#i do stejné t¥idy rozkladu G/H < ---.

3. Urcete, které grupé je izomortni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K, -) a definujte vhodné zobrazeni
a: G — K, pro néz dokazte, Ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoZ jadrem je H.

P94 Faktorizujte aditivni grupu komplexnich ¢isel podgrupou vsech realnych éisel. ((C,+)/R =7)

GZ{(Z 2) |a,c€@*,b€(@}

s operaci nasobeni. Dokazte, ze podgrupa
a 0
H_{(b C)a,b,ce(@,a,c>0}

D91 V prikladu C82 jsme spocitali jednu netrividlni normalni podgrupu v S; resp. A4, oznacme ji V.
Spoctete prislusné faktorgrupy. (S4/V4 =7, Ay/V,y =7)

P95 Necht je ddna grupa matic

je normalni a urcete faktorgrupu.
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D92 Dokazte, 7Ze aZ na izomorfismus existuji pouze dvé 2p prvkové grupy a popiste je. (Zde p je prvoéislo.)

D93 Urcete faktorgrupu z prikladu P84.

Dopliujici piiklady z teorie grup (svéatek 1.5.)

S1 Dokazte, Ze nasledujici grupa matic (G, -) je izomorfni grupé (C*,-).

_ r oy 2 2
G_{(y a:) |z, y e R,z* +y >0}

S2 Necht je dana grupa G a jeji dvé podgrupy H a K. Definujme nyni podmnozinu HK grupy G:
HK ={hk|heH, ke K}.
Dokazte, ze pokud je K normdlni podgrupa grupy G, potom je podmnozina H K podgrupou grupy G. (Srovnej

s piikladem C71.) Déle dokazte, ze pokud jsou obé podgrupy H i K normélni, potom je normélni i podgrupa
HK.

S3 Centrum grupy (G, -) definujeme takto: Cent(G) = {x € G | Yy € G : = -y = y-z}. Dokazte, Ze centrum
libovolné grupy (G, -) je normélni podgrupa této grupy a ukazte, Ze faktorgrupa je izomorfni grupé Inn(G). Déle
uréete centrum

a) grupy (Ss, o) vSech permutaci t¥iprvkové mnoZiny;
b) grupy (Z7,4+) zbytkovych t¥id modulo 7;

¢) grupy (GL2(Q),-) regularnich matic 2 x 2 nad racionalnim

S4

i) Ukazte, ze libovolny automorfismu grupy S,, zachovava paritu permutace.

)
ii) Uréete centrum grupy S,, pro libovolné n > 2.
iii) Dokazte, ze pro n > 2 je grupa Inn(S,,) izomorfni grupé S,,.
iv) Dokazte, ze Aut(S,) = S,, pro n = 3,4,5.
S5 Necht (G, ) je grupa, n € N a pfedpokladejme, Ze grupa G obsahuje jedinny prvek fadu n (oznadme jej
a). Dokazte, Ze tento prvek komutuje s libovolnym prvkem grupy G, tj. za = az pro libovolné z € G.
S6 Necht G je grupa a ozna¢me G’ podgrupu generovanou mnozinou prvki tvaru [z,y] = x =y~ tay, tj.
G' = {lz1, yillz2,92] - - [0, yn] | n € N, 24,y € G}
i) Dokazte, ze G’ je normalni podgrupa grupy G.
ii) Ukazte, ze faktorgrupa G/G’ je komutativni grupa.

iii) Ukazte, ze G/G’ je "nejvétsi” komutativni faktorgrupa grupy G, tj. ukazte, Ze pokud H je normélni
podgrupa grupy G takova, ze G/H je komutativni grupa, potom G’ C H.

iv) Urcete "nejvétsi” komutativni faktorgrupu pro grupu

H{(S I;) |a,c€Q*,b€Q}.

Totéz pro GL2(Q).
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Burnsidovo lemma (svatek 8.5.)
V nésledujicich prikladech nerozlisujeme mezi obarvenimi, ktera mohou na sebe prejit néjakou rotaci.

B1 Kolika zptisoby miizeme obarvit hrany krychle n barvami?
B2 Kolika zptisoby mtzeme obarvit vrcholy krychle n barvami?
B3 Na kazdou ze stén krychle mame nakreslit jednu thlopticku. Kolik rtiznych krychli mizeme ziskat?

B4 Na kazdou ze stén krychle mame nakreslit Sipku mifici diagonalné od jednoho vrcholu k protéjsimu.
Kolik rtznych krychli mizeme ziskat?

B5 Jak se zméni odpovéd v 3. a 4., mame-li na libovolné mnoha sténach povoleno také zddnou thlopficku
(8ipku) nekreslit?

B6 Kolika zpusoby muZzeme obarvit stény krychle, maji-li byt dvé bilé, dvé ¢erné a dvé cervené?

B7 Kolika zpisoby mtzeme obarvit strany pravidelného 15-tthelnika n barvami? Zde nerozliSujeme mezi
obarvenimi, kterd mohou na sebe prejit néjakou rotaci nebo osovou symetrii.

Cviceni 10

710 Uvazujme normalni podgrupu grupy (G, +) = (Z,+) x (Z,+) definovanou takto:
(A): H={(a,b) € ZxZ;2]a,3]|b},
(B): H=1{(a,b) € ZxZ;5]|a,2|b},
(C):H={(a,b) € ZXxZ;7|2a+ 3b},
(D): H={(a,b) € Z xZ;5| a+ 4b}.

Urcete, které grupé je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K,-) a definujte vhodné zobrazeni « :
G — K, pro néz dokazte, ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

C101 Naleznéte vsechny racionalni kofeny polynomu 12z°% + 825 — 8524 + 1522 + 5522 + = — 6.
P101 Naleznéte viechny racionélni kofeny polynomu 427 — 1628 + 25 + 552% — 3523 — 3822 + 12z + 8.

P102 Uréete takové a € C, pro néz mé polynom f = 2x% — 2° — 112* — 23 + ax? + 2ax + 8 € C|x] kofen 2.
Pro toto a urcete vSechny racionalni koreny polynomu f vcetné nasobnosti.

C102 Zjistéte nasobnost kofene —1 polynomu z° — ax? — ax + 1 € C[z] v zavislosti na parametru a € C.

C103 Najdéte nejvétsi spoleény délitel a koeficienty do Bezoutovy rovnosti pro dvojici polynomi f = z* +1
3
ag=uxa>—1.

C104 Naleziite viechny aspoii dvojnasobné kofeny polynomu 8 + 625 4+ 152* + 2023 + 1222 — 4.
P103 Naleziite viechny aspoti dvojnasobné kofeny polynomu z* — 223 — 22 + 22 + 1 € C[z].

P104 O polynomu g = 2* + 2iz3 + 22 + 2ix + 1 € C[z] vite, Ze ma dvojnasobny koien. Rozlozte polynom
g na linearni faktory nad C.

P105 Zjistéte nejdiive vSechny racionalni kofeny a posléze vSechny vicendsobné koreny polynomt f =
1227 — 562 + 1152° — 1412* + 10323 — 3522 — 32 + 9 a g = 87 — 4425 + 702° — 172* — 2423 + 1022 + 22 — 1.

Cviceni 11
Z11 Naleznéte vSechny racionalni kofeny polynomu

A 427 — 2325 + 172* + 3123 — 4922 + 24z — 4,
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B 227 — 326 — 202° — 2% + 6622 + 9122 + 482 + 9,
C 42 + 8z* — 2723 — 7922 — 562 — 12,
D 425 — 3523 + 1522 + 40z + 12.

P111 Napiste rozklady na soucin ireducibilnich polynomiu nad C, R resp. Q pro vSechny polynomy z prikladt
Cviceni 10.

C111 Uvazme nasledujici mnoziny racionalnich ¢isel:

A:{%|m,p€Z,3){p}, B:{%|n€N,q€Z}.

Rozhodéte, zda (A, +,-) (resp. (B,+,)), kde operace + a - jsou obvyklé séitani a ndsobeni racionédlnich ¢isel,
je okruh, pfipadné obor integrity. Jde-li o okruh, charakterizujte jeho jednotky.

C112 Necht (R, +, -) je komutativni okruh. Rozhodnéte, zda je okruh i (R, +,0), kde [J je operace definovana
vztahem @ 0 b=a-b+b-a pro libovolné a,b € R.

C113 Urcete, zda je okruh (Zs,+, ) x (Zs,+, ) oborem integrity. Je izomorfni s okruhem (Zg, +,-)?
C114 Urcete vSechny ireducibilni polynomy nad Z, stupné mensiho nez 5.

P112 Urcete vsechny ireducibilni polynomy nad Zs stupné mensiho nez 4.

Cviceni 12
C121 Naleznéte viechny kofeny polynomu 2° + 5z — 22 — 2z + 3 v Zr.
C122 Rozlozte polynom z° + 323 + = + 3 € Zs[z] na souéin ireducibilnich polynomt nad Zs.

C123 Urdete, ktery z polynomtt f = 2% + 323 — 92+ 3 € Z[z] a g = 2* + 423 + 52? — 3 € Z[z] je ireducibilni
nad Z a ktery lze rozlozit na soucin polynomu nizsiho stupné. Napiste rozklady polynomu f a g na ireducibilni
faktory nad Z.

C124 Uréete viechny kofeny polynomu f = x7 — 42% + 82° — 72 + 822 — 8z + 4 € C[z], vite-li, Ze m4
dvojnasobny koren 1 + i. Rozlozte tento polynom na ireducibilni faktory nad @, R, resp. C.

P121 Mezi vSemi normovanymi polynomy s redlnymi koeficienty, které maji jednoduchy koten —% a dvoj-
nasobny kofen 3 + 2i, naleznéte polynom nejmensiho stupné. Rozlozte tento polynom na ireducibilni polynomy
nad Q, R, resp. C.

C125 Urcete, které prvky nalezi podokruhu Z[a] okruhu C pro a = v/3, a = ¥/2, a = i, a = cos %’W—i sin %’r =

— 27 s iy 2T —
§3, a=cos - +isin = = &7, a = .

P122 Urcete, které prvky nalezi podokruhu Z[a] okruhu C pro a = v/n, a = ¥/n, a = iy/n.

P123 Uvazme zobrazeni f : C — R definované takto: f(a + bi) = a + b pro a,b € R. Rozhodnéte, zda je f
homomorfismus okruhu (C, +, ) do okruhu (R, +, ).

P124 Urcete viechny ¢tvetice (a,b,c,d) € R* takové, Ze piedpis a(r + si ) = (ar + bs) + (cr +ds)i, pro
r,s € R, definuje homomorfismus « : C — C okruhu C do sebe. Pro které z nich se jedna o izomorfismus?

P125 Bud Q(v3) = {a + bV3 | a,b € Q} podokruh okruhu (R, +,-). Ukazte, ze (Q(v/3),+,-) je téleso.
Dokazte, Ze libovolny okruhovy homomorfismus « : Q(v/3) — C je identicky na mnoziné racionalnich &isel, tj.
Vr € Q: a(r) = r. Popiste viechny okruhové homomorfismy « : Q(v/3) — C. Které z nich jsou izomorfismy?
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Navody, vysledky, poznamky

P11 Slozeni injektivnich (resp. surjektivnich, resp. bijektivnich) transformaci je injektivni (resp. surjektivni,
resp. bijektivni). VSechny mnoZiny obsahuji identitu a proto se jedna o monoidy. Pro koneénou mnozinu X jsou
vSechny tfi mnoziny stejné a tvori grupu. Pro nekoneénou mnozinu X tvofi grupu pouze bijekce. V pripadé
parcidlnich transformaci: X kone¢nd mnozina - surjektivni a bijektivni transformace jsou permutace a jedna se
o grupu, injektivni tvofi pouze monoid; X nekone¢na mnoZina - pouze monoid ve vSech ptipadech.

P12 Doplnéni ba = a, bb = b, cx = xc = ¢ pro libovolné x je jediné mozné.

P13 1) db=fcb=fc=Db, 2) ae=abb=bb=e, 3)a, 4) nejsou, 5){a}, {e}, {b, e}, {d}, {¢,d, f}, 6) ano - viz 1.

Z2-A

(pom)oo ={(z,y) | Iz € X : (2,2) €0,(2,y) Epor} ={(z,y) | Fz,ue X : (x,2) € g,(z,u) €7, (u,y) € p},
podobné
po(moo)={(x,y)|Ja€ X :(z,a) € oo, (a,y) €p}={(z,y)|Ja, b€ X : (x,b) € 0,(b,a) €, (a,y) € p}

a rovnost je evidentni. Neutrdlnim prvkem je ”identita” {(z,z) | © € X}. Pro prazdnou a jednoprvkovou
mnozinu je kazda relace symetrické a tudiz jde o grupoid. Pokud obsahuje asponi dva rizné prvky a, b, pak pro
p={(b,b)}, 7 ={(a,d), (b,a)} neni relace p o = {(a,b)} symetrickd. Obecné tedy nejde o grupoid.

Z2-B Asociativita - viz A. Nulovy prvek je ”"prazdnd relace” (). Pokud |X| < 2 je kazd4 relace tranzitivni
a jde tudiz o grupoid. Pokud mnozina X obsahuje asporii tii rtizné prvky a,b,c, pak pro p = {(a,a), (b,0)},
7= {(a,b), (¢, c)} neni relace p O m = {(a,b), (b, )} tranzitivni. Obecné tedy nejde o grupoid.

Z2-C,D Operace jsou asociativni obecné, proto jsou asociativni i na danych mnoZinach O, N. Prvek 0 je
nulovy prvek v O a neutrdlni v /. Neutralni prvek v O a nulovy v A neexistuji. Grupy to nejsou.

C21+4P21 1) Ne, 2) Ano, 3) Ano, 4) Ano, 5) Ano.

P22 Uvédomte si, ze podmnozina S = {z € G | * = x '} m4 sudy pocet prvki.

P23 7 tabulky je vidét, ze neutralni prvek je c.

Z3-A 1) Pokud ab = a pak a = bb = (aa)b = a(ab) = aa = b a pokud ab = b pak a = bb = (aa)b = a(ab) =
ab=b. 2) Z ef = g plyne, Ze neutralni prvek je g a pak se uz snadno doplni tabulka podle zdkonu o kraceni.

Z3-C 1) V grupé je pravé jeden idempotent a to neutralni prvek. Pokud by S byla grupa, pak ¢ je netralni
prvek a vidime, Ze po doplnéni vysledkti nasobeni prvkem c¢ tabulku nelze doplnit dle zékona o kréceni. 2) Vime,
ze ce = e, ff = f, gg — g (idempotenti). Déle eg = e(cf) = (ee)f = ef = g, gf = (ef)f = e(ff) = ef a
multiplikativni tabulku doplnime jednoznacne diky komutativite.

D31 Ukaite, Ze pro libovolny prvek s obsahuje (kone¢na!) mnozina {s* | k € N} pravé jeden idempotent.

P31 Pro libovolnou permutaci f je f2" sud4 permutace pro libovolné n € N. Zadana permutace je tudiz
sou¢inem dvou sudych petrmutaci.

P32 Popsanou vlastnost mé permutace (1,2) o (3,4) o (5,6) a potom 8 cyklu délky 6.

P33 Vyuzijeme faktu, ze kazdou permutaci lze psat jako soucin transpozic. Kazdou z nich lze potom rozepsat
na soudin (i,5) = (1,4)(1, 5)(1,4). Pokud je permutace suda, pak se dle pfedchoziho d4 psat jako soucin sudého
poctu transpozic typu (1,4). Tento souéin rozdélime po dvou a kazdou dvojici vyjadiime takto: (1,¢)(1,5) =
(1,7,4) = (1,2,4)%(1,2,5)(1,2,4).

D32 Ozna¢me ¢ = (1,2)0(1,2,...n) = (2,3,...n). Potom (1,4) = c¢'~2(1,2)c""**! a pouzijeme P33.

D33 1-3) skripta. 4) S4 5) Grupa ma 48 prvki. Jeji popis zkuste pozdéji. (Rozdélte symetrie na pfimé,
tj. ty které lze "fyzicky” provést (rotace, ...) a nepfimé, tj. ty které nelze provést (sfedova soumérnost, ...)
Popiste grupu pfimych symestrii a ukazte, ze kazda nepfima lze uvazovat jako soucin jednoznac¢né uréené primé
symetrie a stfedové soumérnosti.)

D34 Kazdy takovy prvek je suda permutace. Lze ukazat, Ze i naopak kazdou sudou permutaci lze psat v
tomto tvaru. S cykly liché délky neni zadné potiz a cykly sudé délky nejdiive rozlozte na soucin transpozice a
cyklu liché délky.

P45 Pro kazdé ¢islo n délitelné lichym prvoéislem p je ¢(n) délitelné p—1 a tudiz ¢ilsem sudym. Cislo, které
neni délitelné lichym prvoéislem, je tvaru 2¥ pro k > 1 a proto je ¢(n) mocnina &isla 2.

P46 Jsou to ¢isla 19,27, 38, 54.

D41 n =2%3Y, proxz € N, y € Np.

D51 Ukazte, ze zadané ¢islo je délitelné ¢islem 7.
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D52 Kazdé ¢islo z, 0 < & < my -- - --my, zadava k-tici zbytkt (Ci)éC:l po déleni ¢isly m;. Pokud si uvédomime,
ze dvojice riiznych ¢isel x a y davéa riznou k-tici (nebot existuje m; které nedéli ¢islo x — y) dostaneme bijekei
mezi témito &isly a k-ticemi (c;)%_;, kde 0 < ¢; < m;.

D53 D3 mé celkem 6 podgrup: trividlni, 3 dvouprvkové (osovad soumeérnost a identita), 1 t¥iprvkovou (rotace)

a 1 Sestiprvkovou (celé Ds).
Dy ma celkem 10 podgrup: trividlni, 5 dvouprvkovych (4 x osova soumeérnost a identita, stfedova soumeérnost a
identita), 3 t¥iprvkové (rotace, 2 x kolmé osové soumérnosti, stfedovd soumérnost a identita) ) a 1 osmiprvkovou
(celé Dy)—napiste si je téz jako podgrupy Sy.

P61 2) (X) = ({(1,8,5),(2,4)}) = {(1,8,5)% 0 (2,4)" | a = 0,1,2;b = 0,1} (6 prvki)

3) (X) = ({(1,3,5),(2,6,7), (4,8)}) (18 prvka)

4) Pro a = (1,2)(3,4), b = (2,3)(4,5) méme ab = (1,2,4,5,3), tedy (ab)® = id. Podgrupa (X) = {(ab)'a’ | i =
0,1,2,3,4;5 = 0,1}, kde b = (ab)*a, ma 10 prvki. (Lze ji také popsat jako grupu pravidelného pétitihelnika s
vrcholy oznadenymi po fadé 1,2,4,5 a 3.)

S5X) ={fe€As| f(1)=1,f(5) =5, f(8) = 8} podle P33-2). Podgrupa m4 60 prvki.

D61 S, dle D32.

P62 GLy(Zy) mé 6 prvki. 1) dvouprvkova podgrupa, 2) tiiprvkova podgrupa, 3) celd grupa GLs(Zs).
Oznacme G = {A € GL2(Z3) | |A| = [1]3} podgrupu GL2(Z3). Ukazte, ze (Y) = G. Snadno se vidi (Y) C G.
Déle G mé 24 prvki a zbyva tedy ukédzat, ze (Y) mé vice nez 12 prvki.

P63 {k- /2| keZ} v (R, +), resp. {¥2" | k€ Z} v (R*,").

P64 @ + i? = cos ] + isin ] je prvek fadu 8, proto se jednd o osmiprvkovou podgrupu {i? +
Y2 41,41} = {cos T +isin &7 | k € Z}.

D62 V piipadé R* je to pouze {1} a {1,—1}. Pro C* mame pro kazdé piirozené ¢islo n pravé jednu n-
prvkovou podgrupu {cos %T’T + isin %Tﬂ |k eZ}.

P65 a){0,3}, b) 6Z, c) [0]4 U [3]4.

D63 Rozliste nékolik piipadi 1) podgrupa neobsahuje liché ¢islo . . . 2k7Z; 2) obsahuje liché [, ale ne nenulové
sudé . .. {0,1}; 3) obsahuje licha i sud4 a necht k je nejmensi sudé pfirozené, I nejmensi liché ptirozené . . . [0]xU[!].

P71 o hom., @ neni zobr., 8 neni zobr., v izo., § izo., € hom., € zobr. ale neni hom.

P73 (Z,,-) resp. (Z7,-).

D71 Necht ¢ je homomorfismus a ¢([1],,) = [a]x. Potom ¢([z],) = [ax]; a proto musi platit k|an. Podet
homomorfismu je tudiz (n, k).

P74 Je-li f homomorfismus, potom fad prvku f(a) déli ¥4d prvku a. Proto v p¥ipadé, Zze f je izomorfismu
plati i opak a tudiz jsou fady stejné.

D72 Definujte ¢ : Z§ — P(X) takto: p(a) = {i € X | a; = [1]2}, kde a = (a;)}, € Z3.

P82 J(a) = {lalso | [6a]20 = [0]20} = {[0]30, [10]30, [20]30}, J(B) = {[0]20, [5]20, [10]20, [15]20}, J(B o ) =

570
P83 .
1 a
J(f) = 01 allabeZ, ,
0 0 1

D81 Viz. napt. Birkhoff, MacLane: Algebra. Navod: nejdfive ukazte, Ze pokud podgrupa obsahuje né&jakou
permutaci, pak obsahuje i néjaky cyklus délky 3 a vyuzijte prikladu P33.

P84 H ne, N ano.

P85 2 1) celd grupa GLy(Zs). 2) tiiprvkova podgrupa, 3) celd grupa GLo(Zs). G = {A € GLy(Zs) | |A|l =
[1]3} je norméalni podgrupa. 3,4 komutativni grupy, tj. (X)n = (X). 5 a,c) [0]4 U [3]4, b) (X)n = (X).

P87 H =((2,1,4)) = {id, (1,2,4),(1,4,2)}. A4/ ma 4 prvky (4 = 13—2) a to:

H,

(1,2)(3,4)H = {(1,2)(3,4), (2,3,4),(1,3,4)},

(1,3)(2,4)H = {(1,3)(2,4),(1,4,3),(1,2,3)},

(1,4)(2,3)H = {(1,4)(2,3),(1,3,2),(2,4,3)}.

P88 6, rozmyslete si, kdy (m,n) + H = (m,n) + H.

P89 M4-li podgrupa n prvki, pak pravy i levy rozklad ma dvé t¥idy a to H a G\ H. Rozklady jsou tudiz
stejné a podgrupa je normalni.

P91 (R*,-) — vhodné zobrazeni je pfifazeni determinantu.

) (
) (
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P92 Dané dvé matice jsou ve stejné t¥idé rozkladu préavé tehdy, kdyz e = ¢’ a 2 | a — a’. Faktorgrupa je
izomorfni Zy X Zs, nebo jinak o : G — Z* X Zy definujeme

()=

P932.p+q¢=7+47 3. Z; a: G — Z definujeme «(1575%) = p + q.

P94 R; a:C— R, afa+bi)=0b.

P95 Z2 X Z2.

DI1 S3, Zs.

D92 Ukazte, ze pokud grupa obsahuje pouze prvky fadu 2, pak je komutativni a ma potom pocet prvki 2"
pro vhodné n. Pokud v grupé existuje prvek fadu 2p pak je izomorfni Zy, pokud tam neni prvek fadu 2p, pak
je izomorfni .

D93 (SL,(Q), ).

C1011,2,-3,—3,— 1%, .

P102 a = 10; koreny 2,2, -2, —1.

C102 Pro a = —5 dvojnasobny, jinak jednoduchy.

C104 (f,f') = 2% + 22 + 2.

Z11C3,-2,-2,-1 -4 D 3,22 -1 -1

C121 [1]7, [1]7, [5]7, [5]7, [5]7

C122 (z + 2)(2? + = + 4)(2® + 22 + 4)
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