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Motivaéni dvod
°

Chceme abstraktné pracovat s objekty a se situacemi, ve kterych je
moZné rovnice
a-x=b>bt

vzdy jednozna&né ¥esit (tak jako u linedrnich rovnic jsou objekty a
a b jsou dény, zatimco x hledame).

Jde o tzv. teorii grup. V&imnéme si, Ze zatim nic nevime o povaze
objektll, ani co znamena ta “te¢ka” v rovnici.
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e pologrupa (G, ) je mnozina G s asociativni bindrni operaci -

e monoid (G, ) je pologrupa (G, ) s jednotkovym (neutrdlnim)
prvkem?!

'Radgji ne? jednotka pouZivejme jednotkovy prvek — diivod uvidime
pozd&ji. Né&kdy se tomuto prvku rovnéz ¥ika jednicka.
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Poznamka k nejednoznaé&nosti terminologie (multiplikativni vs.
aditivni)
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PFili$ stru¢nd exkurze do univerzalni algebry

Byst#i studenti algebry si brzy poviimnou, Ze se mnohé pojmy a
dikazy opakuji pro riizné situace. Skute¢né& se ukazuje, Ze zakladni
pojmy a tvrzeni je moZné zavést a dokdzat obecné pomoci
univerzalni algebry (p¥ip. je¥t& obecnéji v tzv. teorii kategorif).
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@ P¥irozens &isla (s nulou) Ng = {0,1,2,...}, spolu s
kteroukoliv z operaci s¢itani a nasobeni jsou asociativni a
komutativni pologrupa s jednotkovym prvkem, neexistuji v nf
ale inverzni prvky.




Grupy — homomorfismy a souciny
ocoeo
N/
Priklad

@ P¥irozens &isla (s nulou) Ng = {0,1,2,...}, spolu s
kteroukoliv z operaci s¢itani a nasobeni jsou asociativni a
komutativni pologrupa s jednotkovym prvkem, neexistuji v nf
ale inverzni prvky.

Q CelddislaZ={...,—2,-1,0,1,2,...} tvofi grupoid vici
kterékoliv z operaci s¢itani, od¢itani, ndsobeni. Jsou dokonce
komutativni grupou vzhledem ke s&itani, jsou vsak jen
komutativni pologrupou vii&i ndsobeni (neexistuji inverze k
prvkim a # +1). Operace od&itani neni ani asociativni (nap¥.
(5—-3)—2=0%#5—(3—2)=4). Vsimnéte si také, Ze pro
odeditani je nula pravy neutrdlni prvek, ne viak levy. Dokonce
v tomto pFipadé& levy neutrdlni prvek neexistuje.
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© Racionalni &isla Q jsou komutativni grupou vzhledem ke
s¢itdni (celd &isla spolu se séitanim jsou jejich podgrupou) a
nenulova racionalnf &isla jsou grupou viiéi ndsobeni.
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P¥iklad (pokra&ovani)

© Pro k € N, mnozina v8ech k-tych odmocnin z jednicky, tj.
mno¥ina {z € C; zK =1} je kone&na grupa viiti nasobenf
komplexnich &isel. Nap¥. pro k = 2 dostaneme grupu {—1,1}
se dv&ma prvky, které jsou oba samy sobé inverzi, zatimco pro
k = 4 dostavdme grupu G = {1,i,—1,—i}.
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@ V obou ptedchozich p¥ikladech, podmnoZina invertibilnich
objektd uvazované (multiplikativni) pologrupy tvofi grupu.
V pFipad& matic jde o tzv. grupu invertibilnich (tj.
regularnich) matic, ve druhém o grupu linedrnich transformaci
vektorového prostoru (tj. invertibilnich linedrnich zobrazeni).
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Grupy permutaci

Zpravidla grupy a pologrupy potkdvame jako mnoZiny zobrazeni na
pevné dané mnoZiné M, které jsou uzav¥eny vici skladani
zobrazeni. Casto si ale tuto skute€nost p¥imo neuvédomujeme.

Na kaZdé kone&né mnoZin& M, s m = |[M| € N prvky mame k
dispozici m™ moznych definic zobrazeni (kazdy z m prvki miZeme
zobrazit na kterykoliv v M) a v8echna takova zobrazeni umime
skladat.
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dispozici m™ moznych definic zobrazeni (kazdy z m prvki miZeme
zobrazit na kterykoliv v M) a v8echna takova zobrazeni umime
skladat.

Pokud chceme, aby existovala k zobrazeni o : M — M jeho inverze
a~!, musi byt « bijekci. SloZenim dvou bijekci vznikne opét bijekce
a proto podmnoZina ¥, viech bijekci na mnoZiné M o m prvcich
je grupa. Rikdme ji grupa permutaci na m prvcich.
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Ndazev grupa permutaci pfitom uvadi jinou souvislost, kdy misto
bijekci na kone¢né mnoZiné vnimdme permutace jako pferovnani
rozlisitelnych prvki. Potkdvali jsme se s ni nap¥. pFi studiu
determinant(.
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Ndazev grupa permutaci pfitom uvadi jinou souvislost, kdy misto
bijekci na kone¢né mnoZiné vnimdme permutace jako pferovnani
rozlisitelnych prvki. Potkdvali jsme se s ni nap¥. pFi studiu
determinant(.

V grup& permutaci X3 na &islech {1,2,3} si tfeba ozna&ime
jednotliva poradi

a=(1,2,3), b=(2,3,1), c=(3,1,2),
d=(1,3,2), e=(3,2,1), f=(2,1,3).

Skladani nasich permutaci je pak zaddno tabulkou

a b ¢ d e f
ala b ¢ d e f
b|b ¢ a f d e
clc a b e f d
d|ld e f a b c
ele f d ¢ a b
f|f d e b c a
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Vsimnéme si podstatného rozdilu mezi permutacemi a, ba c a
dalSimi tfemi. Ty prvni tfi tvofi tzv. cyklus generovany prvkem b
nebo prvkem c:

b>=c b>=a c?>=b, =2

a samy o sobé jsou tyto tfi prvky komutativni podgrupou. V ni a je
jednotka, a b s ¢ jsou vzajemné inverzni. Je tedy tato podgrupa
stejnd jako je grupa Zs zbytkovych tfid celych ¢isel modulo 3, resp.
jako grupa tfetich odmocnin z jedni¢ky z jednoho z p¥edchozich
prikladii.
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a samy o sobé jsou tyto tfi prvky komutativni podgrupou. V ni a je
jednotka, a b s ¢ jsou vzajemné inverzni. Je tedy tato podgrupa
stejnd jako je grupa Zs zbytkovych tfid celych ¢isel modulo 3, resp.
jako grupa tfetich odmocnin z jedni¢ky z jednoho z p¥edchozich
prikladii.

Dalsi t¥i prvky jsou samy sobé inverzi a kaZdy z nich je tedy
spoletn& s jednotkou a podgrupou stejnou jako je Zy. Rikdme, %e b
a c jsou prvky ¥adu 3, zatimco prvky d, e a f jsou ¥adu 2.
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Obdobné se chovaji viechny grupy permutaci X ,.

Kazda permutace o rozkladd mnoZinu M na disjunktni sjednoceni
maximalnich invariantnich podmnozin M,, které dostaneme tak, Ze
postupné vybirdme dosud nezpracované prvky x € M a do t¥idy
rozkladu M, p¥idavame viechny akce iteraci o%(x), k =1,2,...,
dokud neni o¥(x) = x.
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vné M, a tak jako o na M,.
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Kazda permutace o rozkladd mnoZinu M na disjunktni sjednoceni
maximalnich invariantnich podmnozin M,, které dostaneme tak, Ze
postupné vybirdme dosud nezpracované prvky x € M a do t¥idy
rozkladu M, p¥idavame viechny akce iteraci o%(x), k =1,2,...,
dokud neni o¥(x) = x.

Kazdou permutaci tak dostdvame jako sloZeni jednodussich
permutaci, tzv. cykld, které se chovaji jako identickd permutace
vné M, a tak jako o na M,.

Pokud p¥itom otislujeme prvky v M, jako potadi (1,2,...,|M]|)
tak aby i odpovidalo ¢/(x), pak je na%e permutace prostym
posunutim o jednu pozici v cyklu (tj. posledni prvek je zobrazen
zpatky na prvni). Odtud ndzev cyklus. Zjevn& p¥itom tyto cykly
komutuji, takze je jedno, v jakém pofadi z nich permutaci o
slozime.
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Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o.
Dvouprvkové (x,o(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.
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Dvouprvkové (x,o(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.

Kazdy cyklus zjevné miZeme poskladat z permutaci sousednich
prvki (nechdme probublat prvni prvek nakonec) = kaZdou
permutaci napsat jako sloZeni transpozic sousednich prvki.

To, jestli potfebujeme sudy nebo lichy polet permutaci, je na
nasich volbdch nezavislé.
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Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o.
Dvouprvkové (x,o(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.

Kazdy cyklus zjevné miZeme poskladat z permutaci sousednich
prvki (nechdme probublat prvni prvek nakonec) = kaZdou
permutaci napsat jako sloZeni transpozic sousednich prvki.

To, jestli potfebujeme sudy nebo lichy polet permutaci, je na
nasich volbdch nezavislé.

M3ame proto dobfe definovdno zobrazeni sgn : ¥, — Zp = {£1},
tzv. paritu permutace. Dokazali jsme si znovu tvrzeni, kterd jsme
jiz vyuzivali p¥i studiu determinant(:
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KaZda permutace kone¢né mnoZiny je sloZenim cykli. Cyklus délky
{ Ize vyjadFit jako sloZeni ¥ — 1 transpozic. Parita cyklu délky ¢ je
(—1)¢1. Parita sloZeni permutacf je sou&inem parit jednotlivych z
nich, tzn. Ze zobrazeni sgn pFevadi sloZeni permutaci o o T na
soudcin sgn o - sgn T v komutativni grupé Zs.
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®00000

UvaZme ohrani¢eny rovinny obrazec, nap¥. rovnostranny
trojihelnik. Ptame se, jak moc jsou symetrické?

Tzn. vi&i kterym trasformacim (zachovévajicim velikost) jsou
invariantni? Vechny symetrie pevn& zvoleného (tvaru budou vidy
tvofit grupu (v&tsinou pouze s jedinym prvkem, identickym
zobrazenim).
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Grupy symetrii
0®0000

symetrie rovnostranného trojuhelniku

Symetrii nachazime né&kolik: miZeme rotovat o 7/3 nebo mizeme
zrcadlit vici osam stran.

Abychom dostali celou grupu, musime pfidat vSechna slozenfi
takovychto transformaci.

Vime z d¥ivéjska, Ze slozeni dvou zrcadleni je vzdy otolenim.
SloZeni takovych zrcadleni v opa&ném pot¥adi da otoleni o stejny
thel, ale s opaénou orientaci. V nasem pf¥ipadé tedy zrcadleni
kolem dvou riiznych os vygeneruji postupnou opakovanou aplikaci
v8echny symetrie, ktery bude dohromady Sest.



Grupy symetrii
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Jestlize si umistime trojihelnik v soufadnicich jako na obrazku,
bude nasSich Sest transformaci zaddano maticemi

10 _1 V3 _1 _\V3
a—= b: 2 2 Cc = 2 2
0 1)’ _V3 1) V3 1
2 2 2 2
1 0 1 V3 1 V3
d= e= 2 2 F=1 2 2
0o 1)’ V3 17 v3i 1)
2 2 2

Sestavenim tabulky pro ndsobeni, tak jak jsme ji udé&lali pro grupu
permutaci >3 obdrzime pravé stejny vysledek.
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Dihedralni grupy

Obdobné& umime nachazet grupy symetrii s k rlznymi rotacemi a k
zrcadlenimi. Sta&i si k tomu vzit pravidelny k-uhelnik. Takové
grupy symetrii se ¢asto oznaluji jako grupy D,y a Fika se jim
dihedralni grupy ¥adu 2k (n&kdy téz nap¥ D(k)).



Grupy symetrii
00000

Dihedralni grupy

Obdobné& umime nachazet grupy symetrii s k rlznymi rotacemi a k
zrcadlenimi. Sta&i si k tomu vzit pravidelny k-uhelnik. Takové
grupy symetrii se ¢asto oznaluji jako grupy D,y a Fika se jim
dihedralni grupy ¥adu 2k (n&kdy téz nap¥ D(k)).

Tyto grupy jsou nekomutativni pro vSechny k > 3.



Grupy symetrii
0000e0

Cyklické grupy

Stejn& tak lIze snadno najit obrazce, které maji pouze rota&ni
symetrie a jde tedy o komutativni grupy, které se v chemii zna&i
jako Cy. Rikdme jim cyklické grupy ¥adu k. K tomu postadi nap¥
uvazovat pravidelny mnohothelnik, u kterého nesymetricky ale

pofad stejné pozménime chovani hran.



Grupy symetrii
oooo0e

Klasifikace symetrii

Necht je M ohrani¢end mnoZina v roving R?. Pak grupa jejich
symetrif je bud' trividlni nebo jedna z grup Cy, Doy, s k > 1.
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Podpologrupy a podgrupy

Je-li (A,-) grupa (p¥ipadn& pologrupa), pak jeji podmnozinu

B C A, kterd je uzavfena vidi zlzeni operace - a zdrovefli je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, ).
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Podpologrupy a podgrupy

Definice

Je-li (A,-) grupa (p¥ipadn& pologrupa), pak jeji podmnozinu

B C A, ktera je uzavfena vidi ziZeni operace - a zaroveri je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, ).

Definice

Zobrazeni f : (G,-) — (H, o) mezi dv&mi grupami (G,-) a (H,o)
se nazyva homomorfismus grup, jestlize respektuje ndsobeni, tj.
pro v8echny prvky a, b € G plati

| A

f(a- b) = £(a) o f(b).

Povsimnéme si, Ze ndsobeni vlevo je uvnitf grupy G pfedtim, nez
zobrazujeme, zatimco vpravo jde o ndsobeni v H poté, co
zobrazujeme.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismii:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

Q obraz jednotky eg € G je jednotka v H
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Podgrupy a homomorfismy

P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismii:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

Q obraz jednotky eg € G je jednotka v H

@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~!.
@ obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.

Q vzorem f~1(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.

@ je-li f zarover bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~1 je
homomorfismus.

Q f je injektivni zobrazeni pravé tehdy, kdyZ f~*(ey) = {ec}.




Podgrupy a homomorfismy

Definice

Podgrupa, kterd je vzorem jednotkového prvku e € H (tj. f~1(e))
se nazyva jadro homomorfismu f a znacime ji ker f. Bijektivni

homomorfismus grup G a H nazyvdme izomorfismus (a znatime
G = H).

Poznamka

Podobné jako v teorii grafii jsou i v algebfe izomorfni objekty
nerozlisitelné.




Podgrupy a homomorfismy

Definice

Podgrupa, kterd je vzorem jednotkového prvku e € H (tj. f~1(e))
se nazyva jadro homomorfismu f a znacime ji ker f. Bijektivni

homomorfismus grup G a H nazyvdme izomorfismus (a znatime
G = H).

Poznamka

Podobné jako v teorii grafii jsou i v algebfe izomorfni objekty
nerozlisitelné.

Z predchozich tvrzeni okamZzité vyplyva, Ze homomorfismus
f: G — H s trividlnim jddrem je izomorfismem G na obraz (G).



Podgrupy a homomorfismy

P¥iklad

(1) Pro kazdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazeni
sgn : (X,,0) — (Zy,+) pf¥ifazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Zz,+) . Jadrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou.
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(2) Grupa symetrii rovnostranného trojdhelnika Dg je izomorfni

s grupou permutaci X3. Sta&i zvolit realizaci X3 tak, Ze za
mnozinu t¥ prvkl pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a
jednotlivym symetriim pFfitadime permutace téchto vrcholl, které
vyvolaji.




Podgrupy a homomorfismy

P¥iklad

(1) Pro kazdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazeni
sgn : (X,,0) — (Zy,+) pf¥ifazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Zz,+) . Jadrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou.

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojdhelnika Dg je izomorfni

s grupou permutaci X3. Sta&i zvolit realizaci X3 tak, Ze za
mnozinu t¥ prvkl pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a
jednotlivym symetriim pFfitadime permutace téchto vrcholl, které
vyvolaji.

(3) Zobrazeni exp : R — R4 (nebo C — C\ 0), je homomorfismus
aditivni grupy redlnych nebo komplexnich &isel na multiplikativni
grupu kladnych redlnych &isel, resp. na multiplikativni grupu vsech
nenulovych komplexnich &isel. V p¥ipadé& redlnych Cisel jde o
izomorfismus (co je jeho inverzi?). Pro komplexni &isla dostavdme
netrividlni jadro {2kwi; k € Z}.




Podgrupy a homomorfismy

Priklad

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skaldrd
z K pfifazuje n&jaky skaldr z K (pracovali jsme s K =7Z,Q, R, C).
Cauchyova vé&ta o determinantu soudinu ¢tvercovych matic
det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ {0}
multiplikativnim homomorfismem grup.
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P¥iklad

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skaldrd
z K pfifazuje n&jaky skaldr z K (pracovali jsme s K =7Z,Q, R, C).
Cauchyova vé&ta o determinantu soudinu ¢tvercovych matic
det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ {0}
multiplikativnim homomorfismem grup.

(5) Grupy zbytkovych t¥id (Zg, +) jsou izomorfni grupdm
komplexnich k—tych odmocnin z jedni¢ky, coZ jsou zaroven
izomorfni obrazy koneénych grup otodeni v roviné o celé nasobky
thlu 2.

(6) Multiplikativni grupa invertibilnich zbytkovych tfid (Z, ) je
izomorfni aditivni grup& (Z,—1,+) (plyne z cykli¢nosti grupy —
pozd&ji snad dokdzeme).
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