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Věta (de Moivre-Laplaceova)

Pro náhodné veličiny Xn s rozděleńım Bi(n, p) plat́ı

lim
n→∞

P

[
a <

Xn − np√
np(1− p)

< b

]
= Φ(b)− Φ(a),

kde Φ je distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı.

Př́ıklad

Hod́ıme kostkou celkem 12 000 krát. Určete pravděpodobnost toho,
že počet hozených šestek je mezi 1 800 a 2 100.

Řešeńı

Přesná pravděpodobnost je dána výrazem∑2100
k=1800

(12000
k

)
( 1

6 )k( 5
6 )12000−k , což je obt́ıžně vyč́ıslitelné.
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Řešeńı (pokr.)

Využijeme tvrzeńı Moivre-Laplaceovy věty, p̌repsaného do tvaru

P [A < Xn < B]−

(
Φ

(
B − np√
np(1− p)

)
− Φ

(
A− np√
np(1− p)

))
→ 0

pro n→ 0.

Volbou p = 1/6,A = 1800,B = 2100, n = 12000 dostáváme odhad

P ≈ Φ

 2100− 2000√
12000 · 1

6
5
6

− Φ

 1800− 2000√
12000 · 1

6
5
6

 =

= Φ(
√

6)− Φ(−2
√

6) ≈ 0,992.

Poznámka

Statistické tabulky – viz nap̌r. zde v ISu nebo sb́ırka p̌ŕıkladů
[BMO].

https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2011/MB104/um/StatTab.pdf
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Moivre-Laplaceova věta – opakováńı

Př́ıklad

Nezávisle opakujeme pokus s výsledky 1 a 0, které maj́ı neznámé
pravděpodobnosti p a 1− p. Parametr p chceme odhadnout
pomoćı relativńıch četnost́ı Xn/n (Xn je počet jedniček p̌ri n
pokusech). V́ıme, že je Xn ∼ Bi(n, p), proto nám
Moivre-Laplaceova věta umožńı určit počet pokus̊u n poťrebný
k zajǐstěńı požadované p̌resnosti odhadu δ se spolehlivost́ı 1− β.

Řešeńı

Využijeme Moivre-Laplaceovu větu zapsanou ve tvaru

0 = lim
n→∞

∣∣∣∣P [∣∣∣∣Xn

n
− p

∣∣∣∣ < δ

]
−(

Φ

(
nδ√

np(1− p)

)
− Φ

(
− nδ√

np(1− p)

))∣∣∣∣
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Řešeńı

Hledáme nejmenš́ı n, splňuj́ıćı nerovnost
P[|Xn/n − p| < δ] ≥ 1− β, kterou můžeme podle věty
aproximovat nerovnost́ı

Φ

(
nδ√

np(1− p)

)
− Φ

(
− nδ√

np(1− p)

)
=

= 2Φ

(
nδ√

np(1− p)

)
− 1 ≥ 1− β.

Ta je ekvivalentńı s podḿınkou nδ/
√

np(1− p) ≥ z(β/2), kde
z(p) je řešeńı rovnice Φ(z(p)) = 1− p (tzv. kritická hodnota
normovaného normálńıho rozděleńı nebo 1− p-tý kvantil). Pro
δ = 0,05 a 1− β = 0,9 máme z tabulek z(β/2) ≈ 1,645 a
s využit́ım snadného odhadu p(1− p) ≤ 1/4 dostáváme
n ≥ (z(β/2)/2δ)2 ≈ 270,6.
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z(p) je řešeńı rovnice Φ(z(p)) = 1− p (tzv. kritická hodnota
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Transformace normálně rozložené veličiny

Zkusme nyńı afinně transformovat veličinu Z s normálńım
rozděleńım N(0, 1). Pro pevně zvolená č́ısla µ, σ ∈ R, σ > 0
spočtěme rozděleńı náhodné veličiny X = µ+ σZ .

Dostáváme
distribučńı funkci

FX (x) = P(X < x) = P(µ+ σZ < x)

= FZ (
x − µ
σ

) =

∫ x−µ
σ

−∞

1√
2π

e−t
2/2 dt

=

∫ x

−∞

1√
2πσ

e−
(s−µ)2

2σ2 ds,

kde posledńı úprava vycháźı ze substituce s = µ+ σt. Hustota naš́ı
nové náhodné veličiny X je proto

fX (x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

a takovému rozděleńı se ř́ıká normálńı typu N(µ, σ).
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Sťredńı hodnota

Při statistickém zkoumáńı hodnot náhodných veličin (nap̌r.
zpracováńı výsledk̊u nějakého mě̌reńı) hledáme výpovědi o náhodné
veličině pomoćı r̊uzných z ńı odvozených č́ısel.
Jako nejjednoduš̌śı p̌ŕıklad může sloužit sťredńı hodnota1 E (X )
náhodné veličiny X , která je definována

E (X ) =

{∑
i xi · fX (xi ) pro diskrétńı veličinu∫∞
−∞ x · fX (x) dx pro spojitou veličinu.

Obecně sťredńı hodnota náhodných veličin nemuśı existovat,
protože p̌ŕıslušné sumy či integrály nemuśı konvergovat.

1Často se ḿısto E(X ) ṕı̌se EX .
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Sťredńı hodnota transformované náhodné veličiny

Sťredńı hodnotu můžeme p̌ŕımo vyjáďrit také pro funkce Y = ψ(X )
náhodné veličiny X . V diskrétńım p̌ŕıpadě můžeme p̌ŕımo spoč́ıst

E (Y ) =
∑
j

yjP(Y = yj)

=
∑
j

yj
∑

ψ(xi )=yj

P(X = xi )

=
∑
i

ψ(xi )P(X = xi ) =
∑
i

ψ(xi )fX (xi ).

Je tedy E (ψ(X )) p̌ŕımo spoč́ıtatelná pomoćı pravděpodobnostńı
funkce fX .

Podobně vyjaďrujeme sťredńı hodnotu funkce ze spojité náhodné
veličiny:

E (ψ(X )) =

∫ ∞
−∞

ψ(x)fX (x) dx ,

pokud tento integrál absolutně konverguje.
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Př́ıklad

Spočtěme sťredńı hodnotu binomického rozděleńı.

Řešeńı

Pro X ∼ Bi(n, p) je

E (X ) =
n∑

k=0

k ·
(

n

k

)
pk(1− p)n−k =

= np
n∑

k=1

(n − 1)!

(n − k)!(k − 1)!
pk−1(1− p)n−k =

= np
n−1∑
j=0

(n − 1)!

(n − 1− j)!j!
pj(1− p)n−1−j =

= np(p + (1− p))n−1 = np.
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Řešeńı
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Základńı vlastnosti sťredńı hodnoty

Věta

Necht’ a, b ∈ R a X ,Y jsou náhodné veličina s existuj́ıćı sťredńı
hodnotou. Pak

E (a) = a,

E (a + bX ) = a + bE (X ),

E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ),

jsou-li X a Y nezávislé, pak E (XY ) = E (X ) · E (Y ).

Důkazy těchto tvrzeńı jsou p̌ŕımočaré, zkuste si je udělat!
Analogická tvrzeńı plat́ı i pro náhodné vektory.
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hodnotou. Pak

E (a) = a,

E (a + bX ) = a + bE (X ),

E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ),
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Věta
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Transformace náhodných veličin Č́ıselné charakteristiky náhodných veličin

Př́ıklad

Spočtěme ještě jednou sťredńı hodnotu binomického rozděleńı,
tentokrát s využit́ım vlastnost́ı sťredńı hodnoty.

Řešeńı

Vyjáďŕıme počet zdar̊u v n pokusech jako počet zdar̊u v
jednotlivých pokusech

X =
n∑

k=1

Yi ,

p̌ričemž náhodné veličiny Yk maj́ı všechny alternativńı rozděleńı
A(p). Snadno spoč́ıtáme E (Yk) = 1 · p + 0 · (1− p) = p. Dále v́ıme,
že sťredńı hodnota součtu je součtem sťredńıch hodnot, proto

E (X ) =
n∑

k=1

E (Yk) = np.
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Řešeńı
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Transformace náhodných veličin Č́ıselné charakteristiky náhodných veličin

Kvantily

Daľśımi užitečnými charakteristikami jsou tzv. kvantily. Pro ryze
monotónńı distribučńı funkci FX (tj. spojitou náhodnou veličinu X
s všude nenulovou hustotou, jako je tomu nap̌r. u normálńıho
rozděleńı) jde prostě o inverzńı funkci F−1

X : (0, 1)→ R. To
znamená, že hodnota y = F−1(α) je taková, že P(X < y) = α.
Obecněji, je-li FX (x) distribučńı funkce náhodné veličiny X , pak
definujeme kvantilovou funkci2

F−1(α) = inf{x ∈ R; F (x) ≥ α}, α ∈ (0, 1).

Zřejmě jde o zobecněńı p̌redchoźı definice.

Nejčastěji jsou použ́ıvané kvantily s α = 0.5, tzv. medián,
s α = 0.25, tzv. prvńı kvartil, α = 0.75, tzv. ťret́ı kvartil, a
podobně pro decily a percentily (kdy je α rovno násobk̊um desetin
a setin). K těmto hodnotám se vrát́ıme v popisné statistice později.

2Uvědomte si, že jsme se již s kvantily setkali, jen jsme j́ım tak zat́ım
něŕıkali.
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Rozptyl a směrodatná odchylka

Tyto č́ıselné charakteristiky rozděleńı náhodné veličiny nepopisuj́ı
nějakou sťredńı či typickou hodnotu (jako sťredńı hodnota či
medián), ale ḿıru

”
koĺısáńı“ náhodné veličiny kolem sťredńı

hodnoty.

Rozptylem (varianćı) náhodné veličiny X , která má konečnou
sťredńı hodnotu, nazýváme č́ıslo

D(X ) = var X = E ([X − E (X )]2),

odmocnina z rozptylu
√

D(x) se pak nazývá směrodatná
odchylka.
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”
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Základńı vlastnosti rozptylu

Věta

Pro náhodnou veličinu X a reálná č́ısla a, b plat́ı:

1 D(X ) = E (X 2)− E (X )2,

2 D(a + bX ) = b2D(X ),

3

√
D(a + bX ) = |b|

√
D(X ).

Důkaz.

Důkaz je p̌ŕımočarý. Poznamenejme, že tvrzeńı 1 se často použ́ıvá
k výpočt̊um D(X ).
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Kovariance

O závislosti dvou náhodných veličin do jisté ḿıry vypov́ıdá tzv.
kovariance, definovaná p̌redpisem

C (X ,Y ) = cov(X ,Y ) = E ([X − E (X )][Y − E (Y )]).

Veličinám X ,Y , pro něž je C (X ,Y ) = 0, ř́ıkáme nekorelované .

Věta

Pro náhodné veličiny s existuj́ıćımi rozptyly plat́ı:

1 (X ,Y ) = C (Y ,X ),

2 C (X ,X ) = D(X ),

3 C (X ,Y ) = E (XY )− E (X )E (Y ),

4 C (a + bX , c + dY ) = bd · C (X ,Y ),

5 D(X + Y ) = D(X ) + D(Y ) + 2C (X ,Y ), speciálně, jsou-li
X ,Y nezávislé, je D(X + Y ) = D(X ) + D(Y ), tj.
C (X ,Y ) = 0 a X ,Y jsou nekorelované.
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C (X ,Y ) = cov(X ,Y ) = E ([X − E (X )][Y − E (Y )]).
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kovariance, definovaná p̌redpisem
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kovariance, definovaná p̌redpisem
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Koeficient korelace

Koeficient korelace je jen speciálńı název pro kovarianci dvou
normovaných náhodných veličin:

R(X ,Y ) = ρX ,Y = C

(
X − E (X )√

D(X )
,

Y − E (Y )√
D(Y )

)
.

Věta

1 R(X ,X ) = 1,

2 R(a + bX , c + dY ) = sgn(bd)R(X ,Y ),

3 jsou-li X ,Y nezávislé, je R(X ,Y ) = 0,

4 (Cauchyova nerovnost) |R(X ,Y )| ≤ 1.
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normovaných náhodných veličin:

R(X ,Y ) = ρX ,Y = C

(
X − E (X )√

D(X )
,

Y − E (Y )√
D(Y )

)
.

Věta
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Př́ıklad

Spočtěme rozptyl binomického rozděleńı.

Řešeńı

Stejně jako ďŕıve lze psát X =
∑n

k=1 Yk , kde Y1, . . . ,Yn jsou
nezávislé náhodné veličiny vyjaďruj́ıćı úspěch v k-tém pokusu.
Snadno vypočteme E (Y 2

k ) = 12 · p + 02 · (1− p) = p, proto
D(Yk) = E (Y 2

k )− E (Yk)2 = p − p2 = p(1− p). Protože pro
nezávislé Yk plat́ı D(

∑
Yk) =

∑
D(Yk), je D(X ) = np(1− p).
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Spočtěme rozptyl binomického rozděleńı.
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nezávislé Yk plat́ı D(

∑
Yk) =

∑
D(Yk), je D(X ) = np(1− p).
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Normovaná náhodná veličina a limitńı věty

Všimněme si, že výraz Xn−np√
np(1−p)

vystupuj́ıćı v Moivre-Laplaceově

větě je totéž, co Xn−E(Xn)√
D(x)

a jde tedy o tzv. normovanou

náhodnou veličinu (tj. veličinu lineárně transformovanou tak, aby
měla sťredńı hodnotu 0 a rozptyl 1). Moivre-Laplaceova věta pak
ř́ıká, že pro n→∞ se rozložeńı této náhodné veličiny bĺıž́ı
normovanému normálńımu rozděleńı N(0, 1).

Jde o speciálńı p̌ŕıpad limitńıch vět, ukazuj́ıćıch, že za určitých
podḿınek plat́ı

”
zákony velkých č́ısel“, kdy se obdobným

způsobem transformované náhodné veličiny chovaj́ı jako normálńı
rozděleńı (podrobněji p̌ŕı̌stě).
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Všimněme si, že výraz Xn−np√
np(1−p)

vystupuj́ıćı v Moivre-Laplaceově

větě je totéž, co Xn−E(Xn)√
D(x)

a jde tedy o tzv. normovanou

náhodnou veličinu (tj. veličinu lineárně transformovanou tak, aby
měla sťredńı hodnotu 0 a rozptyl 1). Moivre-Laplaceova věta pak
ř́ıká, že pro n→∞ se rozložeńı této náhodné veličiny bĺıž́ı
normovanému normálńımu rozděleńı N(0, 1).
Jde o speciálńı p̌ŕıpad limitńıch vět, ukazuj́ıćıch, že za určitých
podḿınek plat́ı

”
zákony velkých č́ısel“, kdy se obdobným

způsobem transformované náhodné veličiny chovaj́ı jako normálńı
rozděleńı (podrobněji p̌ŕı̌stě).
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Daľśı momenty

Někdy je užitečné studovat řadu daľśıch charakteristik rozděleńı
náhodných veličin. Za rozumných p̌redpokladů jsou definovány
k-té obecné momenty

µ′k = E (X k)

a k-té centrálńı momenty

µk = E ([X − E (X )]k).

Pomoćı moment̊u pak definujeme nap̌r. šikmost (asymetrii)
náhodné veličiny X jako

µ3√
D(x)

3

nebo špičatost (exces) jako

µ4

D(x)2
− 3.
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Kladná šikmost distribuce (v́ıce vysokých kladných hodnot než
odpov́ıdá normálńımu rozděleńı s nulovou šikmost́ı).
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Momentová vytvǒruj́ıćı funkce

Definice

Reálnou funkci proměnné t ∈ R MX (t) = E (etX ) nazveme
momentovou vytvǒruj́ıćı funkćı náhodné veličiny X .

Poznámka

Je-li X nap̌r. spojitá, plat́ı

MX (t) =

∫ ∞
−∞

etx f (x) dx =

=

∫ ∞
−∞

(1 + tx +
t2x2

2!
+ · · · )f (x) dx =

= 1 + tµ′1 +
t2µ′2

2!
+ · · ·

a jde vlastně o exponenciálńı vytvǒruj́ıćı funkci posloupnosti k-tých
obecných moment̊u µ′k .
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Věta

Pro momentovou vytvǒruj́ıćı funkci plat́ı:

µ′k = dk

dtk
MX (t) |t=0.

Plat́ı-li MX (t) = MY (t) pro všechna t ∈ 〈−b, b〉, maj́ı
náhodné veličiny stejné rozděleńı, tj. FX (x) = FY (x).

Ma+bX (t) = eatMX (bt).

Jsou-li X ,Y nezávislé, je MX+Y (t) = MX (t)MY (t).
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Př́ıklad

Určete momentovou vytvǒruj́ıćı funkci binomického rozděleńı.

Řešeńı

M(t) = E (etX ) =
n∑

k=0

etk
(

n

k

)
pk(1− p)n−k =

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(pet)k(1− p)n−k =

= (pet + (1− p))n = (p(et − 1) + 1)n.

Snáze jsme mohli funkci určit s využit́ım p̌redchoźıch vět a
momentové vytvǒruj́ıćı funkce alternativńıho rozděleńı, nebot’ pro
Y ∼ A(p) je E (etY ) = et·1 · p + et·0(1− p) = p(et − 1) + 1.
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Řešeńı

M(t) = E (etX ) =
n∑

k=0

etk
(

n

k

)
pk(1− p)n−k =

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(pet)k(1− p)n−k =

= (pet + (1− p))n = (p(et − 1) + 1)n.
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Př́ıklad

Naposled spočtěme sťredńı hodnotu a rozptyl binomického
rozděleńı, tentokrát s využit́ım vytvǒruj́ıćı funkce.

Řešeńı

M(t) = (p(et − 1) + 1)n, proto je

d

dt
M(t) = n(p(et − 1) + 1)n−1etp,

což pro t = 0 dá E (X ) = µ′1 = np.
Podobně spoč́ıtáme i D(x) = µ′2 − (µ′1)2.
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Řešeńı
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Momenty normálńıho rozděleńı

Př́ımý výpočet sťredńı hodnoty a rozptylu normovaného normálńıho
rozděleńı neńı triviálńı. S využit́ım momentové vytvǒruj́ıćı funkce je
ale poměrně jednoduchý.

Necht’ Z ∼ N(0, 1). Pak

MZ (t) =

∫ ∞
−∞

etz
1√
2π

exp
(
−z2

2

)
dz =

=

∫ ∞
−∞

1√
2π

exp
(
−z2 − 2tz + t2 − t2

2

)
dz =

= exp
( t2

2

)∫ ∞
−∞

1√
2π

exp
(
−(z − t)2

2

)
dz = exp

( t2

2

)
.

Posledńı integrál je roven 1 d́ıky tomu, že na ḿıstě integrované
funkce je funkce s vlastnostmi hustoty.
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Sťredńı hodnota a rozptyl normálńıho rozděleńı

S využit́ım p̌redchoźıho výpočtu MZ (t) = exp
(
t2

2

)
snadno

spoč́ıtáme, že

M ′Z (t) = t exp
( t2

2

)
,

M ′′Z (t) = t2 exp
( t2

2

)
+ exp

( t2

2

)
.

Dosazeńım t = 0 pak dostaneme

E (Z ) = 0,D(Z ) = 1.

Pro transformovanou náhodnou veličinu Y = µ+ σZ ∼ N(µ, σ2)
pak snadno odvod́ıme z vlastnost́ı sťredńı hodnoty, resp. rozptylu,
že E (Y ) = µ,D(Y ) = σ2 (což zpětně zdůvodňuje zápis N(µ, σ2)).

Momentová vytvǒruj́ıćı funkce má tvar MY (t) = exp
(
µt + σ2 t2

2

)
.
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Př́ıklad

Určete rozděleńı součtu nezávislých náhodných veličin
X ∼ N(µX , σ

2
X ), Y ∼ N(µY , σ

2
Y ).

Řešeńı

Z vlastnost́ı momentové vytvǒruj́ıćı funkce dostáváme

MX+Y (t) = exp
(
µX t + σ2

X

t2

2

)
exp
(
µY t + σ2

Y

t2

2

)
=

= exp
(
(µX + µY )t + (σ2

X + σ2
Y )

t2

2

)
.

Proto X + Y ∼ N(µX + µY , σ
2
X + σ2

Y ).
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