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Opakovani minulé prednasky

e grupoid (G, ) je mnoZina G s bindrni operaci -

@ pologrupa (G, ) je mnozina G s asociativni binarni operaci -

e monoid (G, ) je pologrupa (G, ) s jednotkovym (neutralnim)
prvkem!?

e grupa (G, ) je monoid, ve kterém ma kazdy prvek inverzi

e komutativni grupa (grupoid, pologrupa, monoid apod.),vje
takovd grupa (grupoid, ...), Ze operace - je komutativni. Casto
se v pfipadé komutativnich grup setkdte rovnéz s pojmem
abelovska grupa.

'Radgji ne? jednotka pouZivejme jednotkovy prvek — diivod uvidime

pozd&ji. Nékdy se tomuto prvku rovnéz ¥ika jednicka.
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Permutace — opakovani

e MnoZina bijekci na mnozin& M (kone¢né nebo nekone¢né)
tvoFi spolu s operaci skladani zobrazeni grupu, tzv. grupu
permutaci.

o Je-li M koneéna n prvkova mnoZina, pak tuto grupu znacime
obvykle S, nebo X, a plati |X,| = n!.

@ KaZdou permutaci Ize zapsat jako soucin nezévislych cykll a
jako sou&in (obecné& nikoliv nezdvislych) transpozic (cykly
délky 2).

o Kazda permutace ma jednoznalné pfitazenou sudou nebo
lichou paritu (podle pottu transpozic na n&Z se rozkldda nebo
téZ podle poctu tzv. inverzi).
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Rozklad na nezavislé cykly

Kazda permutace o rozkladd mnoZinu M na disjunktni sjednoceni
maximalnich invariantnich podmnoZin M,, které dostaneme tak, Ze
postupné vybirdme dosud nezpracované prvky x € M a do t¥idy
rozkladu M, p¥idavame viechny akce iteraci o¥(x), k = 1,2,...,
dokud neni o¥(x) = x.
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Rozklad na nezavislé cykly

Kazda permutace o rozkladd mnoZinu M na disjunktni sjednoceni
maximalnich invariantnich podmnoZin M,, které dostaneme tak, Ze
postupné vybirdme dosud nezpracované prvky x € M a do t¥idy
rozkladu M, p¥idavame viechny akce iteraci o¥(x), k = 1,2,...,
dokud neni o¥(x) = x.

KaZdou permutaci tak dostdvame jako sloZeni jednodussich
permutaci, tzv. cykld, které se chovaji jako identickd permutace
vné M, a tak jako o na M,.

Pokud p¥itom otislujeme prvky v M, jako potadi (1,2,...,|M]|)
tak aby i odpovidalo ¢/(x), pak je na%e permutace prostym
posunutim o jednu pozici v cyklu (tj. posledni prvek je zobrazen
zpatky na prvni). Odtud ndzev cyklus. Zjevn& pfitom tyto cykly
komutuji, takze je jedno, v jakém pofadi z nich permutaci o
sloZime.
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Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o.
Dvouprvkové (x,o(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.
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nasich volbdch nezavislé.
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Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o.
Dvouprvkové (x,o(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.

Kazdy cyklus zjevné miZeme poskladat z permutaci sousednich
prvkid (nechdme probublat prvni prvek nakonec) = kaZdou
permutaci napsat jako sloZeni transpozic sousednich prvki.

To, jestli potfebujeme sudy nebo lichy polet permutaci, je na
nasich volbdch nezavislé.

M3ame proto dobfe definovdno zobrazeni sgn : ¥, — Zp = {£1},
tzv. paritu permutace. Dokazali jsme si znovu tvrzeni, kterd jsme
jiz vyuzivali pFi studiu determinant(:
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Véta

KaZdd permutace kone¢né mnoZiny je sloZenim cykli. Cyklus délky
L Ize vyjadFit jako sloZeni £ — 1 transpozic. Parita cyklu délky ¢ je
(—1)¢L. Parita sloZeni permutaci je sou&inem parit jednotlivych
permutaci, tzn. Ze zobrazeni sgn prevadi sloZeni permutaci o o T na
soucin sgn o - sgn T v komutativni grupé Z, (nebo jinak vyjddreno,
v grupé {1, —1} s obvyklym ndsobenim.
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P¥iklad
Jsou dany permutace f, g, h € X9 predpisem
8 9
9 8/’

4 5 6 7 8 9
19 ),h—fog.

(1234567
6 45 2371
(12
£=1\2 6

© Napiste permutace f, g a h jako sou&in (tj. sloZeni) navzdjem
nezavislych cykli.

1 W

7 8 3 4

@ Urdete paritu permutaci f,g a h.
© Spottite permutaci 2011 o g2011

a napiste ji jako soudin
navzajem nezavislych cykld.

@ Urcete pocet inverzi permutace f.
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UvaZme ohraniceny rovinny obrazec, nap¥. rovnostranny
trojahelnik. Ptame se, jak moc jsou symetrické?

Tzn. viidi kterym trasformacim (zachovavajicim velikost) jsou
invariantni? Vechny symetrie pevn& zvoleného (tvaru budou vidy
tvofit grupu (v&tsinou pouze s jedinym prvkem, identickym
zobrazenim).
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Symetrie rovnostranného trojtihelniku

Symetrii nachazime né&kolik: miZeme rotovat o 7/3 nebo mizeme
zrcadlit vici osam stran.
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Symetrie rovnostranného trojtihelniku

Symetrii nachazime né&kolik: miZeme rotovat o 7/3 nebo mizeme
zrcadlit vici osam stran.

Abychom dostali celou grupu, musime pfidat vSechna slozenfi
takovychto transformaci.

Vime z d¥ivéjska, Ze sloZeni dvou zrcadleni je vzdy otolenim.
SloZeni takovych zrcadleni v opa&ném pot¥adi da otoleni o stejny
thel, ale s opaénou orientaci. V nasem pf¥ipadé tedy zrcadleni
kolem dvou riiznych os vygeneruji postupnou opakovanou aplikaci
v8echny symetrie, ktery bude dohromady Sest.
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Jestlize si umistime trojthelnik v soufadnicich jako na obrazku,
bude nasSich Sest transformaci zaddno maticemi

10 _1 V3 _1 _\V3

a = b: 2 2 Cc = 2 2

0 1)’ _V3 1 )° V3 1

2 2 2 2

1 0 1 V3 1 V3

d= e= 2 2 =1 2 2
0o 1)’ V3 _1 | V3 _1]-

2 2 2 2

Sestavenim tabulky pro ndsobeni, tak jak jsme ji udé&lali pro grupu
permutaci >3 obdrzime pravé stejny vysledek.
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Dihedralni grupy

Obdobné& umime nachazet grupy symetrii s k rlznymi rotacemi a k
zrcadlenimi. Stadi si k tomu vzit pravidelny k-uhelnik. Takové
grupy symetrii se ¢asto oznaluji jako grupy D, a ¥ika se jim
dihedralni grupy ¥adu 2k (n&kdy téz nap¥ D(k)).
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Dihedralni grupy

Obdobné& umime nachazet grupy symetrii s k rlznymi rotacemi a k
zrcadlenimi. Stadi si k tomu vzit pravidelny k-uhelnik. Takové
grupy symetrii se ¢asto oznaluji jako grupy D, a ¥ika se jim
dihedralni grupy ¥adu 2k (n&kdy téz nap¥ D(k)).

Tyto grupy jsou nekomutativni pro vSechny k > 3.
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Cyklické grupy

Stejn& tak lIze snadno najit obrazce, které maji pouze rota&ni
symetrie a jde tedy o komutativni grupy, které se v chemii zna&i
jako Cy. Rikdme jim cyklické grupy ¥adu k. K tomu postadi napt.
uvazovat pravidelny mnohothelnik, u kterého nesymetricky ale

pofad stejné pozménime chovani hran.
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Priklad

@ grupa symetrii ¢tverce Dg ma 8 prvki (4 osové symetrie, 3
netrividlni rotace a identita) a Ize ji chapat jako podgrupu X4
(kam se zobrazuji vrcholy?)

@ grupa symetrii Ety¥sténu je celd X4, pokud symetrie omezime
pouze na ty, které zachovavaji orientaci, dostaneme podgrupu
As < ¥4 sudych permutaci.
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Klasifikace symetrii

Necht je M ohrani¢end mnoZina v roving R?. Pak grupa jejich
symetrif je bud' trividlni nebo jedna z grup Cy, Doy, s k > 1.
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Podpologrupy a podgrupy

Je-li (A,-) grupa (p¥ipadn& pologrupa), pak jeji podmnoZinu

B C A, ktera je uzavfena vi¢i ziZeni operace - a zaroveii je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, -).
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Podpologrupy a podgrupy

Definice

Je-li (A,-) grupa (p¥ipadn& pologrupa), pak jeji podmnoZinu

B C A, ktera je uzavrena vici zdZeni operace - a zarovefi je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, -).

Véta

| \

Necht (G, o) grupa. Pak ) # H C G je jeji podgrupa prdvé tehdy,
kdyz

Q Va,be H:aobe H,
Q@ VacH:aleH.

A
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Podpologrupy a podgrupy

Definice

Je-li (A,-) grupa (p¥ipadn& pologrupa), pak jeji podmnoZinu

B C A, ktera je uzavrena vici zdZeni operace - a zarovefi je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, -).

Véta

| \

Necht (G, o) grupa. Pak ) # H C G je jeji podgrupa prdvé tehdy,
kdyz

Q Va,be H:aobe H,
Q@ VacH:aleH.

v

Snadno se navic vidi, Ze ob& podminky v p¥edchozi vété Ize shrnout
do jediné: Va,b € H:aob ! € H.
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Q Z je podgrupa aditivnich grup Z,Q, R, C.

@ V3echny podgrupy (Z,+) jsou vy&erpany mnoZinami mZ.

o (R+7') < (R*v )

@ Mnozina A, vSech sudych permutaci na n-prvkové mnoziné je
podgrupou .

Q@ SL,(R) < GL,(R).
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Podgrupa generovana mnozinou

Jsou-li K, L podgrupy grupy G, je zfejm& i jejich prinik (nikoliv
oviem sjednoceni!) podgrupou G. TotéZ ziejmé& dokonce plati i pro
libovolny (tfeba nekoneny) systém podmnoZin.



Grupy symetrii
0000000000eC

Podgrupa generovana mnozinou

Jsou-li K, L podgrupy grupy G, je zfejm& i jejich prinik (nikoliv
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MCH<G

je nejmendi (ve smyslu mnoZinové inkluze) podgrupa G obsahujici
mnozinu M a nazyva se podgrupa generovand mnoZinou M.
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Podgrupa generovana mnozinou

Jsou-li K, L podgrupy grupy G, je zfejm& i jejich prinik (nikoliv
oviem sjednoceni!) podgrupou G. TotéZ ziejmé& dokonce plati i pro
libovolny (tfeba nekoneny) systém podmnoZin.

Odtud plyne nasledujici definice:

Definice

Je-li M libovolnd podmnoZina grupy G, pak

(My= () H

MCH<G

je nejmendi (ve smyslu mnoZinové inkluze) podgrupa G obsahujici
mnozinu M a nazyva se podgrupa generovand mnoZinou M.
Grupa G se nazyva cyklicka, pokud ji Ize vygenerovat nékterym
jejim prvkem, tj. existuje a € G tak, ze G = (a) = ({a}).
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Priklad

o Z=(1).
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o Z=(1).

oV (Zm,+) je Zm = ([1]m).

@ Podobng (Zg,+) = (1) = (3) = (5) = (7).
° (Z7,)=(3)=(5).
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o Z=(1).

oV (Zm,+) je Zm = {[1]m)-

@ Podobng (Zg,+) = (1) = (3) = (5) = (7).
o (27,-)=(3)= (5.

o (Zg,-) neni cyklicka.
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o Z=(1).

oV (Zm,+) je Zm = {[1]m)-

@ Podobng (Zg,+) = (1) = (3) = (5) = (7).
o (27,-)=(3)= (5.

o (Zg,-) neni cyklicka.

@ Dy, ={(r,s).
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Homomorfismus

Zobrazeni f : (G,-) — (H, o) mezi dvémi grupami (G,-) a (H,o0)
se nazyva homomorfismus grup, jestlize respektuje ndsobeni, tj.
pro viechny prvky a, b € G plati

f(a-b) = f(a)of(b).

PovSimnéme si, Ze ndsobenfi vlevo je uvnitf grupy G predtim, nez
zobrazujeme, zatimco vpravo jde o nasobeni v H poté, co
zobrazujeme.
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Yy s s

P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H

Q@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~!.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H
Q@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~!.

@ obraz podgrupy K < G je podgrupa f(K) < H.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H

Q@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~!.
@ obraz podgrupy K < G je podgrupa f(K) < H.

Q vzorem f~1(K) < G podgrupy K < H je podgrupa.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H

Q@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~!.
@ obraz podgrupy K < G je podgrupa f(K) < H.

Q vzorem f~1(K) < G podgrupy K < H je podgrupa.

@ je-li f zaroveri bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~1 je
homomorfismus.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H

Q@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~!.
@ obraz podgrupy K < G je podgrupa f(K) < H.

Q vzorem f~1(K) < G podgrupy K < H je podgrupa.

@ je-li f zaroveri bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~1 je
homomorfismus.

Q f je injektivni zobrazeni pravé tehdy, kdy? f~*(ey) = {ec}.
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Definice

Podgrupa, ktera je vzorem jednotkového prvku e € H (tj. f~1(e))
se nazyva jadro homomorfismu f a znacime ji ker f. Bijektivni

homomorfismus grup G a H nazyvdme izomorfismus (a znatime
G = H).

Poznamka

Podobné jako v teorii grafii jsou i v algebfe izomorfni objekty
nerozlisitelné.
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Definice

Podgrupa, ktera je vzorem jednotkového prvku e € H (tj. f~1(e))
se nazyva jadro homomorfismu f a znacime ji ker f. Bijektivni

homomorfismus grup G a H nazyvdme izomorfismus (a znatime
G = H).

Poznamka

Podobné jako v teorii grafii jsou i v algebfe izomorfni objekty
nerozlisitelné.

Z predchozich tvrzeni okamZité vyplyva, Ze homomorfismus
f: G — H s trividlnim jddrem je izomorfismem G na obraz f(G).
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Cyklické grupy jesté jednou

Pro libovolny prvek a v grupé G existuje minimalni podgrupa
{e=2a%a=a',a% a% ...}, kterd jej obsahuje?.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konetnd, nutn& musi jednou nastat p¥ipad a¥ = e.

2Co znamenaji ty mocniny?
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Cyklické grupy jesté jednou

Pro libovolny prvek a v grupé G existuje minimalni podgrupa
{e=2a%a=a',a% a% ...}, kterd jej obsahuje?.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konetnd, nutn& musi jednou nastat p¥ipad a¥ = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame ¥ad prvku a v G. Grupa
G je cyklicka, je-li celé G generované néjakym svym prvkem a
vySe uvedenym zplisobem.

2Co znamenaji ty mocniny?
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Cyklické grupy jesté jednou

Pro libovolny prvek a v grupé G existuje minimalni podgrupa
{e=2a%a=a',a% a% ...}, kterd jej obsahuje?.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konetnd, nutn& musi jednou nastat p¥ipad ak = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame ¥ad prvku a v G. Grupa
G je cyklicka, je-li celé G generované néjakym svym prvkem a
vySe uvedenym zpisobem. Zjistit pro konkrétni cyklickou grupu
generator je obecné obtiZny problém. | p¥i znalosti generatoru

g € G je ale obecné& velkym problémem zjistit pro dané a € G &islo
k, pro které gk = a (tzv. problém diskrétniho logaritmu je
zakladem mnoha kryptografickych protokolti — ElGamal,
Diffie-Hellman, DSA).

2Co znamenaji ty mocniny?
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Cyklické grupy jesté jednou

Pro libovolny prvek a v grupé G existuje minimalni podgrupa
{e=2a%a=a',a% a% ...}, kterd jej obsahuje?.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konetnd, nutn& musi jednou nastat p¥ipad ak = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame ¥ad prvku a v G. Grupa
G je cyklicka, je-li celé G generované néjakym svym prvkem a
vySe uvedenym zpisobem. Zjistit pro konkrétni cyklickou grupu
generator je obecné obtiZny problém. | p¥i znalosti generatoru

g € G je ale obecné& velkym problémem zjistit pro dané a € G &islo
k, pro které gk = a (tzv. problém diskrétniho logaritmu je
zakladem mnoha kryptografickych protokolti — ElGamal,
Diffie-Hellman, DSA). Z definice p¥imo vyplyva, Ze kazd4d cyklicka
grupa je izomorfni bud’ grupé& celych &isel Z (pokud je nekone&nd)
nebo n&které grup& zbytkovych t¥id Zj (kdyz je konena).

2Co znamenaji ty mocniny?
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P¥iklad

(1) Pro kaZdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazenf{
sgn : (X,,0) — (Za,+) ptitazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Z,+) . Jddrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou (tj. tzv.
alterrnujici grupa A,).




P¥iklad

(1) Pro kaZdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazenf{
sgn : (X,,0) — (Za,+) ptitazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Z,+) . Jddrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou (tj. tzv.
alterrnujici grupa A,).

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojihelnika Dg je izomorfni

s grupou permutaci X3. Sta&i zvolit realizaci X3 tak, Ze za
mnozinu t¥ prvki pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a
jednotlivym symetriim pFfitadime permutace téchto vrcholl, které
vyvolaji.




P¥iklad

(1) Pro kaZdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazenf{
sgn : (X,,0) — (Za,+) ptitazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Z,+) . Jddrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou (tj. tzv.
alterrnujici grupa A,).

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojihelnika Dg je izomorfni

s grupou permutaci X3. Sta&i zvolit realizaci X3 tak, Ze za
mnozinu t¥ prvki pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a
jednotlivym symetriim pFfitadime permutace téchto vrcholl, které
vyvolaji.

(3) Zobrazeni exp : R — R™ (nebo C — C\ {0}) je
homomorfismus aditivni grupy redlnych nebo komplexnich &isel na
multiplikativni grupu kladnych redlnych &isel, resp. na
multiplikativni grupu v8ech nenulovych komplexnich &isel.

V ptipadé redlnych &isel jde o izomorfismus (co je jeho inverzi?).
Pro komplexni &isla dostdvame netrividlni jadro {2kni; k € Z}.
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Priklad

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skaldrd
z K pfifazuje n&jaky skaldr z K (pracovali jsme s K =7Z,Q, R, C).
Cauchyova vé&ta o determinantu soudinu &tvercovych matic
det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ {0}
multiplikativnim homomorfismem grup.
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Ptiklad

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skaldrd
z K pfifazuje n&jaky skaldr z K (pracovali jsme s K =7Z,Q, R, C).
Cauchyova vé&ta o determinantu soudinu &tvercovych matic
det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ {0}
multiplikativnim homomorfismem grup.

(5) Grupy zbytkovych t¥id (Zg, +) jsou izomorfni grupdm
komplexnich k—tych odmocnin z jedni¢ky, coZ jsou zaroven
izomorfni obrazy koneénych grup oto&eni v roviné o celé nasobky
thlu 2.

(6) Multiplikativni grupa invertibilnich zbytkovych tfid (Z, ) je
izomorfni aditivni grup& (Z,—_1,+) (plyne z cykli¢nosti grupy —
pozd&ji snad dokdzeme).
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(P¥imy) sou&in grup

Definice

Pro kazdé dvé grupy (G, -), (H, o) definujeme soutin grup

(G x H, x) takto: Jako mnoZina je G x H skute&ng& (kartézsky)
soudin, na kterém definujeme grupové nasobeni po slozkach, tj.

(a,x)* (b,y) =(a:-b,xoy).

| A\

Poznamka

Rozmyslete si, Ze jde o grupu a Ze soudin komutativnich grup je
zase komutativni!

A\
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(P¥imy) sou&in grup

Definice

Pro kazdé dvé grupy (G, -), (H, o) definujeme soutin grup

(G x H, x) takto: Jako mnoZina je G x H skute&ng& (kartézsky)
soudin, na kterém definujeme grupové nasobeni po slozkach, tj.
(a,x) x(b,y) =(a-b,xoy).

Poznamka

| \

Rozmyslete si, Ze jde o grupu a Ze soudin komutativnich grup je
zase komutativni!

A\

Zobrazeni
pc:GxH>(a,x)—aeG, py:GxH>(a,x)—»xeH
jsou surjektivni homomorfismy (tzv. projekce) s jadry

ker pe = {(ec,x); x € H} kerpy = {(a,en);a € G}.



Grupy symetrii
00000000000C

Priklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soudinu Zy x Zs3.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou dvahou (prostfednictvim
grup symetrii v rovin&) nebo p¥imou konstrukci izomorfismu.

|
N
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P¥iklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soudinu Zy x Zs3.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou dvahou (prostfednictvim
grup symetrii v rovin&) nebo p¥imou konstrukci izomorfismu.

V aditivni notaci vypada izomorfismus takto:

[0]6 — ([0]2; [0]3), [tl6 — ([1]2; [2]3)
[2l6 = ([0]2; [1]3), [3l6 = ([1]2; [0]3)
[4]6 = ([0]2, [2]3), [5]6 = ([1]2,[1]3)
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P¥iklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soudinu Zy x Zs3.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou dvahou (prostfednictvim
grup symetrii v rovin&) nebo p¥imou konstrukci izomorfismu.

V aditivni notaci vypada izomorfismus takto:

[0]6 — ([0]2, [0]3), [1]s — ([1]2,[2]3)
[2]6 = ([0]2, [1]3), [3]6 — ([1]2,[0]3)
[4]6 — ([0]2,[2]3), [5]6 — ([1]2,[1]3)
(8) Dihedralni grupa Dg (tj. grupa symetrii &tverce,

(r,s|r* =1,s%> = 1,srs = r~1) ) neni izomorfni sou&inu Zy x Z,
prestoZe maji stejny polet prvki (Dg neni komutativni).
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Cinskd zbytkova véta (Chinese remainder theorem)

PY¥edchozi pfiklad je specidlnim p¥ipadem tzv. Cinské zbytkové véty.

Jsou-li k, m nesoudélna, pak

(Zms +) = (Zi, +) X (Zm, +)-
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Cinskd zbytkova véta (Chinese remainder theorem)

PY¥edchozi pfiklad je specidlnim p¥ipadem tzv. Cinské zbytkové véty.

Jsou-li k, m nesoudélna, pak

(Zms +) = (Zi, +) X (Zm, +)-

a obecnéji

, Mg po dvou nesoudélnd, pak

Jsou-li my, my, - -

(ZHm;a+) = (Zm17+) x (Zm2?+) XX (kav+)'

Tento izomorfismus se ¢asto s vyhodou vyuZivd k reprezentaci
velkych C&isel pFi distribuovanych vypocltech pracujicich
s délitelnosti, kdy na kaZdém pocitaci stali pracovat s jednim

(relativné malym) modulem.
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Dikaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznatme m =[], m; a
pro libovolné [a], € Z,, polozme f([a]lm) = ([a]m;, - - -, [a]m,)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jddrem?).

%A neslo by to jest& Sikovn&ji? Pokud ndm sta¥l existence izomorfismu, tak
stadi vyuZit toho, Ze injektivni zobrazeni mezi mnoZinami o stejném poctu
prvki je automaticky bijekci.
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Dikaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznatme m =[], m; a
pro libovolné [a], € Z,, polozme f([a]lm) = ([a]m;, - - -, [a]m,)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jddrem?).
Zbyva dokdzat, Ze jde i o surjekci, tedy, Ze libovolny prvek

([al]m17 R [ak]mk) € (Zm17+) X X (ka’+)

je obrazem néjakého a € Z,,. To je ale totéz jako najit a € Z
takové, ze a = a1 (mod my),...,a = ax (mod my), coz se udéla
malym (ale &ikovnym) trikem:3

%A neslo by to jest& Sikovn&ji? Pokud ndm sta¥l existence izomorfismu, tak
stadi vyuZit toho, Ze injektivni zobrazeni mezi mnoZinami o stejném poctu
prvki je automaticky bijekci.
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Dikaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznatme m =[], m; a
pro libovolné [a], € Z,, polozme f([a]lm) = ([a]m;, - - -, [a]m,)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jddrem?).
Zbyva dokdzat, Ze jde i o surjekci, tedy, Ze libovolny prvek

([al]m17 R [ak]mk) € (Zm17+) X X (ka’+)

je obrazem néjakého a € Z,,. To je ale totéz jako najit a € Z
takové, ze a = a1 (mod my),...,a = ax (mod my), coz se udéla
malym (ale gikovnym) trikem:3 Pro libovolné 1 < i < k poloZme
n; = m/m;j a protoze (mj, n;) =1 (zde jsme vyuZili nesoudé&lnost
po dvou), najdeme podle Bezoutovy v&ty u; a v; tak, Ze

uim;i + vin; = 1, tj. vinj =1 (mod m;).

%A neslo by to jest& Sikovn&ji? Pokud ndm sta¥l existence izomorfismu, tak
stadi vyuZit toho, Ze injektivni zobrazeni mezi mnoZinami o stejném poctu
prvki je automaticky bijekci.
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Dikaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznatme m =[], m; a
pro libovolné [a], € Z,, polozme f([a]lm) = ([a]m;, - - -, [a]m,)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jddrem?).
Zbyva dokdzat, Ze jde i o surjekci, tedy, Ze libovolny prvek

([al]m17 R [ak]mk) € (Zm17+) X X (ka’+)

je obrazem néjakého a € Z,,. To je ale totéz jako najit a € Z
takové, ze a = a1 (mod my),...,a = ax (mod my), coz se udéla
malym (ale gikovnym) trikem:3 Pro libovolné 1 < i < k poloZme
n; = m/m;j a protoze (mj, n;) =1 (zde jsme vyuZili nesoudé&lnost
po dvou), najdeme podle Bezoutovy v&ty u; a v; tak, Ze

uim;i + vin; = 1, tj. vinj =1 (mod m;). Hledané a pak najdeme
jako a = E,- ajvin;.

%A neslo by to jest& Sikovn&ji? Pokud ndm sta¥l existence izomorfismu, tak
stadi vyuZit toho, Ze injektivni zobrazeni mezi mnoZinami o stejném poctu
prvki je automaticky bijekci.
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