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Grupy permutaćı Grupy symetríı

Opakováńı minulé p̌rednášky

grupoid (G , ·) je množina G s binárńı operaćı ·

pologrupa (G , ·) je množina G s asociativńı binárńı operaćı ·
monoid (G , ·) je pologrupa (G , ·) s jednotkovým (neutrálńım)
prvkem1

grupa (G , ·) je monoid, ve kterém má každý prvek inverzi

komutativńı grupa (grupoid, pologrupa, monoid apod.), je
taková grupa (grupoid, ...), že operace · je komutativńı. Často
se v p̌ŕıpadě komutativńıch grup setkáte rovněž s pojmem
abelovská grupa.

1Raději než jednotka použ́ıvejme jednotkový prvek – důvod uvid́ıme
později. Někdy se tomuto prvku rovněž ř́ıká jednička.
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abelovská grupa.
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Permutace – opakováńı

Množina bijekćı na množině M (konečné nebo nekonečné)
tvǒŕı spolu s operaćı skládáńı zobrazeńı grupu, tzv. grupu
permutaćı.

Je-li M konečná n prvková množina, pak tuto grupu znač́ıme
obvykle Sn nebo Σn, a plat́ı |Σn| = n!.

Každou permutaci lze zapsat jako součin nezávislých cykl̊u a
jako součin (obecně nikoliv nezávislých) transpozic (cykly
délky 2).

Každá permutace má jednoznačně p̌rǐrazenou sudou nebo
lichou paritu (podle počtu transpozic na něž se rozkládá nebo
též podle počtu tzv. inverźı).
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Rozklad na nezávislé cykly

Každá permutace σ rozkládá množinu M na disjunktńı sjednoceńı
maximálńıch invariantńıch podmnožin Mx , které dostaneme tak, že
postupně vyb́ıráme dosud nezpracované prvky x ∈ M a do ťŕıdy
rozkladu Mx p̌ridáváme všechny akce iteraćı σk(x), k = 1, 2, . . . ,
dokud neńı σk(x) = x .

Každou permutaci tak dostáváme jako složeńı jednoduš̌śıch
permutaćı, tzv. cykl̊u, které se chovaj́ı jako identická permutace
vně Mx a tak jako σ na Mx .

Pokud p̌ritom oč́ıslujeme prvky v Mx jako pǒrad́ı (1, 2, . . . , |Mx |)
tak aby i odpov́ıdalo σi (x), pak je naše permutace prostým
posunut́ım o jednu pozici v cyklu (tj. posledńı prvek je zobrazen
zpátky na prvńı). Odtud název cyklus. Zjevně p̌ritom tyto cykly
komutuj́ı, takže je jedno, v jakém pǒrad́ı z nich permutaci σ
slož́ıme.
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slož́ıme.
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Pokud p̌ritom oč́ıslujeme prvky v Mx jako pǒrad́ı (1, 2, . . . , |Mx |)
tak aby i odpov́ıdalo σi (x), pak je naše permutace prostým
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Nejjednoduš̌śı cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace σ.
Dvouprvkové (x , σ(x)), kde σ(σ(x)) = x se nazývaj́ı transpozice.

Každý cyklus zjevně můžeme poskládat z permutaćı sousedńıch
prvk̊u (necháme probublat prvńı prvek nakonec) ⇒ každou
permutaci napsat jako složeńı transpozic sousedńıch prvk̊u.
To, jestli poťrebujeme sudý nebo lichý počet permutaćı, je na
našich volbách nezávislé.

Máme proto dob̌re definováno zobrazeńı sgn : Σm → Z2 = {±1},
tzv. paritu permutace. Dokázali jsme si znovu tvrzeńı, která jsme
již využ́ıvali p̌ri studiu determinant̊u:
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Věta

Každá permutace konečné množiny je složeńım cykl̊u. Cyklus délky
` lze vyjáďrit jako složeńı `− 1 transpozic. Parita cyklu délky ` je
(−1)`−1. Parita složeńı permutaćı je součinem parit jednotlivých
permutaćı, tzn. že zobrazeńı sgn p̌revád́ı složeńı permutaćı σ ◦ τ na
součin sgnσ · sgn τ v komutativńı grupě Z2 (nebo jinak vyjáďreno,
v grupě {1,−1} s obvyklým násobeńım.
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Př́ıklad

Jsou dány permutace f , g , h ∈ Σ9 p̌redpisem

f =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 4 5 2 3 7 1 9 8

)
,

g =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 6 5 1 9 7 8 3 4

)
, h = f ◦ g .

1 Napǐste permutace f , g a h jako součin (tj. složeńı) navzájem
nezávislých cykl̊u.

2 Určete paritu permutaćı f , g a h.

3 Spočtěte permutaci f 2011 ◦ g 2011 a napǐste ji jako součin
navzájem nezávislých cykl̊u.

4 Určete počet inverźı permutace f .
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Uvažme ohraničený rovinný obrazec, nap̌r. rovnostranný
trojúhelńık. Ptáme se, jak moc jsou symetrické?

3A

B

p

Zp

1

2

Tzn. v̊uči kterým trasformaćım (zachovávaj́ıćım velikost) jsou
invariantńı? Všechny symetrie pevně zvoleného útvaru budou vždy
tvǒrit grupu (věťsinou pouze s jediným prvkem, identickým
zobrazeńım).
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trojúhelńık. Ptáme se, jak moc jsou symetrické?
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Symetrie rovnostranného trojúhelńıku

Symetríı nacháźıme několik: můžeme rotovat o π/3 nebo můžeme
zrcadlit v̊uči osám stran.

Abychom dostali celou grupu, muśıme p̌ridat všechna složeńı
takovýchto transformaćı.
V́ıme z ďŕıvěǰska, že složeńı dvou zrcadleńı je vždy otočeńım.
Složeńı takových zrcadleńı v opačném pǒrad́ı dá otočeńı o stejný
úhel, ale s opačnou orientaćı. V našem p̌ŕıpadě tedy zrcadleńı
kolem dvou r̊uzných os vygeneruj́ı postupnou opakovanou aplikaćı
všechny symetrie, který bude dohromady šest.
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Grupy permutaćı Grupy symetríı

Jestliže si uḿıst́ıme trojúhelńık v soǔradnićıch jako na obrázku,
bude našich šest transformaćı zadáno maticemi

a =

(
1 0
0 1

)
, b =

(
−1

2

√
3

2

−
√

3
2 −1

2

)
, c =

(
−1

2 −
√

3
2√

3
2 −1

2

)

d =

(
−1 0
0 1

)
, e =

(
1
2 −

√
3

2

−
√

3
2 −1

2

)
, f =

(
1
2

√
3

2√
3

2 −1
2

)
.

Sestaveńım tabulky pro násobeńı, tak jak jsme ji udělali pro grupu
permutaćı Σ3 obdrž́ıme právě stejný výsledek.
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· a b c d e f

a a b c d e f
b b c a f d e
c c a b e f d
d d e f a b c
e e f d c a b
f f d e b c a
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Dihedrálńı grupy

Obdobně uḿıme nacházet grupy symetríı s k r̊uznými rotacemi a k
zrcadleńımi. Stač́ı si k tomu vźıt pravidelný k-úhelńık. Takové
grupy symetríı se často označuj́ı jako grupy D2k a ř́ıká se jim
dihedrálńı grupy řádu 2k (někdy též nap̌r D(k)).

Tyto grupy jsou nekomutativńı pro všechny k ≥ 3.
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Dihedrálńı grupy
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Cyklické grupy

Stejně tak lze snadno naj́ıt obrazce, které maj́ı pouze rotačńı
symetrie a jde tedy o komutativńı grupy, které se v chemii znač́ı
jako Ck . Ř́ıkáme jim cyklické grupy řádu k. K tomu postač́ı nap̌r.
uvažovat pravidelný mnohoúhelńık, u kterého nesymetricky ale
pǒrád stejně pozměńıme chováńı hran.
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Př́ıklad

grupa symetríı čtverce D8 má 8 prvk̊u (4 osové symetrie, 3
netriviálńı rotace a identita) a lze ji chápat jako podgrupu Σ4

(kam se zobrazuj́ı vrcholy?)

grupa symetríı čty̌rstěnu je celá Σ4, pokud symetrie omeźıme
pouze na ty, které zachovávaj́ı orientaci, dostaneme podgrupu
A4 ≤ Σ4 sudých permutaćı.
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Klasifikace symetríı

Věta

Necht’ je M ohraničená množina v rovině R2. Pak grupa jejich
symetríı je bud’ triviálńı nebo jedna z grup Ck , D2k , s k ≥ 1.
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Podpologrupy a podgrupy

Definice

Je-li (A, ·) grupa (p̌ŕıpadně pologrupa), pak jej́ı podmnožinu
B ⊂ A, která je uzav̌rená v̊uči zúžeńı operace · a zároveň je spolu
s touto operaćı grupou (resp. pologrupou) , nazýváme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, ·).

Věta

Necht’ (G , ◦) grupa. Pak ∅ 6= H ⊆ G je jej́ı podgrupa právě tehdy,
když

1 ∀a, b ∈ H : a ◦ b ∈ H;

2 ∀a ∈ H : a−1 ∈ H.

Snadno se nav́ıc vid́ı, že obě podḿınky v p̌redchoźı větě lze shrnout
do jediné: ∀a, b ∈ H : a ◦ b−1 ∈ H.
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když

1 ∀a, b ∈ H : a ◦ b ∈ H;

2 ∀a ∈ H : a−1 ∈ H.
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Grupy permutaćı Grupy symetríı

Př́ıklad

1 Z je podgrupa aditivńıch grup Z,Q,R,C.

2 Všechny podgrupy (Z,+) jsou vyčerpány množinami mZ.

3 (R+, ·) ≤ (R∗, ·).

4 Množina An všech sudých permutaćı na n-prvkové množině je
podgrupou Σn.

5 SLn(R) ≤ GLn(R).
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Podgrupa generovaná množinou

Jsou-li K , L podgrupy grupy G , je žrejmě i jejich pr̊unik (nikoliv
ovšem sjednoceńı!) podgrupou G . Totéž žrejmě dokonce plat́ı i pro
libovolný (ťreba nekonečný) systém podmnožin.

Odtud plyne následuj́ıćı definice:

Definice

Je-li M libovolná podmnožina grupy G , pak

〈M〉 =
⋂

M⊆H≤G
H

je nejmenš́ı (ve smyslu množinové inkluze) podgrupa G obsahuj́ıćı
množinu M a nazývá se podgrupa generovaná množinou M.
Grupa G se nazývá cyklická, pokud ji lze vygenerovat některým
jej́ım prvkem, tj. existuje a ∈ G tak, že G = 〈a〉 = 〈{a}〉.
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Je-li M libovolná podmnožina grupy G , pak

〈M〉 =
⋂

M⊆H≤G
H
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Př́ıklad

Z = 〈1〉.

V (Zm,+) je Zm = 〈[1]m〉.
Podobně (Z8,+) = 〈1〉 = 〈3〉 = 〈5〉 = 〈7〉.
(Z×7 , ·) = 〈3〉 = 〈5〉.
(Z×8 , ·) neńı cyklická.

D2n = 〈r , s〉.
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D2n = 〈r , s〉.
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Homomorfismus

Definice

Zobrazeńı f : (G , ·)→ (H, ◦) mezi dvěmi grupami (G , ·) a (H, ◦)
se nazývá homomorfismus grup, jestliže respektuje násobeńı, tj.
pro všechny prvky a, b ∈ G plat́ı

f (a · b) = f (a) ◦ f (b).

Povšimněme si, že násobeńı vlevo je uvniťr grupy G p̌redt́ım, než
zobrazujeme, zat́ımco vpravo jde o násobeńı v H poté, co
zobrazujeme.
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Př́ımo z definice se snadno ově̌ŕı následuj́ıćı vlastnosti
homomorfismů:

Věta

Pro každý homomorfismus f : G → H grup plat́ı

1 obraz neutrálńıho prvku eG ∈ G je neutrálńı prvek v H

2 obraz inverze k prvku je inverźı obrazu, tj. f (a−1) = f (a)−1.

3 obraz podgrupy K ≤ G je podgrupa f (K ) ≤ H.

4 vzorem f −1(K ) ≤ G podgrupy K ≤ H je podgrupa.

5 je-li f zároveň bijekćı, pak i inverzńı zobrazeńı f −1 je
homomorfismus.

6 f je injektivńı zobrazeńı právě tehdy, když f −1(eH) = {eG}.
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Definice

Podgrupa, která je vzorem jednotkového prvku e ∈ H (tj. f −1(e))
se nazývá jádro homomorfismu f a znač́ıme ji ker f . Bijektivńı
homomorfismus grup G a H nazýváme izomorfismus (a znač́ıme
G ∼= H).

Poznámka

Podobně jako v teorii graf̊u jsou i v algeb̌re izomorfńı objekty
nerozlǐsitelné.

Z p̌redchoźıch tvrzeńı okamžitě vyplývá, že homomorfismus
f : G → H s triviálńım jádrem je izomorfismem G na obraz f (G ).
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nerozlǐsitelné.
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Cyklické grupy ještě jednou

Pro libovolný prvek a v grupě G existuje minimálńı podgrupa
{e = a0, a = a1, a2, a3, . . . }, která jej obsahuje2.
Je zjevné, že je tato podgrupa komutativńı, a pokud je celá grupa
G konečná, nutně muśı jednou nastat p̌ŕıpad ak = e.

Nejmenš́ı k s touto vlastnost́ı nazýváme řád prvku a v G . Grupa
G je cyklická, je-li celé G generované nějakým svým prvkem a
výše uvedeným způsobem. Zjistit pro konkrétńı cyklickou grupu
generátor je obecně obt́ıžný problém. I p̌ri znalosti generátoru
g ∈ G je ale obecně velkým problémem zjistit pro dané a ∈ G č́ıslo
k , pro které gk = a (tzv. problém diskrétńıho logaritmu je
základem mnoha kryptografických protokol̊u – ElGamal,
Diffie-Hellman, DSA). Z definice p̌ŕımo vyplývá, že každá cyklická
grupa je izomorfńı bud’ grupě celých č́ısel Z (pokud je nekonečná)
nebo některé grupě zbytkových ťŕıd Zk (když je konečná).

2Co znamenaj́ı ty mocniny?
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Je zjevné, že je tato podgrupa komutativńı, a pokud je celá grupa
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Př́ıklad

(1) Pro každou grupu permutaćı G = Σn jsme definovali zobrazeńı
sgn : (Σn, ◦)→ (Z2,+) p̌rǐrazuj́ıćı permutaci jej́ı paritu (lichá=1,
sudá=0). Jde o homomorfismus grup (Σn, ◦) a (Z2,+) . Jádrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou (tj. tzv.
alterrnuj́ıćı grupa An).

(2) Grupa symetríı rovnostranného trojúhelńıka D6 je izomorfńı
s grupou permutaćı Σ3. Stač́ı zvolit realizaci Σ3 tak, že za
množinu ťŕı prvk̊u pro permutace vezmeme vrcholy trojúhelńıka a
jednotlivým symetríım p̌rǐrad́ıme permutace těchto vrchol̊u, které
vyvolaj́ı.
(3) Zobrazeńı exp : R→ R+ (nebo C→ C \ {0}) je
homomorfismus aditivńı grupy reálných nebo komplexńıch č́ısel na
multiplikativńı grupu kladných reálných č́ısel, resp. na
multiplikativńı grupu všech nenulových komplexńıch č́ısel.
V p̌ŕıpadě reálných č́ısel jde o izomorfismus (co je jeho inverźı?).
Pro komplexńı č́ısla dostáváme netriviálńı jádro {2kπi ; k ∈ Z}.
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Př́ıklad

(4) Determinant matice je zobrazeńım, které každé matici skalár̊u
z K p̌rǐrazuje nějaký skalár z K (pracovali jsme s K = Z,Q,R,C).
Cauchyova věta o determinantu součinu čtvercových matic
det(A · B) = (det A) · (det B) je tvrzeńım, že pro grupu
G = GL(n,K) invertibilńıch matic je det : G → K \ {0}
multiplikativńım homomorfismem grup.

(5) Grupy zbytkových ťŕıd (Zk ,+) jsou izomorfńı grupám
komplexńıch k–tých odmocnin z jedničky, což jsou zároveň
izomorfńı obrazy konečných grup otočeńı v rovině o celé násobky
úhlu 2π

k .
(6) Multiplikativńı grupa invertibilńıch zbytkových ťŕıd (Z×p , ·) je
izomorfńı aditivńı grupě (Zp−1,+) (plyne z cykličnosti grupy –
později snad dokážeme).



Grupy permutaćı Grupy symetríı
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(Př́ımý) součin grup

Definice

Pro každé dvě grupy (G , ·), (H, ◦) definujeme součin grup
(G × H, ∗) takto: Jako množina je G × H skutečně (kartézský)
součin, na kterém definujeme grupové násobeńı po složkách, tj.
(a, x) ∗ (b, y) = (a · b, x ◦ y).

Poznámka

Rozmyslete si, že jde o grupu a že součin komutativńıch grup je
zase komutativńı!

Zobrazeńı

pG : G × H 3 (a, x) 7→ a ∈ G , pH : G × H 3 (a, x) 7→ x ∈ H

jsou surjektivńı homomorfismy (tzv. projekce) s jádry

ker pG = {(eG , x); x ∈ H} ker pH = {(a, eH); a ∈ G}.
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součin, na kterém definujeme grupové násobeńı po složkách, tj.
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Př́ıklad

(7) Grupa Z6 je izomorfńı součinu Z2 × Z3.
Toto lze nahlédnout bud’ geometrickou úvahou (prosťrednictv́ım
grup symetríı v rovině) nebo p̌ŕımou konstrukćı izomorfismu.

V aditivńı notaci vypadá izomorfismus takto:

[0]6 7→ ([0]2, [0]3), [1]6 7→ ([1]2, [2]3)

[2]6 7→ ([0]2, [1]3), [3]6 7→ ([1]2, [0]3)

[4]6 7→ ([0]2, [2]3), [5]6 7→ ([1]2, [1]3)

(8) Dihedrálńı grupa D8 (tj. grupa symetríı čtverce,
〈r , s|r 4 = 1, s2 = 1, srs = r−1〉 ) neńı izomorfńı součinu Z2 × Z4,
p̌restože maj́ı stejný počet prvk̊u (D8 neńı komutativńı).
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〈r , s|r 4 = 1, s2 = 1, srs = r−1〉 ) neńı izomorfńı součinu Z2 × Z4,
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Č́ınská zbytková věta (Chinese remainder theorem)

Předchoźı p̌ŕıklad je speciálńım p̌ŕıpadem tzv. Č́ınské zbytkové věty.

Věta

Jsou-li k ,m nesoudělná, pak

(Zkm,+) ∼= (Zk ,+)× (Zm,+).

a obecněji

Věta

Jsou-li m1,m2, · · · ,mk po dvou nesoudělná, pak

(Z∏
mi
,+) ∼= (Zm1 ,+)× (Zm2 ,+)× · · · × (Zmk

,+).

Tento izomorfismus se často s výhodou využ́ıvá k reprezentaci
velkých č́ısel p̌ri distribuovaných výpočtech pracuj́ıćıch
s dělitelnost́ı, kdy na každém poč́ıtači stač́ı pracovat s jedńım
(relativně malým) modulem.
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Věta
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(Z∏
mi
,+) ∼= (Zm1 ,+)× (Zm2 ,+)× · · · × (Zmk

,+).
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Důkaz CRT:

Sestroj́ıme požadovaný izomorfismus f . Označme m =
∏

i mi a
pro libovolné [a]m ∈ Zm položme f ([a]m) = ([a]m1 , . . . , [a]mk

).
Snadno se ově̌ŕı, že jde o injektivńı homomorfismus (co je jádrem?).

Zbývá dokázat, že jde i o surjekci, tedy, že libovolný prvek

([a1]m1 , . . . , [ak ]mk
) ∈ (Zm1 ,+)× · · · × (Zmk

,+)

je obrazem nějakého a ∈ Zm. To je ale totéž jako naj́ıt a ∈ Z
takové, že a ≡ a1 (mod m1), . . . , a ≡ ak (mod mk), což se udělá
malým (ale šikovným) trikem:3 Pro libovolné 1 ≤ i ≤ k položme
ni = m/mi a protože (mi , ni ) = 1 (zde jsme využili nesoudělnost
po dvou), najdeme podle Bezoutovy věty ui a vi tak, že
uimi + vini = 1, tj. vini ≡ 1 (mod mi ). Hledané a pak najdeme
jako a =

∑
i aivini .

3A nešlo by to ještě šikovněji? Pokud nám stač́ı existence izomorfismu, tak
stač́ı využ́ıt toho, že injektivńı zobrazeńı mezi množinami o stejném počtu
prvk̊u je automaticky bijekćı.
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Důkaz CRT:
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pro libovolné [a]m ∈ Zm položme f ([a]m) = ([a]m1 , . . . , [a]mk

).
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po dvou), najdeme podle Bezoutovy věty ui a vi tak, že
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prvk̊u je automaticky bijekćı.
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