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Podpologrupy a podgrupy

Je-li (A,-) grupa (pfipadn& pologrupa), pak jeji podmnoZinu

B C A, ktera je uzavfena vi¢i ziZeni operace - a zaroveii je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, -).
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Podpologrupy a podgrupy

Definice

Je-li (A,-) grupa (pfipadn& pologrupa), pak jeji podmnoZinu

B C A, ktera je uzavrena vici zdZeni operace - a zarovefi je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, -).

Véta

| \

Necht (G, o) grupa. Pak ) # H C G je jeji podgrupa prdvé tehdy,
kdyz

Q Va,be H:aobe H,
Q@ VacH:aleH.

A
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Podpologrupy a podgrupy

Definice

Je-li (A,-) grupa (pfipadn& pologrupa), pak jeji podmnoZinu

B C A, ktera je uzavrena vici zdZeni operace - a zarovefi je spolu
s touto operaci grupou (resp. pologrupou) , nazyvdme podgrupa
(resp. podpologrupa) v (A, -).

Véta

| \

Necht (G, o) grupa. Pak ) # H C G je jeji podgrupa prdvé tehdy,
kdyz

Q Va,be H:aobe H,
Q@ VacH:aleH.

v

Snadno se navic vidi, Ze ob& podminky v p¥edchozi vété Ize shrnout
do jediné: Va,b € H:aob 1 € H.
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Q Z je podgrupa aditivnich grup Z,Q, R, C.

@ V3echny podgrupy (Z,+) jsou vy&erpany mnoZinami mZ.

o (R+7') < (R*v )

@ Mnozina A, vSech sudych permutaci na n-prvkové mnoziné je
podgrupou .

Q@ SL,(R) < GL,(R).
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Podgrupa generovana mnozinou

Jsou-li K, L podgrupy grupy G, je zfejm& i jejich prinik (nikoliv
ovdem sjednoceni!) podgrupou G. TotéZ zfejmé& dokonce plati i pro
libovolny (tfeba nekoneny) systém podmnoZin.
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Podgrupa generovana mnozinou

Jsou-li K, L podgrupy grupy G, je zfejm& i jejich prinik (nikoliv
ovdem sjednoceni!) podgrupou G. TotéZ zfejmé& dokonce plati i pro
libovolny (tfeba nekoneny) systém podmnoZin.

Odtud plyne nasledujici definice:

Definice

Je-li M libovolnd podmnoZina grupy G, pak

My= () H

MCH<G

je nejmendi (ve smyslu mnoZinové inkluze) podgrupa G obsahujici
mnozinu M a nazyva se podgrupa generovand mnoZinou M.
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Podgrupa generovana mnozinou

Jsou-li K, L podgrupy grupy G, je zfejm& i jejich prinik (nikoliv
ovdem sjednoceni!) podgrupou G. TotéZ zfejmé& dokonce plati i pro
libovolny (tfeba nekoneny) systém podmnoZin.

Odtud plyne nasledujici definice:

Definice

Je-li M libovolnd podmnoZina grupy G, pak

My= () H

MCH<G

je nejmendi (ve smyslu mnoZinové inkluze) podgrupa G obsahujici
mnozinu M a nazyva se podgrupa generovand mnoZinou M.
Grupa G se nazyva cyklicka, pokud ji Ize vygenerovat nékterym
jejim prvkem, tj. existuje a € G tak, ze G = (a) = ({a}).
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Priklad

o Z=(1).
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o Z=(1).
oV (Zm,+) je Zm = ([m)-
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o Z=(1).
oV (Zm,+) je Zm = ([1]m)-
@ Podobng (Zg,+) = (1) = (3) = (5) = (7).
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o Z=(1).

oV (Zm,+) je Zm = ([1]m).

@ Podobng (Zg,+) = (1) = (3) = (5) = (7).
° (Z7,)=(3)=(5).




Podgrupy, homomorfismy a sou&iny
000®0000000000

o Z=(1).

oV (Zm,+) je Zm = ([1]m)-

@ Podobng (Zg,+) = (1) = (3) = (5) = (7).
° (27,-)=(3)=(5).

o (Zg,-) neni cyklicka.
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o Z=(1).

oV (Zm,+) je Zm = ([1]m)-

@ Podobng (Zg,+) = (1) = (3) = (5) = (7).
° (27,-)=(3)=(5).

o (Zg,-) neni cyklicka.

® Dy, = {(r,s).
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Homomorfismus

Zobrazeni f : (G,-) — (H, o) mezi dvémi grupami (G,-) a (H,o0)
se nazyva homomorfismus grup, jestlize respektuje ndsobeni, tj.
pro viechny prvky a, b € G plati

f(a-b) = f(a)of(b).

PovSimnéme si, Ze ndsobenfi vlevo je uvnitf grupy G predtim, nez
zobrazujeme, zatimco vpravo jde o ndsobeni v H poté, co
zobrazujeme.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H

@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~ L.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati
@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H
@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~ L.

@ obraz podgrupy K < G je podgrupa f(K) < H.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati
@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H
@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~ L.
@ obraz podgrupy K < G je podgrupa f(K) < H.
Q vzorem f~1(K) < G podgrupy K < H je podgrupa.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Véta
Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H

@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~ L.

@ obraz podgrupy K < G je podgrupa f(K) < H.

Q vzorem f~1(K) < G podgrupy K < H je podgrupa.

@ je-li f zarover bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~1 je
homomorfismus.
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P¥imo z definice se snadno ovéFi nasledujici vlastnosti
homomorfismi:

Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati
@ obraz neutralniho prvku eg € G je neutralni prvek v H
@ obraz inverze k prvku je inverzi obrazu, tj. f(a=t) = f(a)~ L.
@ obraz podgrupy K < G je podgrupa f(K) < H.
Q vzorem f~1(K) < G podgrupy K < H je podgrupa.

@ je-li f zarover bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~1 je
homomorfismus.

Q f je injektivni zobrazeni pravé tehdy, kdyZ f~*(ey) = {ec}.
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Definice

Podgrupa, kterd je vzorem jednotkového prvku e € H (tj.
f~1({e})) se nazyva jadro homomorfismu f a zna&ime ji ker f.
Bijektivni homomorfismus grup G a H nazyvame izomorfismus (a
znatime G = H).

Poznamka

Podobné jako v teorii grafii jsou i v algebfe izomorfni objekty
nerozlisitelné.
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Definice

Podgrupa, kterd je vzorem jednotkového prvku e € H (tj.
f~1({e})) se nazyva jadro homomorfismu f a zna&ime ji ker f.
Bijektivni homomorfismus grup G a H nazyvame izomorfismus (a
znatime G = H).

Poznamka

Podobné jako v teorii grafii jsou i v algebfe izomorfni objekty
nerozlisitelné.

Z ptedchozich tvrzeni okamzité vyplyva, Ze homomorfismus
f: G — H s trividlnim jddrem je izomorfismem G na obraz f(G).
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Cyklické grupy jesté jednou

Pro libovolny prvek a v grupé G existuje minimalni podgrupa
{e=2a%a=a',a% a% ...}, kterd jej obsahuje’.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konetnd, nutn& musi jednou nastat p¥ipad a¥ = e.

1Co znamenaji ty mocniny?
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Cyklické grupy jesté jednou

Pro libovolny prvek a v grupé G existuje minimalni podgrupa
{e=2a%a=a',a% a% ...}, kterd jej obsahuje’.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konetnd, nutn& musi jednou nastat p¥ipad a¥ = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame ¥ad prvku a v G. Grupa
G je cyklicka, je-li celé G generované néjakym svym prvkem a
vySe uvedenym zplisobem.

1Co znamenaji ty mocniny?
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Cyklické grupy jesté jednou

Pro libovolny prvek a v grupé G existuje minimalni podgrupa
{e=2a%a=a',a% a% ...}, kterd jej obsahuje’.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konetnd, nutn& musi jednou nastat p¥ipad a¥ = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame ¥ad prvku a v G. Grupa
G je cyklicka, je-li celé G generované néjakym svym prvkem a
vySe uvedenym zpisobem. Zjistit pro konkrétni cyklickou grupu
generdtor je obecné obtiZny problém. | p¥i znalosti generatoru

g € G je ale obecné& velkym problémem zjistit pro dané a € G &islo
k, pro které gk = a (tzv. problém diskrétniho logaritmu je
zakladem mnoha kryptografickych protokolti — ElGamal,
Diffie-Hellman, DSA).

1Co znamenaji ty mocniny?
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Cyklické grupy jesté jednou

Pro libovolny prvek a v grupé G existuje minimalni podgrupa
{e=2a%a=a',a% a% ...}, kterd jej obsahuje’.

Je zjevné, Ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je celd grupa
G konetnd, nutn& musi jednou nastat p¥ipad a¥ = e.

Nejmensi k s touto vlastnosti nazyvame ¥ad prvku a v G. Grupa
G je cyklicka, je-li celé G generované néjakym svym prvkem a
vySe uvedenym zpisobem. Zjistit pro konkrétni cyklickou grupu
generdtor je obecné obtiZny problém. | p¥i znalosti generatoru

g € G je ale obecné& velkym problémem zjistit pro dané a € G &islo
k, pro které gk = a (tzv. problém diskrétniho logaritmu je
zakladem mnoha kryptografickych protokolti — ElGamal,
Diffie-Hellman, DSA). Z definice p¥imo vyplyva, Ze kazd4d cyklicka
grupa je izomorfni bud’ grupé& celych &isel Z (pokud je nekone&nd)
nebo n&které grup& zbytkovych t¥id Zj (kdyz je konena).

1Co znamenaji ty mocniny?
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P¥iklad

(1) Pro kaZdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazenf{
sgn : (X,,0) — (Za,+) ptitazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Z,+) . Jddrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou (tj. tzv.
alterrnujici grupa A,).




P¥iklad

(1) Pro kaZdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazenf{
sgn : (X,,0) — (Za,+) ptitazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Z,+) . Jddrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou (tj. tzv.
alterrnujici grupa A,).

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojihelnika Dg je izomorfni

s grupou permutaci X3. Sta&i zvolit realizaci X3 tak, Ze za
mnozinu t¥ prvki pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a
jednotlivym symetriim pFfitadime permutace téchto vrcholl, které
vyvolaji.




P¥iklad

(1) Pro kaZdou grupu permutaci G = ¥, jsme definovali zobrazenf{
sgn : (X,,0) — (Za,+) ptitazujici permutaci jeji paritu (lichd=1,
sudd=0). Jde o homomorfismus grup (X,,0) a (Z,+) . Jddrem
tohoto homomorfismu jsou permutace se sudou paritou (tj. tzv.
alterrnujici grupa A,).

(2) Grupa symetrii rovnostranného trojihelnika Dg je izomorfni

s grupou permutaci X3. Sta&i zvolit realizaci X3 tak, Ze za
mnozinu t¥ prvki pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a
jednotlivym symetriim pFfitadime permutace téchto vrcholl, které
vyvolaji.

(3) Zobrazeni exp : (R, +) — (R*,-) (nebo C — C\ {0}) je
homomorfismus aditivni grupy redlnych nebo komplexnich é&isel na
multiplikativni grupu kladnych redlnych &isel, resp. na
multiplikativni grupu v8ech nenulovych komplexnich &isel.

V ptipadé redlnych &isel jde o izomorfismus (co je jeho inverzi?).
Pro komplexni &isla dostdvame netrividlni jadro {2k7i; k € Z}.
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Priklad

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skaldrd
z K pfifazuje n&jaky skaldr z K (pracovali jsme s K =7Z,Q, R, C).
Cauchyova vé&ta o determinantu soudinu ¢tvercovych matic
det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ {0}
multiplikativnim homomorfismem grup.
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P¥iklad

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skaldrd
z K pfifazuje n&jaky skaldr z K (pracovali jsme s K =7Z,Q, R, C).
Cauchyova vé&ta o determinantu soudinu ¢tvercovych matic
det(A- B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu

G = GL(n,K) invertibilnich matic je det: G — K\ {0}
multiplikativnim homomorfismem grup.

(5) Grupy zbytkovych t¥id (Zg, +) jsou izomorfni grupdm
komplexnich k—tych odmocnin z jedni¢ky, coZ jsou zaroven
izomorfni obrazy koneénych grup otodeni v roviné o celé nasobky
thlu 2.

(6) Multiplikativni grupa invertibilnich zbytkovych tfid (Z, ) je
izomorfni aditivni grup& (Z,—1,+) (plyne z cykli¢nosti grupy —
pozd&ji snad dokdzeme).
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(P¥imy) sou&in grup

Definice

Pro kazdé dvé grupy (G,-), (H, o) definujeme soutin grup

(G x H, x) takto: Jako mnoZina je G x H skutetn& (kartézsky)
soudin, na kterém definujeme grupové nasobeni po slozkach, tj.

(a,x)* (b,y) =(a:-b,xoy).

| A\

Poznamka

Rozmyslete si, Ze jde o grupu a Ze soudin komutativnich grup je
zase komutativni!

A\
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(P¥imy) sou&in grup

Definice

Pro kazdé dvé grupy (G,-), (H, o) definujeme soutin grup
(G x H, x) takto: Jako mnoZina je G x H skutetn& (kartézsky)
soudin, na kterém definujeme grupové nasobeni po slozkach, tj.

(a,x)* (b,y) =(a:-b,xoy).

| A\

Poznamka

Rozmyslete si, Ze jde o grupu a Ze soudin komutativnich grup je
zase komutativni!

A\

Zobrazeni
pc:GxH>(a,x)—aeG, py:GxH>(a,x)—»xeH
jsou surjektivni homomorfismy (tzv. projekce) s jadry

ker pe = {(e,x); x € H} kerpy = {(a,en);a € G}.
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Priklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soudinu Zy x Zs3.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou dvahou (prostfednictvim
grup symetrii v rovin&) nebo p¥imou konstrukci izomorfismu.

|
N
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P¥iklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soudinu Zy x Zs3.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou dvahou (prostfednictvim
grup symetrii v rovin&) nebo p¥imou konstrukci izomorfismu.

V aditivni notaci vypada izomorfismus takto:

[0]6 — ([0]2, [0]3), [tl6 — ([1]2;[2]3)
[2l6 — ([0]2; [1]3), [3l6 = ([1]2; [0]3)
[4]6 = ([0]2, [2]3), [5]6 = ([1]2,[1]3)
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P¥iklad

(7) Grupa Zg je izomorfni soudinu Zy x Zs3.

Toto Ize nahlédnout bud geometrickou dvahou (prostfednictvim
grup symetrii v rovin&) nebo p¥imou konstrukci izomorfismu.

V aditivni notaci vypada izomorfismus takto:

[0]6 = ([0]2, [0]3), [1]s = ([1]2,[2]3)
[2]6 = ([0]2, [1]3), [3]6 — ([1]2,[0]3)
[4]6 — ([0]2,[2]3), [5]6 — ([1]2,[1]3)
(8) Dihedralni grupa Dg (tj. grupa symetrii &tverce,

(r,s|r* =1,s% = 1,srs = r~1) ) neni izomorfni soutinu Zy x Zg,
prestoZe maji stejny polet prvki (Dg neni komutativni).
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Cinskd zbytkova véta (Chinese remainder theorem)

PY¥edchozi pfiklad je specidlnim p¥ipadem tzv. Cinské zbytkové véty.

Jsou-li k, m nesoudélna, pak

(Zkms +) = (Zi, +) X (Zim, +).-




Podgrupy, homomorfismy a sou&iny

000000000000 e0

Cinskd zbytkova véta (Chinese remainder theorem)

PY¥edchozi pfiklad je specidlnim p¥ipadem tzv. Cinské zbytkové véty.

Jsou-li k, m nesoudélna, pak

(Zkms +) = (Zi, +) X (Zim, +).-

a obecnéji

, Mg po dvou nesoudélnd, pak

Jsou-li my, my, - -

(ZHm;a+) = (Zm17+) x (Zm2?+) X X (kav+)'

Tento izomorfismus se &asto s vyhodou vyuZivd k reprezentaci
velkych C&isel pFi distribuovanych vypocltech pracujicich
s délitelnosti, kdy na kaZdém pocitaci stali pracovat s jednim

(relativné malym) modulem.
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Dikaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznatme m =[], m; a
pro libovolné [a], € Z, polozme f([a]lm) = ([a]m;, - - -, [a]m,)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jddrem?).

2A neslo by to jest& ikovn&ji? Pokud ndm stadl existence izomorfismu, tak
stadi vyuZit toho, Ze injektivni zobrazeni mezi mnoZinami o stejném poctu
prvki je automaticky bijekci.
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Dikaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznatme m =[], m; a
pro libovolné [a], € Z, polozme f([a]lm) = ([a]m;, - - -, [a]m,)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jddrem?).
Zbyva dokdzat, Ze jde i o surjekci, tedy, Ze libovolny prvek

([al]m17 R [ak]mk) € (Zm17+) X X (ka’+)

je obrazem néjakého a € Z,,. To je ale totéz jako najit a € Z
takové, Ze a = a1 (mod my),...,a = ax (mod my), coZ se udéla
malym (ale &ikovnym) trikem:?

2A neslo by to jest& ikovn&ji? Pokud ndm stadl existence izomorfismu, tak
stadi vyuZit toho, Ze injektivni zobrazeni mezi mnoZinami o stejném poctu
prvki je automaticky bijekci.
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Dikaz CRT:

Sestrojime poZadovany izomorfismus f . Oznatme m =[], m; a
pro libovolné [a], € Z, polozme f([a]lm) = ([a]m;, - - -, [a]m,)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jddrem?).
Zbyva dokdzat, Ze jde i o surjekci, tedy, Ze libovolny prvek
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je obrazem néjakého a € Z,,. To je ale totéz jako najit a € Z
takové, Ze a = a1 (mod my),...,a = ax (mod my), coZ se udéla
malym (ale gikovnym) trikem:2 Pro libovolné 1 < i < k polozme
n; = m/m;j a protoze (mj, n;) =1 (zde jsme vyuZili nesoudé&lnost
po dvou), najdeme podle Bezoutovy v&ty u; a v; tak, Ze
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pro libovolné [a], € Z, polozme f([a]lm) = ([a]m;, - - -, [a]m,)-
Snadno se ov&Fi, Ze jde o injektivni homomorfismus (co je jddrem?).
Zbyva dokdzat, Ze jde i o surjekci, tedy, Ze libovolny prvek
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je obrazem néjakého a € Z,,. To je ale totéz jako najit a € Z
takové, Ze a = a1 (mod my),...,a = ax (mod my), coZ se udéla
malym (ale gikovnym) trikem:2 Pro libovolné 1 < i < k polozme
n; = m/m;j a protoze (mj, n;) =1 (zde jsme vyuZili nesoudé&lnost
po dvou), najdeme podle Bezoutovy v&ty u; a v; tak, Ze

uim;i + vin; = 1, tj. vinj =1 (mod m;). Hledané a pak najdeme
jako a = E,- ajvin;.

2A neslo by to jest& ikovn&ji? Pokud ndm stadl existence izomorfismu, tak
stadi vyuZit toho, Ze injektivni zobrazeni mezi mnoZinami o stejném poctu
prvki je automaticky bijekci.
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Rozklady podle podgrup

Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mnoZiné prvki grupy G
definujeme relaci a ~y b jestlize b1 -ac H, tj.al-bec H.
Je to relace ekvivalence:
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Rozklady podle podgrup

Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mnoZiné prvki grupy G
definujeme relaci a ~y b jestlize b1 -ac H, tj.al-bec H.
Je to relace ekvivalence:

eala=ecH,
o jelibl-a=hecH potomal-b=(b1l-a)t=htlcH,

o je-lic™!-b e H aziroveii je b1 -a e H, potom
clia=ctlt-b-bl-aeH.



Rozklady podle podgrup
0@000

Celd grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tfidy rozkladu podle
podgrupy H vzdjemné& ekvivalentnich prvki.
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skute¢né plati, Ze

a-H=1{a-h, he H},
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Celd grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tfidy rozkladu podle
podgrupy H vzdjemné& ekvivalentnich prvki.

T¥du pFisludejici prvku a znatime a- H (zfejmé& a € a- H) a
skute¢né plati, Ze

a-H=1{a-h, he H},

nebot prvek b je ve stejné t¥idé s a, pravé kdy? jde takovymto
zplisobem vyjadfit.

Mnozinu vSech levych t¥id rozkladu podle podgrupy H oznalujeme
G/H.

Obdobné definujeme pravé t¥idy rozkladu H - a. P¥islugna
ekvivalence je: a ~ b, jestlize a- b~! € H. Proto

H\G ={H-a; ac G}.
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Pro tFidy rozkladu grupy plati:
© Levé a pravé tFidy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji
pravé tehdy, kdyZ pro kadé a€ G, h€ H platia-h-a=! ¢ H.
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Pro tFidy rozkladu grupy plati:
© Levé a pravé tFidy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji
pravé tehdy, kdyZ pro kadé a€ G, h€ H platia-h-a=! ¢ H.
@ VSechny tfidy (levé i pravé) maji shodnou mohutnost jako
podgrupa H.
© Zobrazenia-H — H-a~! zaddvd bijekci mezi levymi a
pravymi tfidami rozkladu G podle H.

Poznamka

Rozmyslete si, pro¢ je v poslednim tvrzeni a~! a nikoliv a.
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Disledek

Necht G je kone&nad grupa s n prvky (tj. G je ¥adu n), H jeji
podgrupa. Potom
@ Mohutnost n = |G| je sou¢inem mohutnosti H a mohutnosti
G/H, t
|G| = |G/HI - |H]|

@ P¥irozené &islo |H| je délitelem ¢&isla n.

© Je-lia € G prvek Fadu k, pak k déli n.

Q pro kazdé a € G je 3" = e.

© je-li mohutnost grupy G prvocislo p , pak je G izomorfni
cyklické grupé Z.

Druhému tvrzeni se ¥ikava Lagrangeova véta, predposlednimu mald
Fermatova véta (Last&ji ovéem ve specidlnim p¥ipadé grupy (Z,,))
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Snadnymi disledky p¥edchoziho jsou nasledujici véty:

Véta (Mald Fermatova)

Pro libovolné prvocislo p a ¢&islo a € Z nedélitelné p plati

a”1=1 (mod p).
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Snadnymi dasledky p¥edchoziho jsou nasledujici véty:

Véta (Mald Fermatova)

Pro libovolné prvocislo p a &islo a € 7. nedélitelné p plati

a”1=1 (mod p).

Véta (Eulerova)

Pro libovolné m € N a kazdé a € Z spliiujici (a, m) = 1 plati

a?(m =1 (mod m).
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Podgrupy H, pro které plati, e a- h-a~! € H pro viechna a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy (znatime H < G) . Snadno
se nahlédne platnost néasledujiciho
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Podgrupa H je normdini pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé a € G plati
a-H = H - a (jinymi slovy: levy rozklad G podle podgrupy H je
shodny s pravym rozkladem).
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Normdlni podgrupy

Podgrupy H, pro které plati, e a- h-a~! € H pro viechna a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy (znatime H < G) . Snadno
se nahlédne platnost néasledujiciho

Tvrzeni

Podgrupa H je normdini pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé a € G plati
a-H = H - a (jinymi slovy: levy rozklad G podle podgrupy H je
shodny s pravym rozkladem).

Dusledek

011G, GG
e V komutativni grupé je kaZda podgrupa normalni.

e Je-li H podgrupa kone¢né grupy G, kde |H| =|G|/2, pak je H
normdini.

4
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@ Dihedralni grupa D,, ma vzdy normalni podgrupu izomorfni
Z,. Levy (i pravy) rozklad podle této podgrupy je dvojprvkova
mnoZina

{Zn,s-Zn}.

o (r?) = {id, r?} je normalIni podgrupa v Dg. Levy rozklad podle
této podgrupy je &tyFprvkovd mnoZzina

{{id, r2}, {r, r3}, {s, srz}, {sr, sr3}}.




Pro normalni podgrupy je dob¥e definovdno nasobeni na G/H
vztahem

(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.
Skute&ng, volbou jinych reprezentantl a- h, b- b’ dostaneme opét

stejny vysledek
(a-h-b-H)-H=((a-b)- (b~ -h-b)-H)-H.

Je-li H normdini podgrupou G, tvofi rozklad G /H s nasobenim
definovanym prostfednictvim reprezentanti grupu. Je-li G
komutativni, je i G/H komutativni.




Pro normalni podgrupy je dob¥e definovdno nasobeni na G/H
vztahem

(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.
Skute&ng, volbou jinych reprezentantl a- h, b- b’ dostaneme opét
stejny vysledek

(a-h-b-H)-H=((a-b)- (b~ -h-b)-H)-H.

Véta

Je-li H normdini podgrupou G, tvofi rozklad G /H s nasobenim
definovanym prostfednictvim reprezentanti grupu. Je-li G
komutativni, je i G/H komutativni.

Priklad

nZ={na; acZ} CZ

zaddva pro libovolné n € N podgrupu Z a jeji faktorgrupou (az na
izomorfismus) je aditivni grupa zbytkovych t¥id Z, (p¥itom pro
n =1 jde o trividlni grupu) .
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Jednoduché (prosté) grupy

Naproti tomu existuji i grupy, které nemaji Zddné vlastni normalni
podgrupy, takové grupy se nazyvaji jednoduché (simple). Znalost
téchto grup je velmi dileZitd, protoze z nich je v jistém smyslu
sloZena kazda konecnd grupa.

3255 stran “tvrdé’ matematiky
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Jednoduché (prosté) grupy

Naproti tomu existuji i grupy, které nemaji Zddné vlastni normalni
podgrupy, takové grupy se nazyvaji jednoduché (simple). Znalost
téchto grup je velmi dileZitd, protoze z nich je v jistém smyslu
sloZena kazda konecnd grupa.

Mezi koneénymi komutativnimi grupami je situace skute¢né
jednoducha — prostymi jsou pouze grupy Z, pro prvociselné p
(podobné& i kazdd prosta grupa lichého ¥adu je nutn& izomorfni Z,
— diikaz tohoto faktu je ale zna&n& netrividlni®).
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Jednoduché (prosté) grupy

Naproti tomu existuji i grupy, které nemaji Zddné vlastni normalni
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jednoducha — prostymi jsou pouze grupy Z, pro prvociselné p
(podobné& i kazdd prosta grupa lichého ¥adu je nutn& izomorfni Z,
— diikaz tohoto faktu je ale zna&n& netrividlni®).

V nekomutativnim pt¥ipadé je situace vyrazné sloZitéj$i — aZ v roce
1982 (samozfejmé& s pomoci potitalil) se podafilo zavriit Usili o
Gplnou klasifikaci jednoduchych grup.
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Jednoduché (prosté) grupy

Naproti tomu existuji i grupy, které nemaji Zddné vlastni normalni
podgrupy, takové grupy se nazyvaji jednoduché (simple). Znalost
téchto grup je velmi dileZitd, protoze z nich je v jistém smyslu
sloZena kazda konecnd grupa.

Mezi koneénymi komutativnimi grupami je situace skute¢né
jednoducha — prostymi jsou pouze grupy Z, pro prvociselné p
(podobné& i kazdd prosta grupa lichého ¥adu je nutn& izomorfni Z,
— diikaz tohoto faktu je ale zna&n& netrividlni®).

V nekomutativnim pt¥ipadé je situace vyrazné sloZitéj$i — aZ v roce
1982 (samozfejmé& s pomoci potitalil) se podafilo zavriit Usili o
Gplnou klasifikaci jednoduchych grup.

Napfiklad alternujici grupa A, (tj. podgrupa sudych permutaci
grupy X,) je jednoduchd pro n > 5, z &ehoZ (s pomoci tzv.
Galoisovy teorie) plyne nemoznost existence obecnych vzorci pro
kofeny polynom{ stupné 5 a vyssiho.

3255 stran “tvrdé’ matematiky
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Vztah normalnich podgrup a homomorfismi

V8echna jaddra homomorfismi jsou normalni podgrupy. Naopak,
jestliZze je podgrupa H C G normdlni, pak zobrazeni (projekce na
faktorgrupu)

p:G—G/H, ar—a-H

je surjektivni homomorfismus grup s jadrem H. Skute¢ng, p je
dob¥e definované, p¥imo z definice ndsobeni na G/H je vidét, Ze to
musi byt homomorfismus, ktery je zjevné na. Je tedy vidét, Ze
normalni podgrupy jsou pravé vSechna jadra homomorfismii.



Normdlni podgrupy
00000e

Véty o izomorfismu

V&ta (prvni, zdkladni)

Pro libovolny homomorfismus grup f : G — K je dobFe definovdn
také homomorfismus

f:G/kerf — K, f(a-H) = f(a),

ktery je injektivni.
Zejména dostavame G/ ker f = (G).
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