PAO081: Programovani numerickych
vypoctl

3. Nelinearni rovnice o jedné neznamé

Ales Krenek

jaro 2011

PAO81:
Programovani
numerickych

VYpOCtd

A. Krenek

1/34



PAO81:

Obecné formulace problému Programovani

numerickych
Vypoctd

7 ~ ~ -, o A. Kfenek
& hledame FeSeni rovnice

F x G X

kde alespon jedna z funkci F; G neni linearni
@ viceméng vSechny numerické metody jsou iteracni

@ zaciname s odhadem FeSeni Xg
= v kazdém kroku odhad postupngé zpresiujeme

@ vypocet konCi dosazenim kritéria zastaveni
= dosahli jsme dostatetn€ presné aproximace resSeni
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PA081:

Obecna formulace problému programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

hledame FeSeni rovnice
F x G X

kde alespon jedna z funkci F; G neni linearni
@ viceméng vSechny numerické metody jsou iteracni
@ zaciname s odhadem FeSeni Xg
= v kazdém kroku odhad postupngé zpresiujeme
@ vypocet konCi dosazenim kritéria zastaveni

= dosahli jsme dostatetn€ presné aproximace resSeni
® rovnice nema reseni

= pouzita metoda pro danou rovnici nefunguje

= Spatné jsme odhadli xq

= dosahli jsme faleSného TfesSeni

& zadna metoda neni dokonale univerzalni

@ bez jisté analyzy vlastnosti rovnice se neobejdeme
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Zeleznitni priklad

Kolejnice délky 2d je ohnuta do oblouku tak, ze jeji konce jsou
ve vzalenosti 2a. Jaka je vzdalenost stredu kolejnice od
spojnice krajnich bodti?

@ oznaCime R polomér oblouku, dhel poloviny UseCe,
r hledanou vzdalenost

B

plati rovnice

d R R sin a r R1 cos

B

dosazenim a jednoduchou Upravou

d .
—sin
a

B

hledame pevny bod funkce

B

kandidat na metodu prosté iterace
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PA081:

Metoda prosteé iterace Programovnt

numerickych
Vypoctd

A. KFenek
@ rovnice ve tvaru x F X
@ TeSenim je pevny bod funkce f
@ pocitame opakovang X; 1 T X;
= az k dosazeni kritéria konvergence
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Metoda prosté iterace

i

B

rovnice ve tvaru X T X
TeSenim je pevny bod funkce f
pocitame opakovang X; 1 T Xj

= az k dosazeni kritéria konvergence
kdy a proc€ to funguje? — véta o pevném bodgé
Je-lipro K R funkce f: K ¥ K kontrakce, tj. existuje
q2 0;1 tak,ze8x;y 2K:jfF x Ffy ] qjx Vi,
potom existuje x 2 K takové, Ze pro libovolné xp 2 K je
X limitou posloupnosti x;j 1 F Xj .

idea diikazu

i1 o xj JfF X FXxOj<jxi X ]
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PAO81:
Metoda prosté iterace programovin
Pro Zeleznicni priklad Vvypoctd
A. Kfenek

5 gsin kontrakce?

@ postacujici podminka

@ je zobrazeni

8x2K:f'x <1 tedy cos <

oo

@ gsin bude mit feSeni v arccos §;
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PAO81:
Metoda prosté iterace programoven
Pro Zeleznicni priklad Vvypoctd

A. Kfenek

. gsin kontrakce?

@ postacujici podminka

B

je zobrazeni

8x2K:f"x <1 tedy cos <3

® gsin bude mit feSeni v arccos %; >

@ implementacn€é velmi jednoducha metoda
@ zdanlivé velmi specialni pripad
= TeSeny problém lze €asto transformovat, aby spliioval
podminku kontrakce

@ rychlost konvergence zéalezi na vlastnostech £ x
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PAO81:

H Iedé.nl, kO\I:ena Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ pro rovnici F x G x uvazujeme f X Fx Gx

8

provedeme separaci korenti ¥ x
= definicni obor ¥ x rozdgélime na intervaly a;j;b;j
v kazdém aj;b; ma funkce praveé jeden koren
= f a f b <0
= f jena aj;b; spojita

8

@ nepovede-li se separace dokonale, musime byt pripraveni
na nasledky

B

vybereme vhodnou metodu hledani korene na aj; bj

B

stanovime konkrétni podminku ukonteni
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o PA081:' )
Separace korenu rrogramovin
Vypoctd

Spojita funkce
A. KFenek
@ mame Stésti a F je spojita, plati varianta vety o stredni
hodnoté
Je-li f na a;b spojitaiaf a f b <O, existujex2 a;b
tak, ze ¥ x 0

Q
+o
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PA081:

Separace korenl Programovini

numerickych
A3 VYpOCtd
Nespojita funkce yp

A. Kfenek

@ neni-li ¥ spojita, ale je ohranicena
=  KFizi* osu X v bod€ nespojitosti
= numericky nerozliSitelné od korene
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PA081:

Separace korenl Programovini

numerickych

A3 VYpOCtd

Nespojité funkce ”
A. Kfenek

@ neni-li ¥ spojita, ale je ohranicena
=  KFizi* osu X v bod€ nespojitosti
= numericky nerozliSitelné od korene

@ neni-li ani ohraniCena
= napr. 2
= nékteré metody najdou ,.koren“ v c
= spadno identifikovatelny problém
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Separace korenl
Patologické pripady

PAO81:
Programovani
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Vypoctd

A. Kfenek
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PA081:

Separace korenl Programovini

numerickych
. o Vypoctd
Prakticky postup yp

A. Kfenek

@ zakladni analyza vlastnosti ¥ je nezastupitelna
= netusime-li vlibec, zdali ma koreny, kde jsou, kolik jich je
atd., je problém zpravidla nékde jinde
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PAO81:

Separace korenl programovin

numerickych

q o VYpOCtd

Prakticky postup "
A. Kfenek

@ zakladni analyza vlastnosti ¥ je nezastupitelna

= netusime-li vlibec, zdali ma koreny, kde jsou, kolik jich je
atd., je problém zpravidla nékde jinde

@ algoritmus ,look inward*“ (NRC)

= alespon nahrubo zndme interval, kde by koren mégl byt
= rozd€élime na n mensich a postupng& prohledavame
= v pripadg€ netspéchu miizeme opakovat s Vetsim n
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PAO81:
S k Yd [ Programovani
eparace Orenu numerickych
Prakticky postup vypoctd

A. Kfenek

@ zakladni analyza vlastnosti ¥ je nezastupitelna
= netusime-li vlibec, zdali ma koreny, kde jsou, kolik jich je
atd., je problém zpravidla nékde jinde

@ algoritmus ,look inward*“ (NRC)
= alespon nahrubo zndme interval, kde by koren mégl byt
= rozd€élime na n mensich a postupng& prohledavame
= v pripadg€ netspéchu miizeme opakovat s Vetsim n

@ algoritmus ,look outward* (NRC)
= posledni zoufaly pokus
= pocatecni interval expandujeme exponencialng na tu
stranu, kde se funkce bliZi k ose x
= zpravidla funguje pro funkce, které maji prox ¥ 1
opacné zneménko
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Separace korenl

Algoritmus ,,look inward*

void zbrak(float (*fx)(float), float x1, float x2,

{

float xbl[], float xb2[], int *nb)

int nbb,i;
float x,fp,fc,dx;
nbb=0;
dx=(x2-x1)/n;
fp=Ctx) (x=x1);
for (i=1;i<=n;i++) {
fe=C*fxX) (X += dx);
if (fc*fp <= 0.0) {
Xb1l[++nbb]=x-dx;
Xxb2[nbb]=x;
if(*nb == nbb) return;
3
fp=fc;
3
*nb = nbb;

int n,

PAO81.
Programovani
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A. Kfenek
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PAO81.
Programovani

Separace korenl omerckgon

Vypoctd

Algoritmus ,,look outward*
A. Kfenek

int zbrac(float (*func)(float), float *x1, float *x2)
{
int j;
float f1,12;
Ff1=C*func) (*x1);
f2=C*func) (*x2);
for (J=1;jJ<=NTRY;j++) {
if (fF1*f2 < 0.0) return 1;
it (fabs(fl) < fabs(f2))
Ffl=C*func) (*x1 += FACTOR*(*x1-*x2));
else
f2=C*func) (*x2 += FACTOR*(*x2-*x1));

}

return O;
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PAO81:

Metoda ptleni intervall programovant

numerickych
- . VYpOCtd
Princip

A. Kfenek

@ zaCiname se separovanym korenem
= pro dany interval a;b platif a f b <O

B

neni-li % presng koren, plati pravé jedna nerovnost

f 22,0 P2

fb <O
2 2

8

interval rozptilime a pokracujeme rekurzivng

B

metoda vzdy dokonverguje ke koreni nebo k singularité

B

je-li jich vice, odhali jen jeden
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PAO81:

Metoda ptleni intervall programovant

numerickych
Vypoctd
Konvergence

) ) - ) - A. Kfenek
@ je-li pozadovanda presnost , je treba

b a
n log, ——
iteracnich krokti
@ linearni rychlost konvergence
= v kazdém kroku pribyvéa konstatng platnych Cislic presnosti
@ kritéria ukonceni
= jsou-li a;b Fadové srovnatelna, nema smysl vice iteraci nez
nez pocet bitl mantisy
= v opatném pripadé opet musime vEdEt, co chceme
= standardngé se pouziva zastaveni pri velikosti intervalu
jaj  jbj
2
kde je presnost daného datového typu
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PAO81:

Metoda ptleni intervall programovant

numerickych
Vypoctd
Konvergence

) ) - ) - A. Kfenek
@ je-li pozadovanda presnost , je treba

b a
n log, ——
iteracnich krokti
@ linearni rychlost konvergence
= v kazdém kroku pribyvéa konstatng platnych Cislic presnosti
@ kritéria ukonceni
= jsou-li a;b Fadové srovnatelna, nema smysl vice iteraci nez
nez pocet bitl mantisy
= v opatném pripadé opet musime vEdEt, co chceme
= standardngé se pouziva zastaveni pri velikosti intervalu
jaj  jbj
2
kde je presnost daného datového typu

@ metoda je robustni ale relativné pomala
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Metoda ptleni intervall

float rtbis(float (*func)(float), float x1, float x2,

{

float xacc,int *iter)

int j;
float dx,f,fmid,xmid,rtb;
f=C*func) (x1);
fmid=C*func) (x2);
rtb = £ < 0.0 ? (dx=x2-x1,x1) : (dx=x1-x2,x2);
for (J=1;j<=IMAX;j++) {
fmid=C*func) (xmid=rtb+(dx *= 0.5));
if (fmid <= 0.0) rtb=xmid;
if (fabs(dx) < xacc || fmid == 0.0) {
*iter = j;
return rtb;

PAO81.
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
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PAO81:

Newtonova metoda Programovént

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

také Newton-Raphsonova metoda

B

odvozena z Taylorova rozvoje x Xi ;

in i in fOX i ol

B

zanedbame vySsi derivace
1@
L Xi

! il Xi

B

opakujeme iteracni krok

fxi

Xi1 X 9
1

B

nutno spocitat i derivaci
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PAO81:

Newtonova metoda Programovént

numerickych
Konvergence VYpOEth
A. Kfenek
@ oznaCime x koren, a jodchylky xX; X

) ) ) L Xi ) T Xi
X i1 Xii1 Xj 9 x; X i W
tedy i1 i ffo))((ii
@ Taylorlv rozvoj
200 ;
0 f X T Xj ifo Xij £ ol
kde i2 0; i
= podélenim f° x; a dosazenim dostaneme
?fOO i
Pt ' 2F0 Xj

@ kvadraticka konvergence
= v kazdém kroku se zdvojnasobi pocet platnych Tislic
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PAO81:
Newtonova metoda numerickych
Nesvary Pt
A. Kfenek

@ Spatna globalni konvergence
= velka citlivost na lokalni vlastnosti f mimo koren

o

/ |

@ prakticky nepouzitelna sama o sobg

= nutno kombinovat s jinymi metodami
= vhodna k ,,vyleSténi“ nahrubo nalezeného korene
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PAOS1
Newtonova metoda e
Vypoctd

A. Kfenek

float rtnewt(void (*funcd)(float, float *, float *),
float x1, float x2, float xacc)
{
int j;
float df,dx,f,rtn;
rtn=0.5*(x1+x2);
for (J=1;j)<=IMAX;j++) {
(*funcd) (rtn, &f,&df);
dx=F/df;
rtn -= dx;
if ((X1-rtn)*(rtn-x2) < 0.0) {
/* chyba, utekli jsme */
return O;

ifT (fabs(dx) < xacc) return rtn;
¥
/* PFil

iS mnoho iteraci */
return O;
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PA081:

Seminewtonovské metody s

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ vypocet derivace nemusi byt mozny nebo Zadouci

@ aproximace

£ x f x f x

neni vhodna

= potrebuji 2 vyhodnoceni T, tj. rychost konvergence jen p2
= malé - numericka nestabilita
= velké - nepresnost

@ seminewtonovské metody — aproximace derivace ,,uvnitr*
= metoda secen
= metoda regula falsi
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PA081:

Seminewtonovské metody s

numerickych
= Vypoctd
Metoda secen P
A. Kfenek

@ derivace je aproximovana smérnici spojnice dvou odhadti

5

@ vzdy pocita s poslednimi
dvéma odhady
@ konverguje obecng rychleji
= zlaty Tez (1.618...)
@ muZze porusit separaci
korene
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H z PA081:' )
Seminewtonovské metody Programovin
Regula falsi vypoctt

A. KFenek

@ dUsledn& zachovava separaci korene

@ Vv pripad€ potreby pouzije starSi odhad
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H z PA081:' )
Seminewtonovské metody Programovin
Regula falsi vypoctt

A. KFenek

@ dUsledn& zachovava separaci korene

@ Vv pripad€ potreby pouzije starSi odhad

S

@ v patologickych pripadech pomala konvergence

22/34



PAO81:

Riddersova metoda Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

patologické chovani predchozich metod
= jednim z dlivodi je proloZeni primkou

8

idea Riddersovy metody — prolozit exponencialou

px a be

B

potrebné 3 body Xg; X1; X2, 0mezené na
X1 Xp X2 X1 d

B

p X Ovbodé

T Xo f X1
Inb f x3 f %o
— kd
Ina € fxo Fxa

T Xo af x;
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PAO81:

Riddersova metoda Programovani

numerickych
Vypoctd

X 3 G ~ - o ~ s 2 oy A. Kfenek
@ vyzaduje vypocet dvou logaritmu, priliS narocné

@ nahrazeno aproximaci

u b 1

u3l u? b 1

20 dv3 v2 kde a 1
V —

a 1

® Ridders, C. A new algorithm for computing a single root of a real
continuous function. IEEE Transactions on Circuits and Systems
26: 979-980, 1979.

@ X4 vzdy spadne do Xg; X2

@ vybereme nejblizSi z Xg; X1; X2 a dopoCitame treti do
stejné vzdalenosti

= rychlost konvergence 2

= po krocich kvadraticky, ale vyZzaduje dvoji vyhodnoceni
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Brentova metoda

= plleni intervalu jako bezpetny zaklad
@ prolozeni inverzni kvadratickou funkci pro urychleni
konvergence
= X jako kvadraticka funkce y

@ opét tri aktualni body odhadu X3 ; X2; X3, vypocCet vede na

kde P;Q jsou vyjadreny z X3;X2; Xz a f X3 ;F X2 ; F X3
elementarnimi aritmetickymi operacemi
@ algoritmus hlida zejména jQj O, jinak se vraci k ptleni
intervall
@ prakticky zrejme nejuniverzalngjsi metoda
= nejsou-li k dispozici derivace
= nereSime-li specialni pripad, kde jind metoda funguje Iépe
a/nebo rychleji

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek
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PAO81:
Domaci tkol o
Vypoctd
@ implementujte FeSeni Zeleznicniho prikladu probranymi A. KFenek
z4kladnimi metodami
= prostéa iterace, Newton, ptileni intervalti, seCny a/nebo
regula falsi
= vstupem je i poZzadovana presnost vysledku (vzdalenost
stredu od spojnice)
= testujte na vice rtiznych vstupech
@ pro kazdou metodu naleznéte co nejlepsi separaci
korene/pocatecni odhad
= bezpeC€n€ - bude konvergovat
= co nejlepSi konvergence

@ odevzdejte

= implementaci ve svém oblibeném programovacim jazyce
= zhodnoceni konvergence metod pro tento priklad
= primérené komentare k volb€ pocatecnich hodnot

@ hodnoceni: 2 body
= akceptuji tymové FeSeni (skupinky 2-3)
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PAO81:

DoméCi l:l kOI Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ numericky stabini FeSeni i pro velmi malo odliSnd a a d
v zadani
= napoveda: diiveryhodnost metody se projevi srovnanim
vypocteného poloméru zakFiveni
= hodnoceni: 2 body
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, . PAO81:
Programovani
DomaC| U kOI numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ numericky stabini FeSeni i pro velmi malo odliSnd a a d
v zadani
= napoveda: diiveryhodnost metody se projevi srovnanim
vypocteného poloméru zakFiveni
= hodnoceni: 2 body

@ pripravte kratkou prezentaci nejzajimavgjsich fenomént
= hodnoceni: 1 bod
@ termin: 31.3.2011
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PA081:

KO‘I:eny polynoma Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ specialni pripad nelinearni rovnice
= |ze aplikovat zjednodusené (rychlejsi, presngjsi) FeSeni

= silngjsi sklony ke Spatnému chovani
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PAO81:

Ko\feny pOIynoma Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ specialni pripad nelinearni rovnice
= |ze aplikovat zjednodusené (rychlejsi, presngjsi) FeSeni

= silngjsi sklony ke Spatnému chovani

@ Spatnd podmingnost, napr. Wilkinsontiv polynom

““““ =1

v =i
Wn X X i A I

@ realny polynom stupng& n ma n korent
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PA081:

KO‘I:eny polynoma Programovani

numerickych

T - VYpOCtd

Potencialni problémy o
A. Kfenek

@ nasobné koreny

= derivace jsou nulové, selhdvaji Newtonova a
seminewtonovské metody
= sudé nasobné koreny nelze separovat

@ koreny mohou byt komplexni, co s nimi?
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PA081:

KO‘I:eny polynoma Programovani

numerickych
. - o VYpOCtd
Faktorizace korentl

A. Kfenek

@ pro realny koren
Pn X X Xpn Qn 1 X
@ pro dvojici komplexnich koFenti

Pn X X a ib x a ib Qn2Xx

x? 2ax a? b?Qp 2 x
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PAO81:

Ko\feny pOIynoma Programovani

numerickych

. - o VYpOCtd

Faktorizace korentl
A. Kfenek

@ pro realny koren
Pn X X Xpn Qn 1 X
@ pro dvojici komplexnich koFenti

Pn X X a ib x a ib Q, 2 X

x? 2ax a’ b?Qnp 2 X

@ zname-li X, dokdZzeme spocCitat koeficienty Q X

o QiX :ii X Xp
Xndo Jo Xndi1 X Q01 XnQ2
a tedy
Po . Pi Qi
do Xn di Xn
@ analogicky opachym smérem, pocinaje qn
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PAO81:

KO\I:eny pOIynoma Programovani

numerickych
. - o VYpOCtd
Faktorizace korentl

A. Kfenek

@ dvojita rekurentni formule, hrozi numericka nestabilita
= vypocCteme nepresné koeficienty Qn 1, pouzijeme
k vypoCtu Qp, », ...
@ stabilni chovani
= koren s nejvetsi absolutni hodnotou, poCitame od qo
= koren s nejmensi absolutni hodnotou, pocitame od gn,
@  lesténi korend*
= postupng nalezené koreny chapeme jako aproximaci
= pouzijeme v ptivodnim P X napr. do Newtonovy metody
= prilis velka chyba mtiZze svést lesténi k jinému korenu
(Ize ohlidat)
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PAO81:

KO\I:eny pOIynoma Programovani

numerickych
= Sz VYpOCtd
PFimocara metoda

A. Kfenek

@ odchytime redlny koren drive popsanymi metodami

= separace metodou pokusu a omylu
= TeSeni zpravidla Newtonovou metodou

= vypocet derivace polynomu je trivialni
@ provedeme faktorizaci, opakujeme pro dalSi realny koren
= zpravidla vCetng ,leSténi*
@ nasledng faktorizace kvadratickych polynomti

= Mullerova metoda — zobecn&ni metody seCen, aproximace
parabolou

= Bairstowova metoda — vede na Newtonovu metodu ve dvou
dimenzich
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37 o PAO81:
Programovani
KO reny pOIynomu numerickych
DalSi metody Vypottd
A. Kfenek

® Laguerre
= jteracni hledani jednoho korene vcetné komplexnich
= trikovd manipulace s InjP x j a jeho derivacemi
= funguje i pro komplexni koeficienty
= faktorizace a opakované pouziti
= jteracni krok lze pouzit k lesténi
@ Jenkins-Traub
= propracovana metoda, zaklad obecnych knihoven
= odvozeni vyZaduje 4 kapitoly v knize ...
@ Lehmer-Shur
= generalizace separace korenti na kruhy v komplexni roving
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Koreny polynomt

Vlastni hodnoty matic

@ vlastni hodnoty matice A jsou koreny charakteristického

polynomu
P x detjA xlj

& |ze zkonstuovat matici

0 Pm 1 Pm 2 &1
Pm Pm Pm
1 0 B 0
A 0 1 388 0
0 0 0
P ]
pix'

jejiz charakteristicky polynom je pravé P x
@ lze aplikovat metody hledani vlastnich hodnot
= zpravidla pomalejsi ale celkové robustngjsi

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek
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