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Rozklad matic
na singularni
hodnoty

libovolnou realnou (i komplexni) matici Ize rozlozit

e
T 0 0 0T
Av N Uun NN Vyn Usym MmN VNN
@ U je sloupcoveé ortogonalni
= az na nulové sloupce v pripadé M N
@ diagonalni a V ortogonalni
@ rozklad je unikatni az na

= soutasnou perumutaci sloupcti vSech t¥i matic
= linearni kombinaci sloupcti U; V odpovidajicich nulovym ;
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Rozklad matic

na singularni
hodnoty

@ A je slozeni transformaci

= rotace/zrcadleni Vv 1!
= zvétSeni/zmenseni faktory ; ve smérech e;, vCetné

degenerace ( § 0)
= rotace/zrcadleni a projekce do méné/vice dimenzi U
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@ A je slozeni transformaci

= rotace/zrcadleni Vv 1!
= zvétSeni/zmenseni faktory ; ve smérech e;, vCetné

degenerace ( § 0)
= rotace/zrcadleni a projekce do méné/vice dimenzi U

@ obor hodnot zobrazeni A
= sloupce U odpovidajici nenulovym ; jsou jeho generatory
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Rozklad matic

na singularni
hodnoty

@ A je slozeni transformaci
= rotace/zrcadleni V !
= zvétSeni/zmenseni faktory

degenerace ( § 0)
= rotace/zrcadleni a projekce do méné/vice dimenzi U

i ve smérech e;, vcetné

= obor hodnot zobrazeni A

= sloupce U odpovidajici nenulovym ; jsou jeho generatory

= nulovy prostor N A  fx 2RV :Ax 0Og
= Yadky V' odpovidajici nulovym ; jsou jeho generétory
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Rozklad matic
na singularni
hodnoty

B

,»0ddgleni zrna od plev*

B

sloupce U a V jsou kolmé a normované

B

veskeré potencialni degenerace soustredény do
= singularity A odpovidaji nulovym ;
= vcetné numerickych ( ; 0)

B

numericky velmi stabilni algoritmus dekompozice

@ lze pouzit na Ffeseni systém linearnich rovnic

= M <N aM N singularni: reprezentant feSeni + generator
prostoru
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Rozklad matic na singularni hodnoty

PouzitiproM N

@ TeSeni systému rovnic, resp. vypocet inverzni matice
Al Vvdiagi1=; UT

@ kdy to nejde
= jedno nebo vice ; je nulovych — A byla singularni

2 min= max < (Spatn€ podminéna matice) — standardni

metody FeSeni selhaly
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Rozklad matic
na singularni

@ TeSeni systému rovnic, resp. vypocet inverzni matice hodrnoty

Al Vvdiagi1=; UT

8

kdy to nejde
= jedno nebo vice ; je nulovych — A byla singularni
min= max < (Spatn€ podminéna matice) — standardni
metody FeSeni selhaly

&

@ oznacme oG C #
giag =+ 70

9 o i 0
rovnice Ax b nemusi mit FfeSeni, presto zkusime
x V Wb

8
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PouzitiproM N
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Rozklad matic
= hledame nejblizsi Fesent, tj. minimalizujeme jAx  bj hodnoty
= prolibovolné xX’jeAx x° b Ax b b’ kdeb® Ax
jAx b B ju Vvl Vv WUTb b b
ju W 1 b b
ju ® 11U UL j
i % 11U U
@ 0 | je diagonalni s nenulovymi prvky pro ; O
= b’ je v oboru hodnot A, tedy U™ ma nenulové prvky pravé

pro ; O
= minimum pravé prob” Oatedyix’ 0O
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Rozklad matic na singularni hodnoty

PouzitiproM N

solutions of
A-x=d

solutions of
A-x=¢

SVD “solution”
ofA-x=c¢

range of A
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SVD solution of
A-x=d
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Rozklad matic na singularni hodnoty
Pouziti pro M N - prakticky

@ singularitu A detekujeme podle ; O
“““““ VvV Wb
@ dosazenim ovérime, zda je to presné Feseni
= kdyZ ne, vime, Ze presné FeSeni neexistuje
= mame nejbliZsi aproximaci
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Pouziti pro M N - prakticky vypottl
A. Kfenek

Rozklad matic
na singularni
hodnoty

B

singularitu A detekujeme podle ; O
= vypotteme nejbliZ&i FeSeni jakox V UTb
dosazenim ovérime, zda je to presné Feseni

= kdyZ ne, vime, Ze presné FeSeni neexistuje
= mame nejbliZsi aproximaci

8

B

Spatn€ podminénd matice j maxj J minl
= lépe v ®vynulovat i takova
= paradoxni — zahazujeme €ast vstupni informace
= v praxi dava lepsi vysledky — prave tento vstup ma tendenci
Skodit
= stanoveni prahu ; 0 neni trivialni
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Rozklad matic na singularni hodnoty
PouzitiproM N

@ méng rovnic, M <N

@ nekone€tné& mnoho Feseni

@ rozklad na singularni hodnoty - N M nulovych
= nemusi byt presng nulové (numerické nepresnosti)
= muze jich byt vice diky dal$im singularitam

= 0 yypotitame vynulovanim problematickych ;

@ primo vypocCteme reprezentativni feSeni x
= vCetn€ ovéreni, zda je skute€ng& FfeSenim

@ sloupce V odpovidajici nulovanym ; generuji prostor

dalSich FeSeni
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Rozklad matic
na singularni
hodnoty
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Rozklad matic

na singularni
hodnoty

& vice rovnic, M > N
@ neexistuje presné reseni, hledame nejblizsi aproximaci

@ rozklad na singularni hodnoty

= obecn€& nemusi dat zddna nulova ;
= ziskame nejblizsi aproximaci Fe$eni, viz naznaceny diikaz
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Rozklad matic
na singularni

vice rovnic, M > N hodnoty
@ neexistuje presné reseni, hledame nejblizsi aproximaci
rozklad na singularni hodnoty
= obecn€& nemusi dat zddna nulova ;
= ziskame nejblizsi aproximaci Fe$eni, viz naznaceny diikaz
(skoro) nulové singularni hodnoty

= skrytd degenerace systému
= muze vést na jedno nebo i vice presnych TeSeni

B

B

B
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Rozklad matic
na singularni

vice rovnic, M > N hodnoty

B

@ neexistuje presné reseni, hledame nejblizsi aproximaci

B

rozklad na singularni hodnoty

= obecn€& nemusi dat zddna nulova ;
= ziskame nejblizsi aproximaci Fe$eni, viz naznaceny diikaz

B

(skoro) nulové singularni hodnoty

= skrytd degenerace systému
= muze vést na jedno nebo i vice presnych TeSeni

B

velmi malé singularni hodnoty

= ukazuji na nizkou citlivost problému
= pravé ve smérech odpovidajicich sloupcti V
= zpravidla Iépe vynulovat v °

10/18



PAO81:
Programovani

Rozklad matic na singularni hodnoty rogramavin
Vypoctd

Aproximace matic
A. KFenek

Rozklad matic

na singularni
hodnoty

@ plvodni matici Ize vyjadrit
X
Aij kUikVjk
K

@ je-li vétSina ; skoro nulovych

& ma smysl ukladat jen nékolik sloupcti U a V
= stale dostdvdme pomeérng presnou aproximaci A

@ nasobeni Ax je vyrazng efektivngjSi—- K M N operaci
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Rozklad matic

na singularni

@ numericky stabilni implementace postupu v dtikazu véty WL

@ vyuziva fadu pomocnych tvrzeni
@ relativngé komplikovany, ale primocary
@ vyjimecng stabilni
= zameéreni na vytazeni problematickych vlastnosti A do
@ pouzijeme existujici implementaci :-)
= Uz to za nas jednou nékdo udglal

= dal3i vylep3ujici triky dodavatelti knihoven
= nezbavuje to odpovédnosti za interpretaci vysledku

@ plvodni algoritmus Golub a Reinsch, Singular value
decomposition and least squares solutions, 1970
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@ vlastni hodnoty a vektory matice (transformace)

AX X Vlastni

hodnoty a
vektory

@ vice viz kursy linearni algebry
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@ numericky velmi neprijemny problém S
= jeSte jasngjsi pripad, kdy sahnout k hotovym Fedenim v

@ rtizné varianty pro rtizné pripady
= realné a komplexni
= vlastni hodnoty, vektory, oboji
= rfizné specialni typy matic
vztah k singularnim hodnotam
= sloupce U v SVD jsou vlastni vektory AAT
= nenulové singularni hodnoty jsou odmocniny nenulovych
vlastnich hodnot AA"

8
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& PAO81
= hledani korenti polynomti
= superpozice mnoziny bodt :]/Izstm’
odnoty a
vektory
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Vlastni hodnoty a vektory

Pouziti

@ PAO81
= hledani korenti polynomti
= superpozice mnoziny bodt

@ Kritické body funkce vice proménnych

&

&

prvni parcialni derivace jsou nulové
Hessian (matice druhych parcialnich derivaci) urcuje
aproximaci kvadrikou v daném bodg
symetricka matice — redlné hodnoty, ortonormalni vektory
extrémy — vSechny kladné, sedla — nékteré zaporné

absolutni hodnoty

urcuji tvar, vektory orientaci
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Vlastni hodnoty a vektory
Pouziti
@ kritické body vektorového pole

= velikost vektoru je nulova
= Jakobian (matice prvnich parcialnich derivaci)

Attracting Attracting
node focus
R1,R2<0 R1=R2<0
= M=-2<0

Saddle Center
point R1=R2=0
R1<0 =-1<0
R2>0
M=12=0
Repelling Repeliing
node focus
R1,R2>0 R1=R2>0
nN=12=0 H=-2<0
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@ Schrodingerova rovnice
Vlastni

= TeSenf a interpretace specialnich pripadt
hodnoty a
vektory
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@ Schrodingerova rovnice
= TeSenf a interpretace specialnich pripadt Viastni
) ) . hodnoty a
@ statistika — hlavni komponenty VELSE)
= charakteristika korelace veli€in
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Vlastni
hodnoty a
vektory

@ zpracovani obrazu
= obrazky obliCejti
= napr. 200 200 pixeld
= vektory o 40.000 dimenzich

= vlastni vektory matice kovariance :
= vyznamngjsi lze pouzit jako generatory
= pouZziti pri rozpoznavani tvari ]
¥ i
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