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Energeticky proces chemickijch reakct

e rlizné energetické stavy molekuly
e napf. komplex AB méné stabilni neZ individudlni vyskyt
molekul A, B
e pfi pfechodu mezi energ. stavy dochazi k vyméné energie
e energie pozadovana pro aktivaci procesu (aktivaZni energie)
e energie uvoln&na b&hem procesu (volna energie)

pro biologicky systém je zdrojem vétSiny energie metabolismus

absolutni teplota ovliviiuje kinetickou energii molekul

pro reakci (Gsp&nou kolizi) musi byt splnéno:
e spravnd prostorova konfigurace (orientace) molekul
o dostatek kinetické energie



MODELOVANI DYNAMIKY TRANSKRIPCNI REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVNI METODY DETERMINIS

Model dynamiky chemickych reakct

o fixujeme-li konstantni teplotu, objem a tlak, orientace a
kineticka energie molekul je stochastickym jevem
e uvazujeme dobfe promichané médium
o |ze definovat primérnou pravdépodobnost kolize molekul v
Casovém okamZiku
e urleno fyzikalnimi vlastnostmi reagujicich molekul

e mame-li Ny molekul latky S; a N> molekul latky S, pak
ndhodnou proménnou x charakterizujici pravdépodobnost
kolize daného po¢tu molekul 51 a S, v &asovém okamZiku dt
Ize modelovat:

X:(C-dt)~N1~N2

e predpokldddme S; a S, rlizné latky

e ¢ je stochastickd konstanta charakterizujici priimé&rnou
frekvenci Usp&Snych kolizi molekul S; a S, za jednotku &asu

e dt uvaZovano limitné
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Model dynamiky chemickych reakct

e zdvislost frekvence kolizi ¢ na absolutni teplot& T (Arheniiv

zdkon):
Cx eRT

o E, ... aktivaéni energie reakce
e R ... plynova konstanta

e rovnovazny pomér frekvence dopfedné a zpétné reakce u

reversibilnich reakci: ae

Keq = e_ﬁ

e AG ... volnd energie vymé&néna pfi reakci

e napf. komplex kooperujicich TF ma vyssi stabilitu
Polach K. J., Widom J., A Model for the Cooperative Binding of Eukaryotic Regulatory Proteins to
Nucleosomal Target Sites, Journal of Molecular Biology, Volume 258, Issue 5, 24 May 1996, Pages
800-812, ISSN 0022-2836, DOI: 10.1006/jmbi.1996.0288.
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Stochasticky model reakéni dynamiky

e uvazujme systém n substanci S = {51, ..., S} provdzanych m
reakcemi R = {R1, ..., Rm}

e uvaZujeme pouze reakce 1. a 2. Fadu

e systém zapisujeme pomoci stoichiometrické matice M
rozméru n X m:

M — —K, je-li K - S; reaktantem R;
v K,je-li K - 5; produktem R;

e z3avislé reakce:

dep(R,-, RJ) & k. /\/lk,' . Mkj <0
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Stochasticky model reakéni dynamiky

e polet molekul substance S; v &ase t budeme zna&it N;(t)

e nahodnou proménnou rozloZeni po¢td molekul substanci v
Case t charakterizujeme vektorem:

X(t) = (Ni(t), ..., Ny(t))

e vyvoj tohoto rozlozeni X(t) v &ase charakterizujeme jako
stochasticky proces:

{X(t)|t € RT}
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Motiwace pro spojity Markoviv retézec

e stochasticky proces {X(t)|t € R"}
e spojity ¢as pobytu ve stavu

e |ze zachytit rozloZzenim W samplujicim “¢ekaci” dobu mezi
zménami stavl

e pozadujeme markovskou vlastnost nezavislosti na historii:
Pr{U>t+7|U>7}=Pr{U >t}

e tuto vlastnost ma exponencidlné distribuovand proménna
o W ~ Exp()\)
° % ... primérna &ekaci doba
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Exponencidlni rozloZent

X ~ Exp(X)
pokud:
e ™™ x>0,
fx(x) = { .
0, Jinak.

Pro distribuéni funkci dostavame:

0, x < 0,
Fx(x) = {1 _e M x>0

St¥edni hodnota:

APROXIMATIVNI METODY DETERMINIS
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Exponencidlni rozloZent
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Stochasticky model reakéni dynamiky

interleaving: p¥i pfechodu X(t) — X(t + dt) je updatovdna pravé
jedna slozka X

e provedeni pravé jedné reakce z R
e provedeni reakce uvaZovano jako okamzity jev (trva nulovy &as)

e ve stavu X(t) = (N, ..., N,) je doba do provedeni lib. reakce
R; € R charakterizovéna rozloZzenim Exp(x;(X, ¢;))

Ri 0 — Xi(X,ci) =ci-dt

Ri S — % xi(X,c) = (ci - dt) - N

Ri [ Sp+Sq—+ | xi(X,c)=(ci-dt)-N,- N,
R; 25 — * Xi(X,¢i) = (¢ - dt) - W

e doba do nejblizsi reakce ma rozloZeni Exp(x(X, c)), kde
X(X,0) =Y xi(X,c),  c={ct,rCm)
i=1

e pravdépodobnost provedeni reakce R;: P(R;) = %
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Stochasticky model reakéni dynamiky

R1 5 N X1 = (C1 . dt) - Ny
R> S, N X2 = (C2 . dt) - N>
R3 51+52i> X3:(C3~dt)-N1-N2
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Monte Carlo simulace

Gillespiho primd metoda

1. inicializace X(0)

2. vypoet x;(X, ¢;) Vi € {1,..., m} v aktudlnim stavu X

3. vypotet x(X,c) =Y xi(X, )

4. simulace doby 7 do nésledujici udélosti — sampluj 7 € Exp(x(X, c))
b t=t+T1

. % ¢ xi(X,6i
6. vybér reakce R; s pravd&podobnosti %

7. X(t) == XT + M())
8. pokud t < Tpax, iteruj (2)
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Nastroj Dizzy

nastroj pro simulaci dynamiky siti chemickych reakci

obsahuje stochastické i deterministické solvery

DETERMINIS

mimo p¥imy Gillespiho algoritmus zahrnuje dalsi varianty stochastické simulace

podpora zobrazeni modeli v Cytoscapu

"

e .

aa ar s ot 7

st e pranae 5550

P —

[
—
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Interakce pri expresi genu — prokaryota

Sigma protein recognizes promoter

Core RNA polymerase DNA complementary strand

Promoter

CT_\TTAATCATCGAACTAG“GTACGCI

-35 box -10 box mRNA start
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APROXIMATIVNI METODY DETERMINIS®

Interakce pri expresi genu — eukaryota
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Interakce pri expresi geni

vytvoreni slabé vazby TF-DNA (nespecifické regiony DNA)
linedrni pohyb TF po DNA (1D difiize)
disociace vazby TF-DNA

o=

prostorovy pohyb — “skok” (3D difiize)

(1-4) iterovdno dokud nenalezena regulagni sekvence DNA

afinita TFBS a kooperativni interakce transkripéniho komplexu
snizuji vliv difiize a stabilizuji funk&ni vazbu TF-DNA
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Interakce pri expresi geni

e interference p¥i paralelnim “skenovani” DNA
o velké mnozstvi molekul téhoz TF
e molekuly rGznych TF

e u eukaryot navic komplikovana lokalni prostorova struktura
DNA

e na trovni buiiky nutno uvaZovat stochasticitu (husté prostiedi
v okoli DNA)
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Interakce pri expresi geni

modelovdni na drovni buiiky

1D diflize uvaZovana v diskrétnich krocich
= 1 krok ~ 1 nukleotid za jednotku Casu
stupné volnosti:

e pohyb ve smé&ru 5" — 3’

e pohyb ve smé&ru 3’ — 5/

e zachovani pozice

proteiny TF v burice maji specifickou distribuci volné energie
vidi vazbé s DNA
o energie individudIni molekuly fluktuuje vzhledem k ndhodnym
kolizim s ostatnimi molekulami
o fluktuace zplsobuje dynamické zmény afinity proteini k DNA
e 1D pohyb po DNA je stochasticky proces
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Interakce pri expresi geni

e pravdépodobnost 1D pohybu lIze charakterizovat exponencialnim

rozloZenim vzhledem k rozdilu volnych energii plivodni a cilové
pozice:

P(m) o< e ’RT

e AG=G" -Gy ..
cilové pozice (G’)

e T ... absolutnfi teplota [K]

e R ... molarni plynova konstanta [J- K~1 - mol~1]

AGS, AG3

/ /

D( 5 e*T?TL D(m3 e~ RE
(”'3’) / 37 (‘”5/) ’ 37
INe] AGy, AGY AGy,
14+e~ RT +e RT 14+e” RT +e RT

P(mzach) = 1 7
N
1te  RT te RT

. rozdil volné Gibsovy energie inicidlni (Gp) a

DETERMINIS
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Modelovani formace transkripcniho komplexu

uvazujeme dva TF A a B kooperativné aktivujici transkripci
genu

zavedeme nasledujici stavy regulatorniho regionu DNA:
DNA ... volny regulatorni region DNA

DNA, ... navazan A, nikoliv B

DNAg ... navdzan B, nikoliv A

DNAsg ... navazan Ai B
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Modelovani formace transkripcniho komplexu

e definujeme p¥echody mezi stavy:

DNA + A X%, DNA,
DNA, 2, DNA + A
DNA + B X2, DNAg
DNAg 2. DNA + B
DNAg + A "2 DNA g
DNAg “#2° DNAg + A
DNA, + B "% DNAAg
DNAag ““2¢ DNA, + B

e pfi koopera&nim faktoru K lze uvaZovat:
ktaoaB - kfa = kesoaBg - ks = Kq - kea - ks
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Modelovani formace transkripcniho komplexu

e transkripce (tvorba mRNA) je proces o né&koli ¥adi pomalejsi
vzhledem k formaci transkripéniho komplexu

e |ze jej uvaZovat jako nekone¢né& rychly (tj. stabilni)

e okupaci promotoru pak charakterizujeme pomérem frekvence
vyskytu stavu DNAag vzhledem k sumé frekvenci viech
moZnych stavi:

DNA - Kg - Kpoag - B- A
a =
DNA + DNA - Ky -A+ DNA-Kg - B+ DNA-Kg - Kpoap - B- A

k, k, k
e Ky = {50 = 1, Ko = {208

o ekvivalentné lIze psat:

DNA - Ka - Knoag - A- B
o=
DNA+ DNA-Ks-A+ DNA-Kg - B+ DNA - Ks - Kaoag - A~ B

DETERMINIS
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Modelovani prubéhu transkripce

e uvaZujeme &innost komplexu RNA polymerazy

e predpokladame, Ze vSechny faktory dileZité pro transkripéni
komplex jsou k dispozici v libovolné mife
BTA *ETALNE gy
RNAg —£5 RNA1, steps : M
RNA; <5 RNAogsp + BTA
RNAgsp ——+ mRNA, steps : N

trR
mRNA ; CmRNA

KdegmRNA
CmRNA —

rib K CmRNAT pp
Ao 22 Ap, steps : P

AAL 22 e 4 rib
clr 245 prot, steps : Q

kdegprot
prot ——

DETERMINIS
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Spojity Markoviv retézec

Spojity Markoviiv Yet&zec Ize definovat jako pfechodovy graf
MC = (V,E, p):

e stavy V reprezentuji prvky jevového pole

e prechody E jsou ohodnoceny pravdépodobnosti p : E — (0, 1)
t.7. VV e V ZV’GV p(<V7 V,>) = 1

e pro kazdy stav v € V je pfitazen parametr ¢ekaci doby
a, € RT

e indexujeme-li prvky V/, pak pfechodovy graf lze zapsat matici:

Qi = p({vi, vj))
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Spojity Markovuv retézec
Priklad

Explag)

Exp(cty)

75

Explag)

e priimé&rna &ekaci doba ve stavu Surf je 3 minuty, co? je

3 _ 1

85 = 30 hod

= as =20
o ay =75

e ap =15
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Simulace spojitého Markovova retézce

// inicializace pocZateZni distribuce X(0)
t :=0
u X(0)
while ( true )
wait_time := Exp(ay)
for each s, t<s<t+wait_time do
Xs =1
t := t+wait_time
select v in V with probability Q.
Xt = v

u =v
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Spojity Markovuv retézec

Tradiéni zdpis
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Exponencidlni rozloZent

Vlastnosti minima exponencidlnich distribuci

UvaZzme X, ..., X, nezavislé ndhodné proménné t.z.
Vi. X ~ Exp(\;). Pro minimalni exponencidlni rozlozen{
min{ X1, ..., Xp} plati:

Pr{min{X1, ..., Xa} > x} =Pr{X; > xNXo > xN..NX, > x}
n n
= HPY{X,' > X} = H e ™ = e_XZ":l/\,‘
i=1 i=1
Pro parametr minimalniho rozlozeni plati:

Pr{Xx = min{Xy,.... Xp}} = /\1_|_)\k+)\
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Spojity Markovuv retézec

Prevod na tradicni zdpis

Explag)

Exp(aty,)

Explag)

e rozhodovaci procedura p¥i opusténi stavu Surf
e v okamziku vstupu do stavu Surf se spusti stopky:
Aw méici Casovy Usek s distribuci Exp(A,,,)
AEg méici Easovy dsek s distribuci Exp(\,,)
e jakmile nékteré dob&hnou, pfesun do pfislusného stavu
Aa
o Pr{min{Aw,Ae} = Aw} = Sy thar
Xog

o Pr{min{Aw,Ag} = Ag} = pUES v

DETERMINIS
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Spojity Markovuv retézec

Prevod na tradicni zdpis — priklad

Exp(ag)
Exp(ay,)

Explag)

o Ag ~ Exp(15), Aw ~ Exp(5)
o Pr{min{Aw,Ae} = Ag} = % =.75

o Pr{min{AW,AE} = Aw} = %Jrs =.25



MODELOVANI DYNAMIKY TRANSKRIPONf REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVNI METODY DETERMINIS

Gillespiho primd metoda (direct)

1. inicializace X(0)
2. vypotet x;(X, ¢;) Vi € {1,..., m} v aktudlnim stavu X
3. vypotet x(X,c) =Y xi(X, )
4. simulace doby 7 do nésledujici udélosti — sampluj 7 € Exp(x(X, c))
b, ti=t+T
xi(X,¢ci)

6. vybér reakce R; s pravdépodobnosti XS

7. X(t) = XT + M(j)
8. pokud t < Tpax, iteruj (2)
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Varianta Gillespi: Metoda nejbliZsi reakce

1. inicializace t :== 0, X(t), ¢ = (c1, .., Cm)
2. inicializace succs_times = ()
3. Vied{l,.., m}

e vypolet x;(X, ¢;) v aktudlnim stavu X(t)
e pro reakci R; sampluj t; € Exp(xi(X, ¢i))
e succs_times := succs_times U {t;}

vypocet j, tj = min(succs_times)
ti=t+t

X(t) == XT + M(j)

pokud t < Tpax, iteruj (2)

S
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Primd vs. metoda nejblizsi reakce

e ob& metody exaktné& simuluji CTMC
e pfima: v kazdém kroku simulace dvou ndhodnych &isel

e mnr: v lib. stavu i simulace m(i) ndhodnych &isel, kde m(i) je
podet naslednikd i v CTMC

e pfima metoda efektivngjsi

e mnr vSak poskytuje filosoficky odligny pFistup, ktery lze dale
akcelerovat
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Inverzni rozlozZent

UvaZujme prom&nnou U s rovnom&rnym (uniformnim) rozloZenim

U ~ U(0,1) a necht F(-) libovolnd invertibilni kumulativni distribu¢nf
funkce. Pak rozloZeni X = F~1(U) je charakterizovano kumulativni
distribu¢ni funkei F(+).

Realizaci libovolného rozloZeni X charakterizovaného invertibiln{
kumulativni distribu¢ni funkci F(x) lze simulovat pomoci uniformniho

rozloZeni U.
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Souvislost uniformniho a exponencidlniho rozloZent

UvaZujme prom&nnou U s rovnom&rnym (uniformnim) rozloZenim
U~ U(0,1). Pro lib. A >0 mé proménnd X = —1 In(U) rozlozeni
X ~ Exp()).

RozepiSeme-li distribuéni a kumulativni funkci f(x), F(x):
f(x) = he ™ F(x)=1—e
F(x) je invertibilnf:
1
F~Y(u) = 3 In(1—u)
TrividIng plati (1 — U) ~ U(0,1) a tedy Ize poloZit x = — % In(u).
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Skdlovani exponencidlniho rozloZeni

UvaZujme prom&nnou X o rozlozeni X ~ Exp()\). Promé&nn3
Y = aX mid rozlozeni Y ~ Exp(%).
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b

10.

11.

© %R >

Algoritmus Gibson-Bruck

. inicializace t := 0, X(t), ¢ = (c1, ..., m)

pro kazdé i € {1, ..., m}:
e vypotet x;(X, ¢;) ve stavu X(0)
e pro reakci R; sampluj t; € Exp(xi(X, ¢i))
inicializace succs_times = ()
pro kazdé i € {1, ..., m}:
e succs_times := succs_times U {t;}
vypoZet j, t; = min(succs_times)
t:=t¢
X(t) :=XT + M(j)
update x;(X, ¢j) v novém stavu X(t)
sampluj t; := t + Exp(x;(X, ¢j))
pro kazdé i € {1, ..., m} spliujici dep(R;, R;):
e uloz Bt = x;(X, ¢)
o update X,(X <)
o t= b4 XA (g )
pokud t < Tmax, iteruj (3)

DETERMINIS
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Algoritmus Gibson-Bruck

e relativni &as (do nejblizsi udalosti) nahrazen ¢asem absolutnim
(Eas nejbliz&i udalosti)
e neni nutno generovat nové &asy pro viechny reakce
e ale pouze pro reakce zavislé na provedené reakci
e umoznéno diky markovovské vlastnosti
e nové Casy zavislych reakci se nesampluji, ale vypotitavaji z
predchozich
e predchozi ¢asy zavislych reakci jsou pouZity pro vypolet
novych ¢asl
o Skdlovani podminéné pozadavkem t; > t
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Giibson-Bruck vs. Prima metoda

G-B: pouze jedna simulace €asu v kazdém kroku

klitovou vlastnosti G-B je selektivni update x;(X, ¢;) — pouze
u relevantnich (zavislych) reakci

selektivni pfimy vypocet x;(X, ¢;) a x(X, c) mize zrychlit i
p¥imou metodu

rychlost obou metod vyrazné zavisi na implementaci
e v G-B je obecné vice operaci
e implementaci vypoctu minimalniho reakéniho &asu lze
realizovat pomoci indexované prioritni fronty
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Poissonuv proces

UvaZujme experiment p¥edstavujici ¢etnost vyskytu diskrétnich udalosti v
Casovém intervalu t. Pro zachyceni tohoto mé&feni zavedeme ndhodnou
proménnou X.

Pak plati:
X ~ Po(At)

Jinymi slovy, pravdépodobnostni funkce uréujici pravdépodobnost jevu, Ze
za dobu t nastane pravé k udalosti, ma nasledujici tvar:

ef)\t()\t)k
k!
kde A je odpovidajici parametr Poissonova rozlozZeni.

Pr{X =k} =
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Poissonovo rozlozZent
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Poissonuv proces

Nyni uvaZujme ndhodnou promé&nnou X z pfedchoziho slidu v zavislosti
na Case, tzv. stochasticky proces uréeny mnozinou ndhodnych
proménnych {X(t)|t € R }. UvaZujme &asové intervaly délky 7.
P¥edpokladejme nasledujici podminky:
e vyskyty udalosti ve dvou libovolnych vzajemné disjunktnich
Casovych intervalech jsou nezavislé jevy

e pravdépodobnostni rozloZeni &etnosti vyskytu udalosti v daném
¢asovém intervalu zavisi pouze na délce intervalu

e 73dné dv& uddlosti nemohou nastat soutasné (interleaving)
Pak pro libovolny interval (t, t + 7) plati:

X(t+7)— X(t) ~ Po(A1)
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Souvislost Poissonova a exponencidlniho rozloZeni

UvaZujme Poissontv proces {X(t)|t > 0} t.z. X ~ Po(\).
Zavedeme ndhodnou proménnou T zachycujici dobu do prvni
nejblizsi uddlosti (od poateniho okamziku).

Pro t > 0 uvaZujme nahodnou proménnou N; zachycujici polet udalosti
v intervalu (0, t). Z definice plati Ny ~ Po(At).

Fr(t) =Pr{T <t}

=1-Pr{T >t}
—1-Pr{N, =0}
1 e 0
= of
=1l—e

Tedy plati:
T ~ Exp())
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Motivace pro aproximativni algoritmy

e exaktni metody simuluji spojity markoviiv Fetézec

e |ze aproximovat diskretizaci ¢asu

e rozdé&leni ¢asové osy na diskrétni intervaly

e pocet uddlosti v lib. €asovém intervalu charakterizovdn Po(\)

e |ze tedy samplovat polet provedeni reakci daného typu v
daném &asovém intervalu At
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Obecné schema aproximativniho algoritmu

1. inicializace t := 0, X(t), ¢ = (c1,....Cm)
2. pro kazdé i € {1,..., m}:

e vypotet x;(X, ¢;) v aktudlnim stavu X(t)

e simulace poctu reakci R; v intervalu At:

o #R; € Po(xi(X,ci)At)

update X := X + M - (#Ry, #Ro, ..., #Rn) "
update t :=t + At
pokud t < Tpax iteruj (2)

v Lo



MODELOVANI DYNAMIKY TRANSKRIPONf REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU APROXIMATIVNI METODY DETERMINIS

Problémy aproximativniho algoritmu

e volba velikosti At

e chceme rychly, ale pfitom dostatecné presny vypolet

e pro jednu simulaci nemusi byt konstantni At vyhovujici
e predpokladame konstantni frekvence reakci po celé At

e moznost definovat variabilni At v zavislosti na aktudlnim
stavu X(t) a ¥kéle jednotlivych reak¢nich konstant ¢
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Gillespiho T-leap metoda

e aproximativni algortimus s variabilni At (1)
e T uvZovano co nejvétsi pfi garanci poZadované presnosti

e presnost uréena mirou tolerance uvaZovani konstantni
frekvence reakci v rdmci intervalu 7

e charakterizovdno magnitudou zmény frekvenci reakci v
prib&hu 7

e 7 voleno tak, aby mira zmé&ny vSech reakénich frekvenci byla
minimalizovana
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Gillespiho T-leap metoda

e post-leap (pfechod od X(t) k X" = X(t + 7)):
e Vi < m ové&feni velikosti
Xi(X', i) = xi(X, &)
e pokud velikosti nejsou dostate¢n& malé, prepolitej s mensim 7

e problém: sméFuje k malym zménam stavi
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Gillespiho T-leap metoda

e pre-leap (odhad ptechodu X(t) k X’ = X(t + 7)):

e vypotet ofekavaného nového stavu E(X’) (vt :=t+T)
E(X")=X+E(r)M
kde E(r) je vektor otekavanych frekvenci reakci:
E(r)i = xi(X, c)T
e parametr presnosti €:
Vie{l,...mh|xi(X',c) — xi(X, )| < e x(X,c)

o lze kombinovat s exaktni metodou (v kroku kde nap¥.

T <
X(X c)
e nepfesnost vznikd pFi nelinedrni dynamice reakénich frekvenci
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Deterministicky model reakcni dynamaky

e uvazujme systém n substanci S = {51, ..., S} provdzanych m
reakcemi R = {R1, ..., Rm}

e uvaZujeme pouze reakce 1. a 2. ¥adu

e systém zapisujeme pomoci stoichiometrické matice M
rozméru n X m:
M — —K, je-li K- S; reaktantem R;
Y K,je-li K- 5; produktem R;
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Deterministicky model reakcni dynamaky

e uvazovdny vysoké moldrni koncentrace ldtek v burice

koncentraci substance S; v &ase t budeme znatit [S;](t)

e systém v Case t charakterizujeme vektorem:

X(t) = ([51](2), -, [Sal(£))

e vyvoj X v Case:
dX
dt

e priimé&rné chovani lze charakterizovat exponencidlni funkci

F(X)
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Prevod poctu molekul na moldrni koncentraci

e moldrni koncentrace [M]:

kde n je mnozstvi latky [mol], V je objem roztoku [/]

e vyjadFuje se pomoci Avogadrovy konstanty (pocet &astic v 1

molu):
N

Y

kde N Avogadrova konstanta [mo/~1], V objem roztoku [/] a
N je poet molekul.

m

o prevodni faktor v = Ny - V:

N=m-~
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Deterministicky model reakcni dynamaky

k
—

e predpokladejme nadobu jednotkového objemu obsahujici v
Case t latku A v molarnim mnozstvi [A] [mol]
e kolik mnoZstvi latky A “odtele” za jednotku &asu?

e hodnota p¥imo imé&rna hodnoté [A] v daném okamZiku

dIA(t) _
-2 — k(A

e koeficient im&rnosti je konstanta k [s71]
tzv. reakéni konstanta (koeficient)
- determinuje rychlost reakce rozpadu ( “odtoku’)
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Deterministicky model reakcni dynamaky

[Al(t)
BPTR k- [A](t)

e jakd funkce ma stejny tvar jako jeji derivace?
o f(t)=1+t+t2/20+t3/31 + t4/41 + ...
f(t)=¢'
o plati

et _ .
dt
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Deterministicky model reakcni dynamaky

A—

— G = k1A
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Deterministicky model reakcni dynamaky

A

A5 = k- A0 [AI() = [4](0) - e+

e linearni dif. rce 1. ¥adu
e jednoznadné fYeseni

e numericky aproximovatelné
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Deterministicky model reakcni dynamaky

e spojité chovani: p¥i prechodu X(t) — X(t + dt) jsou updatovény
viechny slozky X (soub&Zny spojity tok reakci)

e Casova informace o b&hu reakce R; promitnuta do okamZitého
reakéniho toku og.(t)

0 — x or (t) = ki - dt

Sj— * or (t) = (ki - dt) - [Sj](t)
Sp+Sq — ¢ | or(t) = (ki - dt)-[Sp](t) - [Sql(t)

25, — * or(t) = (ki - dt) - [S;]?

X| 0| D) 1
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Stochasticky vs. deterministicky model

Pro reakci R; € R definujeme pfevodni vztah mezi stoch. frekvenci
¢; a det. kinetickou konstantou k;:

typ reakce R; ¢ — ki
Sj — % k,' = Cj

Sp+5q—>>k ki=ci-vy
251 — Xk k, e C’.2"Y
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FEulerova metoda

A

A A3 Ay
Az

Ao




APROXIMATIVNI METODY DETERMINIS"

MODELOVANI DYNAMIKY TRANSKRIPONf REGULACE VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMU

FEulerova metoda

e aproximativni YeSeni y(t) (Euler):

e presné Yedeni ¢(t):

€6
=
I
S

e pro lib. n >0, t, = nAt:
Yn = Sp(tn)
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FEulerova metoda

Pro exaktni feseni ¢(t) plati:

P(trr1) =o(t f;nﬂ
= 90 + ftnﬂ f(t7 90( ))d

Schema numerické aproximace:

Ynt1 = Ynt+oO

kde
tht+1
Um/ F(t, o(t))dt
tn
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FEulerova metoda [

F(ta, w(tn) 3 F(t o)) fta,e(ta)) ::__: Ft,elt)
ftn, yn) / fltn,ya) /
in in.+1 in. t?H—l
d
= fty)

Yn+1 = yn + At - f(tny}/n)

1. init ty, yo, At, n;

2. for j from 1 to n do
2.1 m:=f(to,y0);
2.2 y1 1= yo + Atm;
2.8 t1 = tg + At;
2.4 to:=t1;

2.5 Yo =y1;

3 end
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FEulerova metoda I1

f(tp,_+]:&9(t7;+1)) —— — f(tn.+l: \P(tn+1)) —

Fltn, o(ta)) 7 Fltaso(tn))

tn 174.+] tn tn.+]

® aproximace o (obsah pod kFivkou) lichob&znikem o obsahu:

At

S [t o(tn)) + Fltnsn, o(tnr))]

® pro p(ty+1) nutno predpoditat aproximaci (zndme jiz yn = ¢(tn)):
@(tnr1) = o(tn) + @' (tn) At = yp + f(tn, yn) At

® aproximace o &~ %[f(t,,,yn) + f(tnt1, Yo + F(tn, yn)At)|At
® celkem dostavame:

1
y(tns1) R Ynr1 = yn + E[f(fm)’n) + f(tat1, yn + f(tn, yn)At)]At
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Runge-Kutta

e o upfesn&no Simpsonovym pravidlem pro aproximaci obsahu
pod parabolou:

— [tr+1l ~
U—ftn ~~

BE[F(tn, o(tn)) + 4F (tn + 5L, o(tn + §1)) + F(tn + AL, @(ta + At))]

e nutno aproximovat ¢(t, + &%) a ¢(t, + At)
e kroky algoritmu:

kn,l = f(tna}/n)
knz2 = f(ta+ 55, Yo + Skn1)
hszﬂm+%2n+3mﬂ

4—ﬂm+Atn+hnﬂ
Yn+1 = Yn+ 6 [kn,l + 2kn,2 + 2kn,3 + kn,4]



TRANSKRIPCNI REGULACE

Porovnani metod

MODELOVANI DYNAMIKY

e diferencialni rovnice:

e exaktni ¥eSeni:

VARIANTY GILLESPIHO ALGORITMI

APROXIMATIVNI METODY

DETERMINIS'

e srovnani simulacf:
Euler Improved Euler Runge-Kutta
steps error #evals error #evals error #evals
5 2.3 x 107! 5 1.6 x 102 10 3.1 x 107 20
50 | 2.7x107? 50 1.8 x 1074 100 3.6 x 107° 200
500 2.7 x 1073 500 1.8 x 108 1000 3.6 x 10713 2000
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Presnost numerické simulace

UvaZujme systém:

y/(t) = f(t7)/)ay(0) = Yo

Oznatme exaktni Fedeni ¢(t):

¢'(t) = £(t, ¢(t))

Uvazujme Eulerovu metodu | s krokem At = h:

Yn+t1 =Yn+ hf(thn)

(Lokalni) chyba numerické simulace:

Pn+l1 = ¢(tn+l) — Yn+1
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Presnost numerické simulace

PYedpokldddme-li y, = ¢(t,), plati ynt1 = @¢(tn) + hf (tn, ¢(tn)) a tedy z
exaktnosti ¥edeni ¢(t) pro ¢'(t,) = f(t,, #(t,)) dostdvdme:

Yn+1 = ¢(tn) + he'(ty)
UvaZzujme Tayloriv rozvoj pro ¢(tp+1) = ¢(t, + h):

Bltn + B) = 0(t0) + 6 (ta)h + 50" (1) + 50" (1B + -

Pn+1 = ¢(tn+1) — Ynt1
= [B(tn) + ¢/ (ta)h + 30" + 511 + - -] = [6(ts) + he'(t,)]
= %(b”(tn)hQ + % N
Chyba aproximovéna (pro konstantu K a délku kroku h):

pni1 =~ Kh? + O(h?)
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Adaptivni metody

e chceme, aby chyba v kazdém kroku nebyla vétsi nez e
e FeSeni pomoci prediktoru chyby
e pfi n-tém kroku (vypolet y,i+1 z yn):

1. pouZiti dvou riiznych algoritmi

(dva vysledky pro y,1 — A1 a Ap)

2. aproximace lokalni chyby pny1 & |A; — Az|

3. pokud 252 <€, pak y,i1 = Az

4. jinak iteruj (1) pro i < h
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Adaptivni Eulerova metoda

UvaZujme systém:

yY'(t) = f(t.y). ¥(0) = yo
Oznatme ¢(t) exaktni Feeni y' = f(t,y) t.2. ¢(tn) = yn.

Pro A; uvaZujme Eulerovu metodu I

A1 = yn + hf(tn, yn)

A1 = ¢(t, + h) + Kh? + O(h®)
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Adaptivni Eulerova metoda

Pro Ay uvaZujme Eulerovu metodu 2-step (provedeni dvou kroki,
kazdy s At = 2):

h h h h
Ar = yn+ Ef(tm}/n) + Ef(tn + 57Yn + Ef(tm)/n))

Oznalme ymig = yn + gf(tny}/n) a Ax = Ymid + gf(tn + ga}/mid)-

h h
Prmid = K(§)2 +0(h°) P2nd = K(§)2 +O(h°)
Konstanta K shodnd v obou pFipadech (neplati pro &len O(h%)).

Lze tedy psét (dle Taylorovy véty):

1
Ar = ¢(ta + h) + 5Kh2 + O(h®)
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Adaptivni Eulerova metoda

A — Ay = ¢(ta+ h) + Kh? + O(h®) — ¢(t, + h) — LKh? — O(h%)
3Kh? + O(h?)

Lze tedy aproximovat %Kh2 ~ A; — A, a oznadit
p =22l o Tip,

Pokud p > €, postup opakujeme pro b’ t.z. %]K|h’ ~Ph <e
Nap¥.

W =95
p
Pokud p < €, nastavime y,11 = 2A; — A;.

h
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Dalsi adaptivni metody

e Fehlbergova metoda
o v kazdém kroku 3 odhady:

fl = f(tm}/n)
f2 = f(tn+h7yn+hf1)
i="f(tat 5, yn+ 2[R+ £])

AL =y, + 3[A +£)]
Ar =yn+ 2l + b+ 4F]

e aproximace p = w ~ Kh?
e update faktor h' = .9\/%h

e Kutta-Merson, LSODE, ...
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Kombinace determanistické a stochastické simulace

P¥edpokladame model s kombinaci spojitych a diskrétnich
proménnych.

~

inicializuj systém, t ;=0
2. vypotti xi(X, ¢;) v &ase t
3. na zakladé& vysledku nastav At det. simulace
4. vypotti trajektorie spojitych promé&nnych v intervalu [t, t + At]
5. na zaklad& vysledku vypotti x;(X, ¢;) a rozhodni provedeni
pripadné diskrétni udélosti (reakce)
6. pokud Zadna diskrétni udélost, nastav t := t + At a updatuy;j
pro tento bod spojité proménné
7. pokud diskrétni udélost
e najdi (nejbliz3i) reakci R; a &as t; jejiho provedeni
e t:=1
e updatuj spojité proménné k ¢asovému bodu t;
o updatuj diskrétni prom&nné relevantni reakci R;
8. pokud t < Tpax, iteruj (2)
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Multi-step metody stochastické simulace

Metoda Puchalka and Kierzek (2004) (STOCKS2). PYedpoklada
rozliseni “rychlych” a “pomalych” reakci.
1. inicializuj systém, t :=0
2. vypolet xi(X, ¢;) rychlych reakci a nastav 7 pro 7-leaping
3. pro pomalé reakce predpokladej konst. x;(X, ¢;), rozhodni
provedeni pomalé reakce v intervalu [t, t + At]
4. pokud Zadna pomald reakce k provedeni, vypotti 7-leap
update na rychlych reakcina t ==t + 7
5. pokud pomala reakce k provedeni
identifikuj tuto reakci R; a &as t; pro jeji provedeni
update t :=t;
proved 7-leap update rychlych reakci na t;
proved update pomalych reakci vzhledem k provedeni R;

6. pokud t < Tpmax, iteruj (2)
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