Linearni asociativni sit’
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Linearni asociativni sit' (LAS)
Hebbuv zakon

Uceni LAS podle Hebbova zakona
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Asociativni sité - obecné

Cilem je uchovat mnozinu vzoru {(Zk,ak) |k =1,...,p}tak, aby
platilo nasleduijici:

Po pfedloZeni nového vstupu X, ktery je ,blizko® nékterému X
bude vystup sité roven (nebo alespon blizko) d.

Zejména by sit méla mit schopnost reprodukce:
Pro vstup Xx by méla dat vystup d.

V pfipadé tvz. autoasociativni sité predpokladame X, = di.



Linearni asociativni sit
Organizacni dynamika: Jednovrstva sit, neurony bez biasu.

Vi Yj Ym

Q

X1 Xi Xn

Aktivni dynamika: Sit pocita funkci z R” do R™ danou

n
yj:ij,-x,- proj=1,...,m
i=1



Linearni asociativni sit’ - matice

Oznacme
X1
5
> X =
Xn
» vahy tvofi matici W danou
Wir - Wip
W=
Wmt - Wmn

Aktivni dynamiku potom Ize zapsat takto:
)4
Ym

Obcas budu psat jen y(X) pokud bude W jasné z kontextu.



LAS - adaptivni dynamika

Dana mnozina 7~ tréninkovych vzoru tvaru
{()_()k,a)k) | k:‘l,...,p}

X1 k1
kde kazdé X, =| : |je vstupni vektor akazdé dx =| : |je

Xkn Akm
ocekavany vystup sité.

V pripadé autoasociativni paméti predpokladame di = X pro
k=1,...,p.

Cilem je nalézt vahy W takové, ze dx = (W, %) = W - K.



Adaptace podle Hebbova zakona

Hebbuv zakon: When an axon of cell A is near enough to
excite cell B and repeatedly or persistently takes part in firing it,
some growth process or metabolic change takes place in one
or both cells such that A’s efficiency, as one of the cells firing B,
is increased.

Zakon formuloval neuropsycholog Donald Hebb v knize , The Organization of
Behavior® z roku 1949.

Jinymi slovy: Cells that fire together, wire together.

Formulace pouzivana v umélych NS:
Zmeéna vahy spoje mezi dvéma neurony je umérna jejich
souhlasné aktivité.

Hebb se snazil vysvétlit podminéné reflexy: Soucasna aktivita/pasivita
presynaptického neuronu (pfi¢ina) a postsynaptického neuronu (reakce)
posiluje/zeslabuje synaptickou vazbu.



Hebbovska adaptivni dynamika LAS

Po&itame posloupnost matic vah W©, W) ... W(P) kde

(k) (k)
Wit o Wy,

W(k) —
K K
R

» Na zacéatku nastav Wj(l.o) =0.

» V k-tém kroku (zde k = 1,...,p) je siti pfedlozen k-ty vzor
a vahy se adaptuji podle Hebbova zakona:

Wl = wk=D)

i it OX



Hebbovska adaptivni dynamika LAS

Zapsano maticove
» W je nulova matice.
» V k-tém kroku (zde k = 1,..., p) vypocti:

wk) — w1 4 g 7
kde

Ok1Xk1 -+ Ok1Xkn

dkmXk1  +++ OkmXkn



Hebbovska adaptivni dynamika LAS

Vysledna matice:

kde
dt1 o
D= :
d1m dpm
X11 Xp1
X = :
X{in - Xpn

V autoasociativnim pfipadé dostaneme W = XXT.

Xpn



Schopnost reprodukce

Chceme aby po predloZeni tréninkového vstupu Xx byl vystup
WX, roven d.

Hodnota funkce sité pro r-ty vzor je

Predpokladejme, Ze je mnozina vektord {Xi, ..., Xp}
ortonormalni, tj.

Pak WX, = d.



Asociace

Uvazme vstup: X, + U kde norma ||d]| je mala.
Chyba sité pro r-ty vzor perturbovany vektorem u:

EA(d) = |[9(% + 1) - & = ||wa|

=||W>?,+Wa—c7,

Pokud ||d,

=1prokazdér=1,...,p, pak pro kazdeé r plati
E.(d) < n|d]

( | drl| =1 napriklad plati v autoasociativnim pfipadé, protoze
mame ortonormalni vstupy )

Tedy pro vstupy blizké vzorim sit odpovida pfiblizné
pozadovanym vystupem.



Schopnost reprodukce - nelinearni aktivace

Prepokladejme pro tento a nasledujici slajd, ze aktivacni

co 1 &20
funkce neni identita, ale o(&) =
-1 £<0

Predpokladejme, ze X, € {—1,1}" a di € {-1,1}™.

Pak hodnota funkce sité pro r-ty vzor je

JTy
y(Xr) = sgn( WXr) = sgn [dr + Z dk( :)J

= (37%)

Nyni dx = y(X) pro kazdé k pokud

(tato hodnota se nazyva preslech)



Ukazka LAS s nelinearni aktivaci

Experiment: vzorové vektory z {—1,1}'0 byly postupné ukladany
Hebbovskym ucenim. Poté byl siti pFedIoien novy vektor a oCekavala

e

Hammingove vzdalenosti.

» po kazdém ulozeni vzorového vektoru byla sit’ otestovana na
velkém mnozstvi vektor(, jejichz Hamingova vzdalenost od
vzoru byla 0 — 4.

» tabulka udava procento spravné asociovanych vektortl z dané H.
vzdalenosti od nékterého vzoru (fadky) ve chvili, kdy sit byla
naucena dany pocet vzoru (sloupce)

Hf 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0
100.0100.0 90.0 85.0 60.0 60.0 54.3 56.2 45.5 33.0
100.0 86.7 64.4 57.2 40.0 31.8 22,5 23.1 17.0 13.3
3|100.0 50.0 38.6 25.4 13.5 83 48 59 3.1 24
4/100.0 0.0 97 74 45 27 09 08 03 0.2

—
—

[




Pseudohebbovska adaptace

» Alternativni zpisob uceni LAS
» NevyZaduje ortonormalitu vzoru (jen linearni nezavislost)
» Ponékud se vzdaluje od biologické motivace



Pseudohebbovska adaptace

Uvazime autoasociativni ptipad:

T:{()_()k,)_()k) | k:1,...,p}

Pfedpokladejme, Ze mnozina {X1, ..., Xp} je linedrné nezavisla.

Potom p < na{Xi,..., Xy} je bazi vektorového prostoru Vp,
ktery je podprostorem IR".

Idea: Béhem adaptace budeme postupné konstruovat
ortogonaini bazi {Zy,. .., Z,} prostoru V, pomoci
Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu.



Pseudohebbovska adaptace

Po&itame posloupnost matic vah WO, w(") ... w(P),

» Na zacatku nastav Wj(io) =0.

» V k-tém kroku (zde k = 1,...,p) je siti pfedlozen k-ty vzor
a vahy se adaptuji takto:

Zk = )_()k — W(k_1) -)_()k

2 2T
Wi = wikn) 4 2%

Zk Zk



Pseudohebbovska adaptace - reprodukce

Oznacme vyslednou matici

p
W= wm —

xi
=~

L

T
k

Nu

Chceme WX, = X prokazdé k =1,...,p.

Tvrzeni

{Z1,..., 2k} je ortogonaini bazi vektorového prostoru Vj,
(tj. prostoru s bazi {Xy,...,Xx}).

Disledek
Pro X € V,, plati WX = X. Zejména WXy = X, tedy sit ma
schopnost reprodukce.



Pseudohebbovska adaptace - asociace

UvaZme vstup: X, + U kde norma ||d|| je mala.
Chyba sité pro r-ty vzor perturbovany vektorem u:

E-(d) = ||y(% + d) - %|| = ||wx- + Wi - % || = ||wd|
Pak pro kazdé r = 1,..., p plati

E(d) < n]|d||

Tedy pro vstupy blizké vzorim sit odpovida priblizné
pozadovanym vystupem.



Pseudohebbovska adaptace - pseudoinverze

WP) = XX+ kde X+ = (XTX)"'XT je Moore-Penroseova
pseudoinverze matice X.
Matice (X7 X)~" existuje, protoze jsou sloupce matice X linearné nezavislé.

Matice W = XX je feSenim rovnice WX = X (ij. pfesné
problém autoasociace)



Pseudohebbovska adaptace - heteroasociativni

Uvazime heteroasociativni ptipad:
T:{()_()k,a)k) | k:1,...,p}

Pfedpokladejme, Ze mnozina {Xy, ..., Xp} je linedrné nezavisla.

Hledame matici W takovou, ze pro k = 1, ..., p plati WX = di.

Tj. WX = D kde
X110 Xp dir -+ dpi
X=|: " D=]: :
Xin = Xpn dim -+ dom

Matice W = DX+ = D(XTX)~' XT fesi rovnici WX = D

20



Pseudohebbovska adaptace - heteroasociativni

Poznamka: Problém asociace Ize fesit, i kdyz X' X neni
invertibilni (tj. bez pfedpokladu nezavislosti {)?1,...,)?,,}).

VZdy existuje unikatni matice (tzv. pseudoinverze), ktera
spliuje nasledujici:

» XXTX =X

» XTXXT = XT

» XTX a XXT jsou symetrické
Matice W = DX potom minimalizuje

m P

IWX = DIP = Y, )" (5(W, ) - dig)?

j=1 k=1

Tedy matici W Ize pocitat pomoci gradientniho sestupu.

21



Pseudohebbovska adaptace - heteroasociativni

W Ize pocitat také pomoci pseudohebbovské adaptace.

Potitame dvé posloupnosti matic van W/©, w() .. w’(®P) g

wo w . wP
» Na zacatku nastav Wj(io) =0.
» V k-tém kroku (zde k = 1,...,p) je siti pfedlozen k-ty vzor
a vahy se adaptuji takto:
Ze =% - Wk g
%]
277,
(G — Wk-Dg)2T

2T3
Zk Zk

W) — k1) | 2Kk

wk) — wk=1)

Vysledna matice je W = W(P).

Tj. 2« se poditaji v autoasociatvni siti a poté se pouZiji k vypo&tu W

22



» Definice
» Energetickéa funkce
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Hopfieldova sit’

Autoasociativni sit.

Organizac¢ni dynamika:

>

>

>

Uplna topologie, tj. kazdy neuron je spojen s kazdym
v8echny neurony jsou soucasné vstupni i vystupni

oznatme &4, ..., &q vnitini potencidly a yq, ..., yn vystupy
(stavy) jednotlivych neuront

oznaCme w;; celoCiselnou vahu spoje od neuronu
ie{l,...,nfkneuronuje{l,...,n}.

zadny neuron nema bias a prepokladame wj = 0 pro
kazdéj=1,...,n.

24



Hopfieldova sit’
Adaptivni dynamika: Dana tréninkova mnozina

T ={Xc | Xk = (Xk1,---, Xkn) €{-1,1}", k =1,...,p}

Adaptace probiha podle Hebbova zakona (stejné jako u LAS).
Vysledna konfigurace je

©

Wj,':Z‘ijXk,' 1<j#i<n
k=1

V8imnéte si, Ze w; = wj;, tedy matice vah je symetricka.

Adaptaci Ize vidét jako hlasovani vzort o vazbach neuron:
wji = wj; se rovna rozdilu mezi poctem souhlasnych stavi
Xxj = Xk neuronu i a j a poctem rozdilnych stavd xi; # Xxi.

25



Hopfieldova sit’

Aktivni dynamika: Inicialné jsou neurony nastaveny na vstup

X =(xi,...,Xn) Sité, tedy yj(o) = xjprokazdéj=1,...,n.

V t-tém kroku aktualizujeme neuron j, ktery splnuje
t=t-(n-1)+j—1takto:

nejprve vypocteme vnitfni potencial

n
-1 -1
g =3 wy Y
=

a poté
1 gf“) >0
yj(t) _ yj(t—1) éj(t—1) _0
-1 E(M) <0

]

Pozn. 7 je poCet period v nichz se aktualizovaly vS§echny neurony.
26



Hopfieldova sit’ - aktivni dynamika

Vypocet konéi v kroku t* pokud se sit' nachazi (poprveé) ve
stabilnim stavu, 1j.

(tn) _ ()

Y Y =1,...,n)

Véta

Za predpokladu symetrie vah, vypocet Hopfieldovy sité skonci
pro kazdy vstup.

Z toho plyne, ze Hopfieldova sit' pocita funkci z {—1,1}" do
{—=1,1}" (ktera zavisi na hodnotach vah neuront).

Oznatme y(W, X) = (y1(’*), . ..,y,(f)) hodnotu funkce sité pro
vstup X a matici vah W. Dale oznaéme y;(W, X) = yj(t*) slozku
hodnoty funkce sité, ktera odpovida neuronu j.

Pokud bude W jasné z kontextu, budu psat jen y(X) a y;(X)
27



Fyzikalni analogie

Jednoduché modely magnetickych materialt pfipominaji
Hopfieldovu sit'.

» atomické magnety poskladané do
mfizky

» kazdy magnet muze mit pouze

jednu ze dvou orientaci (v

Hopfieldoveé siti +1 a —1)

orientaci kazdého magnetu ovliviiuje
jednak vnéjsi magnetické pole
(vstup sité), jednak magnetické pole
ostatnich magnetl (zavisi na jejich
orientaci)

- <0 0~ <0 o~

R S S A

-0 -0~ <0 <0 o~

- —0- <0 0~ 0~

- <0 0~ 0~ -0

- <0 <0 -0 o~
v

» synaptické vahy modeluji vzajemnou
interakci magnett

28



Energeticka funkce

Energeticka funkce E pfifazuje kazdému stavu sité y € {—1,1}"
potencialni energii danou

1 n n
EY)=-3 2. Wi

j=1 i=1

» velké (kladné) w;iy;y; je stabilni a malé (zaporne) w;yy;
nestabilni

» stavy s nizkou energii jsou stabilni (malo neuronu ,chce*
zmeénit svUj stav), stavy s vysokou energii jsou nestabilni

V pribéhu vypoétu se energie snizuje: E(y(1) > E(y(H1), stav
y{') odpovida lokalnimu minimu funkce E.

Poznamka: Stav y].“) neuronu j odpovida opacnému znaminku

gradientu E v bodé y(t-1): (y(t N=-y", W;:y(t R

29



Obr. 3.4: Energeticka plocha.
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