IB112 Zaklady matematiky

Zaklady matematické logiky

Jan Strejcek



m Vyrokova logika

m vyrokové formule, pravdivostni ohodnoceni a valuace
pravdivost a splnitelnost

m normalni formy

m Uplny systém spojek

m axiomaticky systém
m Predikatova logika

m termy, kvantifikatory, predikatové formule
m interpretace, valuace, pravdivost
m axiomaticky systém
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Vyrokova logika
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Vyroky a vyrokova logika

Vyroky
tvrzeni

oznamovaci véty, u které mizeme urcit jeji pravdivost
slozeny vyrok je poskladan z atomickych vyroku a spojek
Priklady:

m venku prSi (atomicky vyrok)

m jestli bude$ do osmi v pyzamu, tak bude pohadka (sloZzeny vyrok)
m Vyroky budeme oznacovat velkymi pismeny A, B, C, . ..

Vyrokova logika

m Popisuje, jak Ize z vyrokl a logickych spojek budovat dalsi
vyroky.

m Zkouma vztahy mezi pravdivosti riznych vyroka.
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Logické spojky

Logické spojky

= vyrazy, kterymi z vyrok( vyrabime slozené vyroky

m Priklady: “neni pravda, ze A”, “A, ledaze by B”

m V matematické logice pouzivame jen vybrané spojky, jejichz
vyznam se muze mirné liSit od vyznamu v bézném jazyce.
Nap¥. “pljdu tam dnes nebo tam pujdu zitra” chapeme tak, zZe

nastane jen jedna eventualita.

notace vyraz v ¢estiné nazev

-A “neni pravda, ze A” negace
ANB ‘Aa B’ konjunkce
Av B “Anebo B’ disjunkce
A=B “‘lestlize A, tak B” implikace
A< B | “Apravée tehdy, kdyz B’ ekvivalence
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Vyrokové formule

m Vyrokové formule mohou obsahovat pouze vyrokové symboly
(reprezentuji vyroky), logické spojky a zavorky (, ).

Definice (Vyrokové formule)

Necht P ={a,b,c,...} je neprazdna mnozina vyrokovych symbolu.
nad P definujeme takto:
KaZda vyrokovy symbol je vyrokova formule.

Jsou-li A, B vyrokové formule, pak i
(-A),(AANB),(AV B),(A= B),(A < B) jsou vyrokové formule.

Nic jiného neni vyrokova formule.

m Vyrokové symboly nazyvame
m Ostatni vyrokové formule se nazyvaji
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m Priklady vyrokovych formuli: (a = (=b)), (=((—a) Vv b)),
(an(b< (c= —a)))),...
m Odvozeni ((aA b) < (¢ = (—a))):
m a, b, cjsou formule dle bodu 1.
m (aAb)a(—a)jsou formule dle bodu 2.
B (c = (—a)) je pak také formule dle bodu 2.
m Konecné ((aA b) < (c = (—a))) je také formule dle bodu 2.
m Zavorky v zapisu formuli ¢asto vynechavame, pokud tim neni
dotcena jednoznacnost. Napf. piSeme (aA b) < (¢ = —a)
namisto ((a A b) < (¢ = (—a))).
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Pravdivostni ohodnoceni

m Pravdivost vyrokové formule zavisi pouze na pravdivosti
atomickych formuli, které se ve formuli vyskytuji.

m Pravdivost atomickych formuli je dana
, pravdivost sloZzenych formuli je dana

Definice (Pravdivostni ohodnoceni)

(neboli ) je funkce
I: P — {0,1} pfifazujici kazdé atomické formuli pravdivostni
hodnotu 1 (pravda) nebo 0 (nepravda).

m Pravdivostni hodnoty 1,0 se nékdy také znaci T, F.
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Valuace

Definice (Valuace)

Necht | je pravdivostni ohodnoceni. I' je funkce pfifazujici
kazdé vyrokové formuli A pravdivostni hodnotu 1 nebo 0 a splriujici:

m Je-li A atomicka formule, pak I'(A) = I(A).

I'(=A) = 1 pokud I'(A) =0 a I'(~A) = 0 pokud I'(A) = 1.

I'(AA B) =1 pokud I'(A) = I'(B) = 1. Jinak I'(AA B) = 0.
I'(AV B) =0 pokud I'(A) = I'(B) = 0. Jinak I'(Av B) = 1.
I'(A= B) =0 pokud I'(A)=1al'(B)=0.Jinak I'(A= B) =1.
I'(A< B) =1 pokud I'(A) = I'(B). Jinak I'(A < B) = 0.

m Valuace je pravdivostnim ohodnocenim uréena jednoznacné
a je jeho rozsirenim.
m Valuaci a pravdivostni ohodnoceni tedy Ize ztotoznit.
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Pravdivost formule

Vyrokova formule A se nazyva
| I, jestlize I'(A) = 1.
] nebo , psano = A, pokud je pravdiva pri
vsech ohodnocenich.
[ , pokud neni pravdiva pri Zadném ohodnoceni.
[ ] , pokud je pravdiva pri néjakém ohodnoceni.

Formule A, B jsou , psano A = B, pokud jsou pravdivé
pfi stejnych ohodnocenich.

m tautologie: aVv —a,a= a,a< ——a, (aN—-a)=b
m kontradikce: aA —a, a & —a

m ekvivalentni formule:a=b = bV -a
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Priklad

Je formule ((aA b) & (¢ = (—a))) pravdiva pfi ohodnoceni /(a) = 1,
I(b) =0, I(c) =17
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Priklad

Je formule ((aA b) & (¢ = (—a))) pravdiva pfi ohodnoceni /(a) = 1,
I(b) =0, I(c) =17

m/(a)=1,I'(b)=0,/I(c) =1

m/(anb)=0

m/(-a)=0

m/(c=(-a)=0

m/'((anb)= (c=(—a)) =1

m Zadana formule je pfi daném ohodnoceni pravdiva.
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Vybraneé tautologie

Mnohé tautologie maji svoje nazvy:

komutativni zakony: (aA b) < (bAa), (aVv b) < (bV a),.
asociativni zadkony: ((anb) Ac) < (an (b AC)),..
distributivni zakony: (aA (bV c)) < ((anb)V (an c))
zakon vyloucCeni tfetiho: aVv —a

zakon sporu: —(a A —a)

zakon totoznosti: a = a

zakon dvoji negace: a < ——a

idempotence: (an a) < a,(ava) < a

de Morganovy z&kony: —(a A b) < (—aV —b),
—(aVvb) < (—man-b)
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Véta o implikaci

Véta (Véta o implikaci, sémanticky modus ponens)
Pokud plati = A a = A= B, pak plati = B.

Dukaz

Sporem. Necht plati = A a = A= B a necht B neni tautologie.
Oznacme [ ohodnoceni, v kterém B neni pravdivé, t.j. I'(B) = 0.
Jelikoz A je tautologie, plati //(A) = 1. Dohromady dostavame
I'(A= B) =0 aproto A = B neni tautologie. To je spor. O
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Pravdivostni tabulka

m Pravdivosini tabulka zaznamenava pravdivost dané formule
(a jejich podformuli) pfi véech ohodnocenich.

m Kazdy radek tabulky odpovida jednomu ohodnoceni.
m Pocet fadkud tabulky je 27, kde n je pocet riznych atomickych
formuli v dané formuli.

ab cla=b|(a=b=c

0 0O 1 0

0 0 1 1 1
Pravdivostni tabulka 8 1 ? 1 ?
pro(a=b)=rc 10 0 0 1

1.0 1 0 1

110 1 0

11 1 1 1
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Vyuziti pravdivostni tabulky

m Z pravdivostni tabulky Ize dle vyslednych pravdivostnich hodnot
pro danou formuli snadno urcit, zda je formule:

m tautologie - ve v§ech fadcich je pravdivostni hodnota 1
m kontradikce - ve v8ech fadcich je pravdivostni hodnota 0
m splnitelna - v néjakém fadku je pravdivostni hodnota 1
m Srovnanim dvou pravdivostnich tabulek snadno rozhodneme i
ekvivalenci formuli.
m Jelikoz existuje algoritmus rozhodujici zda je vyrokové formule
pravdiva, fikame, Ze vyrokova logika je rozhodnutelna.
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Priklad

m Sestrojte pravdivostni tabulku pro formuli a = (b = ¢).
m Rozhodnéte, zda je formule tautologie, kontradikce, splnitelna a
zda je ekvivalentni formuli (a = b) = c.

b=c|a=(b=rc)

— a4 a4 a0 00 00N
- O -0 -0 =00
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Priklad

m Sestrojte pravdivostni tabulku pro formuli a = (b = ¢).
m Rozhodnéte, zda je formule tautologie, kontradikce, splnitelna a
zda je ekvivalentni formuli (a = b) = c.

ab c|/b=cla=(b=rc)
000 1 1
0 0 1 1 1
010 0 1
0 1 1 1 1
100 1 1
1 0 1 1 1
110 0 0
1 1 1 1 1
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Priklad

m Sestrojte pravdivostni tabulku pro formuli a = (b = ¢).
m Rozhodnéte, zda je formule tautologie, kontradikce, splnitelna a
zda je ekvivalentni formuli (a = b) = c.

ab c|/b=cla=(b=rc)
000 1 1
0 0 1 1 1
010 0 1
0 1 1 1 1
100 1 1
1 0 1 1 1
110 0 0
1 1 1 1 1

m Neni tautologie ani kontradikce, je splnitelna a neni ekvivalentni
formuli (a= b) = c.

IB112 Zaklady matematiky: Zaklady matematické logiky 19/76



Disjunktivni normalni forma (DNF)

m Jelikoz je disjunkce asociativni, tedy (Av B)v C= AV (BV C),
piSeme pouze AV BV C. Podobné Ize psati AN BA C.

Definice (Literal, konjunktivni klauzule, DNF)

je atomicka formule nebo jeji negace. je
konjunkce libovolného konec¢ného poctu literald. Formule A je v
, je-li to jedna klauzule nebo
disjunkce kone¢né mnoha konjunktivnich klauzuli.

m literaly: a, b, —a, —c
m konjunktivni klauzule: (a A —¢c A b),(ma A ¢ A =b A d)
m formule v DNF: (aA—-cAb)V (-aA—-cA-bAd)V(~d)
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Disjunktivni normalni forma (DNF)

Ke kazZdé vyrokove formuli existuje ekvivalentni formule v DNF.

Ekvivalentni formule v DNF |ze sestrojit z pravdivostni tabulky:

m Pro kazdé ohodnoceni, kde je formule pravdiva, pfidame do
vytvarené formule v DNF jednu konjunktivni klauzuli, ktera bude
pro kazdy pravdivy atomicky vyrok a obsahovat literal a a pro
kazdy nepravdivy atomicky vyrok b literal —b.

m Neni-li formule pravdiva v Zzadném ohodnoceni, pak je to
kontradikce a je ekvivalentni kontradikci (a A —a) a ta je v DNF.

a b|(ae —b)
1 1 0
10 1
0 1 1
00 0
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Disjunktivni normalni forma (DNF)

Ke kazZdé vyrokove formuli existuje ekvivalentni formule v DNF.

Ekvivalentni formule v DNF |ze sestrojit z pravdivostni tabulky:

m Pro kazdé ohodnoceni, kde je formule pravdiva, pfidame do
vytvarené formule v DNF jednu konjunktivni klauzuli, ktera bude
pro kazdy pravdivy atomicky vyrok a obsahovat literal a a pro
kazdy nepravdivy atomicky vyrok b literal —b.

m Neni-li formule pravdiva v Zzadném ohodnoceni, pak je to
kontradikce a je ekvivalentni kontradikci (a A —a) a ta je v DNF.

a b|(ae —b)

1 1 0

1 0 1 ~ (an —b)
0 1 1

00 0
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Disjunktivni normalni forma (DNF)

Ke kazZdé vyrokove formuli existuje ekvivalentni formule v DNF.

Ekvivalentni formule v DNF |ze sestrojit z pravdivostni tabulky:

m Pro kazdé ohodnoceni, kde je formule pravdiva, pfidame do
vytvarené formule v DNF jednu konjunktivni klauzuli, ktera bude
pro kazdy pravdivy atomicky vyrok a obsahovat literal a a pro
kazdy nepravdivy atomicky vyrok b literal —b.

m Neni-li formule pravdiva v Zzadném ohodnoceni, pak je to
kontradikce a je ekvivalentni kontradikci (a A —a) a ta je v DNF.

a b|(ae —b)

1 1 0

1 0 1 ~ (an —b)
0 1 1 ~ (maAb)
00 0
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Disjunktivni normalni forma (DNF)

Ke kazZdé vyrokove formuli existuje ekvivalentni formule v DNF.

Ekvivalentni formule v DNF |ze sestrojit z pravdivostni tabulky:

m Pro kazdé ohodnoceni, kde je formule pravdiva, pfidame do
vytvarené formule v DNF jednu konjunktivni klauzuli, ktera bude
pro kazdy pravdivy atomicky vyrok a obsahovat literal a a pro
kazdy nepravdivy atomicky vyrok b literal —b.

m Neni-li formule pravdiva v Zzadném ohodnoceni, pak je to
kontradikce a je ekvivalentni kontradikci (a A —a) a ta je v DNF.

a b|(ae —b)

1 1 0

10 1 ~ (aN—b) Celkem:

0 1 1 ~ (maAb) (ae -b) =

00 0 (an—-b) Vv (-anb)
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Konjunktivni normalni forma (CNF)

m Definice CNF je analogicka definici DNF, akorat konjunkce a
disjunkce se prohodi.

Definice (klauzule, CNF)

(Disjunktivni) klauzule je disjunkce libovolného konec¢ného poctu
literald. Formule A je v konjunktivni normalni forme (CNF), je-li to
jedna klouzule nebo disjunkce kone¢né mnoha klauzuli.

Priklady
m klauzule: (aVv —cV b),(—aVv -cV —bVd)
m formule v CNF: (aVv —cV b) A (-aVv —cV —-bV d) A (—d)
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Konjunktivni normalni forma (CNF)

Ke kaZde vyrokové formuli existuje ekvivalentni formule v CNF.

Ekvivalentni formule v DNF Ize sestrojit z pravdivostni tabulky:

m Pro kazdé ohodnoceni, kde je formule nepravdiva, pfidame do
vytvarené formule v CNF jednu klauzuli, ktera bude pro kazdy
nepravdivy atomicky vyrok a obsahovat literal a a pro kazdy
pravdivy atomicky vyrok b literél —b.

m Je-li formule pravdiva pfi vSech ohodnocenich, je to tautologie a
je ekvivalentni tautologii (aV —a) a ta je v CNF.

a b|(ae b
1 1 0
10 1
0 1 1
00 0
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Konjunktivni normalni forma (CNF)

Ke kaZde vyrokové formuli existuje ekvivalentni formule v CNF.

Ekvivalentni formule v DNF Ize sestrojit z pravdivostni tabulky:

m Pro kazdé ohodnoceni, kde je formule nepravdiva, pfidame do
vytvarené formule v CNF jednu klauzuli, ktera bude pro kazdy
nepravdivy atomicky vyrok a obsahovat literal a a pro kazdy
pravdivy atomicky vyrok b literél —b.

m Je-li formule pravdiva pfi vSech ohodnocenich, je to tautologie a
je ekvivalentni tautologii (aV —a) a ta je v CNF.

a b|(ae b
1 1 0
10 1
0 1 1
00 0

IB112 Zaklady matematiky: Zaklady matematické logiky 27/76



Konjunktivni normalni forma (CNF)

Ke kaZde vyrokové formuli existuje ekvivalentni formule v CNF.

Ekvivalentni formule v DNF Ize sestrojit z pravdivostni tabulky:

m Pro kazdé ohodnoceni, kde je formule nepravdiva, pfidame do
vytvarené formule v CNF jednu klauzuli, ktera bude pro kazdy
nepravdivy atomicky vyrok a obsahovat literal a a pro kazdy
pravdivy atomicky vyrok b literél —b.

m Je-li formule pravdiva pfi vSech ohodnocenich, je to tautologie a
je ekvivalentni tautologii (aV —a) a ta je v CNF.

a b|(ae b

T 1 0 ~ (maV -b)
10 1

0 1 1

00 0 ~ (aVvb)
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Konjunktivni normalni forma (CNF)

Ke kaZde vyrokové formuli existuje ekvivalentni formule v CNF.

Ekvivalentni formule v DNF Ize sestrojit z pravdivostni tabulky:

m Pro kazdé ohodnoceni, kde je formule nepravdiva, pfidame do
vytvarené formule v CNF jednu klauzuli, ktera bude pro kazdy
nepravdivy atomicky vyrok a obsahovat literal a a pro kazdy
pravdivy atomicky vyrok b literél —b.

m Je-li formule pravdiva pfi vSech ohodnocenich, je to tautologie a
je ekvivalentni tautologii (aV —a) a ta je v CNF.

a b|(ae b

T 1 0 ~ (maV -b)

10 1 Celkem:

0 1 1 (ae —b) =

00 0 ~ (aVvb) (mav -b)A(aVvb)
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Pravdivostni funkce

m Vyznam vyrokovych formuli Ize také definovat pomoci
pravdivostnich funkci.

Definice (Pravdivostni funkce)

Pravdivostni funkce arity n je funkce f : {0,1}" — {0, 1}.

m Pravdivostni funkce kazdé n-tici pravdivostnich hodnot pfifadi
jednu pravdivostni hodnotu.

m Kazda formule s n (uspofadanymi) atomickymi formulemi
jednoznacné urcuje pravdivostni funkci arity n.

m Napf. a A b odpovidéa binarni pravdivostni funkci f(x, y) = x - y.
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Pravdivostni funkce

m Pravdivostni funkci Ize zapsat tabulkou.

x y z|f(x,y,2)
0 0O 0
0 0 1 0
010 1
o 1 1 1
1 00 0
1 0 1 0
110 1
11 1 0

m Lze kazdou pravdivostni funkci vyjadfit pomoci vyrokové
formule?
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Pravdivostni funkce

m Pravdivostni funkci Ize zapsat tabulkou.

x y z|f(x,y,2)
0 0O 0
0 0 1 0
010 1
o 1 1 1
1 00 0
1 0 1 0
110 1
11 1 0

m Lze kazdou pravdivostni funkci vyjadfit pomoci vyrokové
formule?

m Ano. Formuli sestrojime z tabulky stejné, jako jsme z tabulky
vytvofili formuli v DNF (nebo CNF).

IB112 Zaklady matematiky: Zaklady matematické logiky 32/76



Uplny systém spojek

Definice (Uplny systém spojek)

MnozZinu logickych spojek nazveme , pokud Ize
kazdou pravdivostni funkci vyjadfit pomoci vyrokové formule
pouZivajici pouze spojky z dané mnoZziny.

m JelikoZ Ize kazdou pravdivostni funkci popsat formulemi v DNF i
v CNF, je mnoZina {A, Vv, -} Uplnym systémem spojek.

m Protoze plati AA B = —~(—AV —B) Ize kazdou konjunkci vyjadfit
pomoci V, —. Proto je Uplny i systém {V, —}.

m Podobné AV B = —-(—-A A —B) a proto je Uplny i systém {A, —}.

m {=,—} je také Uplny systém.

m Existuje jednoprvkovy Uplny systém spojek?

IB112 Zaklady matematiky: Zaklady matematické logiky 33/76



DalSi logické spojky

a blaxorb|anand b | anorb
1 1 0 0 0
10 1 1 0
0 1 1 1 0
0 0 0 1 1

m XOR - exclusive or, Axor B = —(A < B)

m NAND - Shefferova funkce, Anand B = —(A A B)

m NOR - Nicodova funkce, Anor B = —(AV B)

m {nand} i {nor} tvofi Uplné jednoprvkové systémy spojek.
m VSechny tfi spojky jsou v informatice vyznamné.
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Mnoziny formuli a vyplyvani

Definice (Splnitelnost, model, vyplyvani)

Necht' T je mnoZina vyrokovych formuli. MnoZina T je ,
pokud existuje ohodnoceni, pii kterém jsou pravdivé vsechny
formule z T. Takové ohodnoceni se nazyva mnoZiny T.

Formule A zmnozZiny T, psano T = A, pokud je A
pravdiva v kazdem modelu mnozZiny T.

m T = Ataké Cteme jako Aje T.
m Z nesplnitelné mnoziny T vyplyva libovolna formule.

m Splnitelnost kone¢né mnoziny klauzuli T Ize rozhodnout
pomoci pravdivostni tabulky obsahujici sloupce pro véechny
formule z T. Platnost T = A Ize rozhodnout analogicky.
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Priklad

Zjistéte, zda je mnozina formuli T = {-bV a,—~aV c} splnitelnd a
zda je jejim dusledkem formule b = c.

a b c|-bval—-avcec|b=c
0 0O
0 0 1
010
01 1
1 00
1 0 1
110
1 1 1
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Priklad

Zjistéte, zda je mnozina formuli T = {-bV a,—~aV c} splnitelnd a
zda je jejim dusledkem formule b = c.

a b c|-bval—-avcec|b=c
0 0O 1 1
0 0 1 1 1
010 0 1
01 1 0 1
1 00 1 0
1 0 1 1 1
110 1 0
1 1 1 1 1

m T je splnitelna.
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Priklad

Zjistéte, zda je mnozina formuli T = {-bV a,—~aV c} splnitelnd a
zda je jejim dusledkem formule b = c.

a b c|-bval—-avcec|b=c
0 0O 1 1 1
0 0 1 1 1 1
010 0 1 0
01 1 0 1 1
1 00 1 0 1
1 0 1 1 1 1
110 1 0 0
1 1 1 1 1 1

m T je splnitelna.
m b= cjedlisledkem T.
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Véta o dedukci a lemma o neutralni formuli

Véta (Véta o dedukci, sémanticka varianta)

Bud’ T mnozina vyrokovych formuli. Pak plati T = A = B prave
kdyz T U{A} E B.

Véta (Lemma o neutralni formuli, sémanticka varianta)

Bud' T mnoZina vyrokovych formuli. Pokud plati T U {A} = B a
TU{-A} EB,pakiT E B.
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Formalni systémy

m Pravdivost formuli Ize zkoumat i na zakladé jejich syntaxe (bez
interpretaci, bez pravdivostnich tabulek).

Formalni systém
m umoznuje k formulim budovat dikazy

m sklddad se z

m axiomu - tvrzeni, jejichz pravdivost pfijmeme bez dikazu

m odvozovacich pravidel - konstrukce umoznujici vytvaret dikazy
m muze byt

m axiomaticky - méné pravidel, vice axiom(

m predpokladovy - vice pravidel, méné axiom

m UkaZzeme axiomaticky systém pro vyrokovou logiku
vyuZzivajicich pouze spojek = a —.
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Axiomaticky systém

Axiomy
(A1) A= (B= A)
(A2) (A= (B=0C)=((A=B) = (A= 0))
(A3) (-B=-A)= (A= B)

Odvozovaci pravidlo
(P1) ZAa A= Bplyne B.

m A B, C jsou libovolné vyrokové formule.

m Odvozovaci nebo také inferencni pravidlo (P1) se nazyva
pravidlo odlouceni nebo modus ponens.

m V (P1) se formule A a A = B nazyvaji predpoklady, B se pak
nazyva zaver.

A A=B

— 5
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Dukaz

Definice (Dukaz)

Konecnou posloupnost Ay, Ao, . .., An vyrokovych formuli nazveme

formule An, pokud pro kazdé i < n je A; bud’ axiomem
nebo zaverem odvozovaciho pravidla, jehoz predpoklady jsou mezi
formulemi Ay, Ao, ... Ai_1.

Vyrokova formule A je , psano = A, pokud existuje
dukaz formule A.
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Priklad

Dokazte - A= A.
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Priklad

Dokazte - A= A.

Reseni
Dikazem je posloupnost
A= (A= A) = A),
A= (A=A =A)=(A=(A=A)= (A= A),
A= (A=A)= (A=A, A= (A= A), A= A
Oznacime-li formule v posloupnosti Aq, Ao, . .. As, pak
m Asje (A1) provolou A,A= Aza A B,
m A je (A2) provolbu A, A= A Aza A B, C,
m A; je zavér (P1) s predpoklady Aq, Ao,
m A4 je (A1) pro volbu A, Aza A, B,
m As je zavér (P1) s predpoklady Az, As.
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Zobecnéni dokazatelnosti

Definice
Necht' T je mnozina vyrokovych formuli. Kone¢nou posloupnost
Aq, Ao, ..., Ap vyrokovych formuli nazveme An

T, pokud pro kazdeé i < n je A; bud’ axiomem, prvkem T nebo
zaveérem odvozovaciho pravidla, jehoZ predpoklady jsou mezi
formulemi Ay, As, ... Ai_1. Piseme T - Aj

m - Aje totéZ jako 0 - A.
m Misto {A} - B piSeme pouze A+ B.
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Véta o dedukci a lemma o neutralni formuli

Véta (Véta o dedukci)

Bud’' T mnozina vyrokovych formuli. Pak plati T + A = B pravé kdyZz
TU{A} + B.

Dulkaz

Smér “=". Plati-li T - A = B, pak existuje dukaz
A1, A, ..., An,A= Bformule A= Bz T. Pak ale
A1, Az, ..., An,A= B, A Bjedikaz formule Bz T U {A}.

Dlkaz “«<=" je komplikovangjsi... O
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Priklad

Plati

F-A= (A= B),
F-—A= A,
F(A= B) = (-B= -A),
FA= (-B= -(A= B)),
F(-A= A) = A

Dukaz
Ukazeme (1), ostatni se Ize dokazat podobné.

m Z (A1) plyne - -A = (-B = -A).

m Z Véty o dedukci dostavame —A + —B = —A.

m Z (A3) plyne - (=B = —-A) = (A= B).

m Pomoci modus ponens tedy dostdvame -A+ A= B.

m Z Véty o dedukci dostaneme - -A = (A = B). O
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Vlastnosti axiomatického systému

Véta (Lemma o neutralni formuli)

Bud' T mnoZina vyrokovych formuli. Pokud plati T U {A} + B a
TU{-A}F B, paki T+ B.

Postupné dokazeme
T+ -A = Bz \Veéty o dedukci,
T+ -B = ——Aaplikaci (P1) na (3) v predchozim pfikladu a (1),
T U {-B}  —=—Az Véty o dedukci,
T U {-B} + Aaplikaci (P1) na (2) v pfedchozim pfikladu a (3),
T+ A= Bz predpokladi a Véty o dedukci,
A 7 u{-B}+ Bz (P1) apredchazejicich dvou tvrzeni,
T+ -B = Bz Véty o dedukci,
B T+ B aplikaci (P1) na (5) v pfedchozim pfikladu a (7). O
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Korektnost a uplnost

Véta (Korektnost a Uplnost)

Necht' T je mnoZina vyrokovych formuli a A je vyrokova formule.
Pak plati T - A pravé tehdy, kdyz T = A.

m Implikace “—" se nazyva (co dokazeme to plati).

m K dlikazu korektnosti staCi ukazat, ze (A1), (A2) i (A3) jsou
pravdivé a Zze (P1) z pravdivych pfedpokladu odvodi vzdy
pravdivy zaver.

m Implikace “<=" se nazyva (dokazeme vse, co plati).

m Existuji i dalSi formalni systémy pro vyrokovou logiku
(napf. ).
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Predikatova logika
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Predikatova logika

m RozSifuje vyrokovou logiku.
m Umoznuje presnéji popsat vyrok a diky tomu odvodit logicka
vyplyvani, ktera ve vyrokové logice odvodit nelze:
m Kazdy Clovek je smrtelny.
m Sokrates je Clovék.
m Sokrates je smrtelny.

m Vyroky oznacCime postupné a, b, c. Ve vyrokové logice nelze

odvodit logické vyplyvani c z a, b, prestoze c zjevné je
dasledkem a, b.
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Jazyk predikatové logiky

Jazyk predikatové logiky se zklada z téchto symbolu:
B DrOMENNE: X, ¥,Z, X1, Xo, . . .
logicke spojky: =, A\, V, =, <
kvantifikatory: ¥V (pro vSechna), 3 (existuje)
rovnost: =
zavorky: (,)
relacni neboli predikatove symboly: P, Q, R, Py, Po, ...

funkeni symboly: f,g,h, fi, b, . ..

Kazdy predikatovy symbol ma pevné danou arity n > 0.

Kazdy funkéni symbol ma pevné danou aritu n > 0 (pocet
argumentu).

m Funkce s aritou 0 se nazyvaji konstanty a znaci se a, b, c, .. ..
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Konstanty, proménné a funkce

m Konstanty, proménné i funkce slouzi k oznaceni objekii.

m Objekty jsou prvky dané mnoziny objektli nazyvané domena
nebo univerzum.

m Konstanty jsou vlastné jména objektu.
m Proménné zastupuiji libovolné objekty.
m Pomoci funkci vytvarime slozena jména objekta.

Priklad
m Uvazujme doménu nezapornych celych Cisel.
m Konstanty jsou napf. 0, 1, 42.
m Pfikladem binarni funkce (funkce arity 2) je +.
m Slozené jméno objektu 3 je napriklad 1 + 2 nebo (1 + 1) + 1.
m SloZené jméno objektu je i x +2 nebo (x + 2) + (z + x).
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Termy

m Termy jsou vSechna moznda oznaceni objektu.

Definice (Termy)

definujeme takto:
Kazda proménna je term.

Je-li f funkéni symbol arity n a ty, to, . . ., t, jsou termy, pak i
f(t, b, ..., tn) je term.
Nic jiného neni term.

m Z bodu (2) plyne, ze konstanty (nularni funkce) jsou také termy.
m Priklady termU: a,0, x, f(x, 0, a), f(g(a,0), 2, h(h(y)))
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m Nularni predikat je vyrok (jako ve vyrokové logice).
m Unarni predikat
m popisuje vlastnost objektu,
m odpovida vyroku, ze kterého odstranime oznaceni jednoho
objektu.
m Priklad: Predikat P odpovida pojmu “byt smrtelny”
“Objekt x je smrtelny” ~» P(x)
“Sokrates je smrtelny” ~~ P(Sokrates)
m Binarni predikéat
B popisuje vztah mezi dvéma objekty.
m Priklad: “x je ndsobek y” ~ Q(x,y)
“x 4+ 3 je nasobek 2” ~~ Q(x+ 3,2)
“x je mensinez 7” ~~ x < 7 (infixova notace)

m Predikat arity n popisuje vztah mezi n objekty.
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Kvantifikatory

Y - univerzalni neboli obecny kvantifikator
m (Vx)P(x) fika, Ze pro vSechny objekty x z domény plati P(x).
m Pro kone¢nou doménu {ay, a, ..., an} je (Vx)P(x) ekvivalentni
formuli P(a1) A P(az) A ... A P(an).

3 - existencialni kvantifikator
m (Ix)P(x) fika, ze existuje (alespor jeden) objekt x z domény,
pro ktery plati P(x) (neboli P(x) plati pro nékteré objekty x).
m Pro kone¢nou doménu {ay, ay, . .., an} je (3x)P(x) ekvivalentni
formuli P(ay) v P(az) v ...V P(an).

Priklad
m Necht P odpovida pojmu “byt smrtelny”.
m Uvazujme doménu vSech lidi.
m (Vx)P(x) fika, ze vSichni lidé jsou smrtelni.
m (3x)P(x) fika, ze existuje smrtelny Clovek (neboli néktefi lidé
jsou smrtelni).
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Predikatové formule

Definice (Predikatové formule)

definujeme takto:

Necht P je predikatovy symbol arity n aty, ..., t, jsou termy.
Pak P(ty,...,n) je atomicka predikatova formule.

Jsou-li ty, to termy, pak t; = b, je atomicka predikatova formule.
Nic jiného neni atomicka predikatova formule.

definujeme takto:
Kazda atomicka predikatova formule je predikatova formule.

Jsou-li v, predikatové formule, pak i
=, eV, o AN, = 1), p < 1) jsou predikatové formule.

Je-li x proménna a ¢ predikatova formule, pak (Vx)¢ a (3x)e
jsou predikatové formule.

Nic jiného neni predikatova formule.
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Piiklady

Priklad

m Ny s elementéarni aritmetikou: konstanta 0, unarni funkce
naslednik s, binarni funkce +, *

m termy: s(0) reprezentuje 1, s(x) + s(s(0)) reprezentuje
(x+1)+2

m (Vx)0xx =0 ...nula krat cokoliv je nula

m (Vx)s(0) «x = x ...jedna krat libovolné Cislo je totéz Cislo

m —~(3x)s(x) =0 ...vdané doméné nem4 nula pfedchidce

Priklad
m Necht R je binarni predikat reprezentujici binarni relaci.
m (Vx) R(x,x) ...Rje reflexivni
m (YX)(Vy)(R(x,y) = R(y,x)) ...R jesymetricka
m (YX)(Vy)(Vz) ((R(x,y) ANR(y,z)) = R(x,z)) ...Rjetranzitivni
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Vazany a volny vyskyt proménnych

m Podformule formule ¢ je kazda souvisla Cast ¢, ktera je také
formuli.

m Podformule 1 ve formulich (¥x)« a (3x)vy se nazyva oborem
nebo rozsahem kvantifikatoru (Vx) nebo (3x).

m Vyskyt proménné x ve formuli ¢ je vazany, je-li v rozsahu
néjakého kvantifikatoru (Vx) nebo (3x).

m Vyskyty, které nejsou vazaneé, jsou volrne.

m Priklad: ((vx)(3y)P(x,y,z)) = R(x,z) ...vazany/volny vyskyt

m Proménna se nazyva volna (resp. vazand), existuje-li v dané
formuli jeji volny (resp. vazany) vyskyt.

m Formule bez volnych proménnych se nazyvéa senience neboli
uzavrena formule.

m Formule bez kvantifikatorl se nazyva ofeviena formule.

m Zapis p(x1, X2, ..., Xn) 0znacuje formuli ¢ a zdlraznuje, ze
vSechny volné proménné formule ¢ jsou mezi xq, Xo, . . . , Xp.
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Sémantika predikatove logiky

K definici sémantiky potfebujeme ur€it mnozinu objektd (doménu) a
déle dat vyznam funkénim a predikatovym symboliim. Proménnym
je tfeba prifadit objekty.

Definice (Realizace/interpretace)
neboli | jazyka predikatové logiky je struktura
obsahujici
®m neprazdnou mnoZinu D zvanou nebo ;
m funkci I(f) : D" — D pro kaZdy n-arni funkéni symbol f,
m relaci I(P) C D" pro kaZdy n-arni relacni symbol P.

Definice (Ohodnoceni/valuace proménnych)

neboli je zobrazeni V prifazujici
kazdé promenné prvek domény D.
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Priklad

m UvaZme jazyk predikatové logiky obsahujici:
m konstantu O
m unarni funkci s
m binarni funkce +, *
m binarni relaci <

m Standardni interpretace / tohoto jazyka:

doména Ny

1(0) je Cislo 0

I(s)(n) = n+ 1 prokazdé ne Ny

I(+), I(x) jsou operace s€itani a nasobeni na Ny
(<) je relace “mens&i nez” na Ny

m Nestandardni, ale taky mozna interpretace /'

doména D = {a, b}

I'(0) je prvek a

I'(s)(a) = b, I'(s)(b) = a

I'(+)(x,y) = a, I'(x)(x,y) = y pro véechna x, y € {a, b}
I'(<)={(a,b),(a a)}
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Sémantika predikatove logiky

Definice (Hodnota termu)
t pfi interpretaci | a valuaci V rozumime prvek |t|; v
domény D definovany dle tvaru termu takto:
m Je-li t proménnd x, pak |t|;y = V(x).
m Je-lit tvaru f(ty, bo, ..., tn), pak
[tl,v = 1) (tilnv, [Elrvs - - s |talv)-

m Hodnota proménné je tedy pfimo dana valuaci této proménné.

m Hodnotu termu f(t, b, . . ., tn) ziskédme tak, Ze vezmeme
hodnoty termU t;, >, . . ., t; @ na tyto hodnoty aplikujeme funkci
I(f) pfifazenou symbolu f interpretaci /.

m Hodnota termu zavisi pouze na valuaci proménnych, které se
v termu vyskytuiji.
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Priklad

UrCete hodnotu termu s(s(0)) (x + 5(0)) pri drive definované
interpretaci / a valuaci V(x)
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Priklad

UrCete hodnotu termu s(s(0) s(x + 5(0)) pri drive definované
interpretaci / a valuaci V(x)

m 0]y = /(0) =0

m [s(0)[,v = I(s)(|0],v) = I(s)(0) =0+ 1 =1

m [s(s(0))[,v = I(s)(Is(0)]1,v) = I(s)(1) =1+1=2

m [s(x+s0)v=Is)(V(x)+1)=1I(s)(7+1)=8+1=9

m [5(5(0))xs(x+5(0))]1,v = |s(s(0))1,v-[s(x+s(0))|;,y =2-9 =18
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Priklad

UrCete hodnotu termu s(s(0) s(x + 5(0)) pri drive definované
interpretaci / a valuaci V(x)

m 0]y = /(0) =0

m [s(0)[,v = I(s)(|0],v) = I(s)(0) =0+ 1 =1

m [s(s(0))[,v = I(s)(Is(0)]1,v) = I(s)(1) =1+1=2

m [s(x+s0)v=Is)(V(x)+1)=1I(s)(7+1)=8+1=9

m [5(5(0))xs(x+5(0))]1,v = |s(s(0))1,v-[s(x+s(0))|;,y =2-9 =18

Totéz pfi interpretaci I’ a valuaci V'(x) = b.
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Priklad

UrCete hodnotu termu s(s(0) s(x + 5(0)) pri drive definované
interpretaci / a valuaci V(x)

m 0]y = /(0) =0

m [s(0)[,v = I(s)(|0],v) = I(s)(0) =0+ 1 =1

m [s(s(0))[,v = I(s)(Is(0)]1,v) = I(s)(1) =1+1=2

m [s(x+s0)v=Is)(V(x)+1)=1I(s)(7+1)=8+1=9

m [5(5(0))xs(x+5(0))]1,v = |s(s(0))1,v-[s(x+s(0))|;,y =2-9 =18

Totéz pfi interpretaci I’ a valuaci V'(x) = b.

m [s(x + 5(0))l1.v = /(s)(a) =
m [5(s(0)) * S(x + 5(0)) .y = b
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Sémantika predikatove logiky

V([x/d] znaCi valuaci liSici se od V pouze tim, Ze proménné x
prifazuje prvek d.

Definice (Pravdivost predikatové formule)

Formule ¢ je / V, pséno I,V = ¢,
pokud ¢ je tvaru
m Pt b,....th) a(ltlnv, &Ly, ..., |tlLv) € I(P),
mh=thalb|y=|tv
m—palVIEy,
B Vo al,VEYy nebol V= o,
B YAy al,ViEyalViEi,,
B = al, VI nebol, V = s,
B eveallVEY al,VE, nebol, VIE 1wy al, Vs,
m (Vx)y al, V[x/d] = ¢ pro kazdé d z domény D.
m (3x)y al, V[x/d] = ¢ pro néjaké d z domény D.
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Pravdivost formule

m Snadno se ovéfi, ze pravdivost formule ¢ pfi interpretaci / a
valuaci V zalezi pouze na valuaci proménnych, které jsou volné
ve ¢ a na interpretaci symbolu pouzitych ve formuli ¢.

m Z toho okamzité plyne, ze pravdivost sentenci viibec nazalezi
na valuaci.

Predikatova formule © se nazyva
[ I, psano | |= o, jestlize ¢ je pravdiva pfi
interpretaci | a véech valuacich V.

[ | nebo , psano = o, jestlize je pravdiva pri
vsech interpretacich.
] , jestlize je pravdiva pfi néjaké interpretaci.
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Priklad

Zjistéte, zda je formule p = (Vx) x < s(x) splnitelna nebo dokonce
tautologie.
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Priklad

Zjistéte, zda je formule p = (Vx) x < s(x) splnitelna nebo dokonce
tautologie.

m Uvazme dfive uvedené interpretace /a /'.
m Formule ¢ je splniteln&, nebot napfiklad / = .

m Formule ¢ neni tautologie, nebot napfiklad /' £ ¢ (formule
x < 8(x) neni pravdiva pfi I’ a V'(x) = b).

Vymyslete néjakou tautologii nad danym jazykem predikatové logiky.
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Vybraneé tautologie

m de Morganovy zakony pro kvantifikatory:
~(VX)e(X) & (Ix)=e(X), =(3x)p(X) < (VX)=p(X)

m zameénitelnost kvantifikatord stejného typu:
(VX)(Vy)e(x, y) < (Vy)(VX)e(X, y),
(@F)Ey)e(x,y) < (Fy)Ex)e(x, y)

m distributa kvantifikatoru:
(Vx)(p(x) A 1p(x)) < (VX)p(x) A (VX)(X),
(F)(e(x) V(X)) < (Ix)e(x) Vv (3x)(x)

m redukce univerzalniho kvantifikatoru:
(V) (Vy)e(x,y) = (V¥)e(y,y)

B (VX)p(x) = (3x)p(x)

E....
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Teorie, model, dusledek

Definice (Teorie, model, dusledek)

MnoZina sentenci T se nazyva . Interpretace | se nazyva
teorie T, jestlize | = ¢ pro kazdé o € T. Formule v
zteorie T () je T), psano T = v, pokud je v
pravdiva v kaZzdéem modelu teorie T. Teorie T je , pokud
nema zadny model. V opacném pripade je teorie

m Formalni zapis Sokratovy Uvahy:

{(VX)(C(x) = S(x)), C(Sokrates)} = S(Sokrates)

IB112 Zaklady matematiky: Zaklady matematické logiky 72/76



Priklad teorie - Peanova aritmetika

m Peanova aritmetika popisuje zaklady teorie Cisel.

m Jazyk obsahuje konstantu 0, unarni funkéni symbol s
(naslednik), binarni funkéni symboly + a .

vx)(vy)(s (X):S(Y)=>X=}/)

(Vx)(Vy)X* s(y)=xxy+x
n (VX1)...(Vxn)((p(O,X1,...,Xn)/\
A (V%) (9(X0. Xt Xn) = 9(S(X0), X1, -, Xn)) =
= (Vx0)p(Xo, X1, - - . ,x,,)) ... princip indukce
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Axiomaticky systém predikatové logiky

Axiomy

A1l
A2
A3
A4

o= (¥ =9)

(p= (¥ =0p)) = (¢ =)= (¢=0))

(¢ = —p) = (¢ =)

axiom kvantifikatoru

(VX)(¢ = ) = (¢ = (VX)¥), pokud x neni volna ve ¢
(A5) axiom substituce

(YXx)p(x) = ¢(t), kde ¢(t) vznikne z ¢ dosazenim t za
vSechny volné vyskyty x

(A1)
(A2)
(A3)
(A4)

(AB) axiomy rovnosti

BX=X

BXxX=Yy = f(Xq,.. ., Xi1, X, Xiz1y- .-, Xn) =
f(X1,...,X,',1,y,X,'+1,...,Xn)

BXxX=y = PXq,....,Xi—1,X, Xjis1,- .-, Xn) =
P(X1,y. oy Xi1, Yy XiAs -y Xn)
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Axiomaticky systém predikatové logiky

Odvozovaci pravidla

(P1) Zypap= 1 plyne .
(P2) Z ¢ plyne (Vx)yp

m (P2) se nazyva pravidlo zobecneni nebo pravidlo generalizace.

m Pojmy dokazatelnosti, psano \ o, a dokazatelnosti z teorie T,
psano T + ¢, se definuji podobné jako ve vyrokové logice.

Véta (Godelova véta o Uplnosti)

Pro libovolnou predikatovou formuli » plati = ¢ pravé kdyz - .
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m V predikatové logice prvniho fadu Ize kvantifikovat pouze pres
promeénné.

m V logice druhého fadu Ize kvantifikovat i pres predikatové
symboly.
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