Algebra II, 1. termin, Giloha A, 3.6. 2003

Jméno : UCO :

Reprezentace koneé¢nych distributivnich svazu

a) Algebraicky definovany svaz £ = (L, A, V) je svazem ve smyslu uspofddanych mnozin,
klademe-li

Mnozinu vSech spojové ireducibilnich prvki svazu £ s vyjimkou nejmensiho (pokud existuje)
znacime J(L).

c¢) Nakreslete diagram usporddané mnoziny (J(K), <) pro svaz K

Mnozinu vSech dédi¢nych podmnozin zna¢ime H (A).

e) Dopliite vétu : Kone¢ny distributivni svaz £ = (L, <) je izomorfni s mnozinou

S USPOFAdANII . ..ot e

f) Doplnéni dikazu : Uvazujeme zobrazeni

E:L— g O i
Vzhledem k tomu, Zze svaz Lje ...................... , plati pro lib. a € L, Ze a = sup £(a).
Odtud zejména plyne, Ze zobrazeni £ je ................cooiiiiii.. a ze plati £(a) < £(b)

implikuje a < b.



g) Uvedte diagram uspofddané mnoziny, kterou jste doplnili do e), pro nds konkrétni
priklad svazu K.

h) Sledujte dikaz z f) a uvedte zcela konkrétné, co v piipadé svazu K neproslo.



Algebra II, 1. termin, loha B, 3.6. 2003

Jméno : UCO :

Volna algebra

Levy normalni band je idempotentni pologrupa spliujici identitu xyz = xzy.

a) Identita x;, ...z;, = x;, ...x;, je splnéna ve vSech levych normalnich bandech pravé kdyz

k

b) Dokazte, ze mnozina F' = { (a, A) | a € A C M, A konetné } spolu s operaci
(a,4) o (b, B) = (a, AU B)

je volny levy normalni band nad mnoZinou M vzhledem k ¢ : a — (a, {a}).

(i) (F,o) je levy normalni band :



Algebra II, 1.termin, tloha C, 3.6. 2003

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech unarnich algeber (A, f), kde f : A — A je bijekce, uvazovana v jazyku
jediného unarniho opera¢niho symbolu uzaviena na operator S 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Necht P’(N) zna¢i mnozinu vSech neprazdnych podmnozin mnoziny N. Rozhodnéte,
zda zobrazeni

a:P'(N) - N, X — minX

je grupoidovy homomorfismus
(P'(N),U) — (N, min) ?

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

¢) Na mnoziné R definujeme relaci p vztahem
apb < a—-beZ.

Je tato relace kongruenci okruhu (R, +,-) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 2. termin, iloha A, 10.6. 2003

Jméno : UCO :

Identity v monounarnich algebrach

Uvazujeme jazyk jediného unarniho opera¢niho symbolu f a v ném algebry A = (A, g)
alBB=(Bh).
a) Definujte (induktivng) mnozinu 7}, vSech n-arnich termi naseho jazyka. (Zadné o € ¥

V naSem piipadé je lze psat ve tvaru ...

b) Definujte (induktivné) realizaci ¢t € T}, v algebie A.

d) Je-li navic ay,...,a, € A, mame a(t™(ay, ..., 0n)) = oo

e) Dokazte tvrzeni z d).

h) Nechf algebra A je konkretizovana takto: A = {a,b,¢c,d, e}, g(a) =b, g(b) = ¢, g(c) =
d, g(d) = e, g(e) = d. Charakterizujte identity, které jsou v A splnény

i) Necht A je jako v bodé h), necht p € B. Kdy lze pfifazeni a — p rozsifit do homomor-
fismu algebry A do algebry B 7

Prave KAyZ ....oooi



Algebra II, 2. termin, iloha B, 10.6. 2003

Jméno : UCO :

Pseudokomplementarni svazy

Svaz L = (L,A,V) s nejmensim prvkem, ozn. 0, se nazyvad pseudokomplementarni
jestlize pro libovolné a € L existuje a* € L tak, ze

(VbeL)anb=0 <= b<a".

Dokazte (tyka se to bodt a) - ¢) ):
a) Kazda Booleova algebra (L, A,V,0,1,") je pseudokomplementirnim svazem.

Dikaz: Pro a € L polozime a* = .....................

Necht be L, a Ab=0, pak

c¢) Kazdy kone¢ny distributivni svaz je pseudokomplementéarni. (Névod: asi se Vam bude
hodit mnozina C ={b € L |a Ab=0}.)

Dejte ptiklad (tyké se to bodi d) a e) ):
d) Kone¢ného omezeného svazu, ktery neni pseudokomplementérni.



Algebra II, 2. termin, iloha C, 10.6. 2003

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech kone¢nych téles v jazyce binarnich opera¢nich symbolt +, - a nularniho
opera¢niho symbolu 1 uzaviena na operator P 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Uvazujme algebru N' = (N, +), kde ' = a + 1. Je zobrazeni o : a — a + 1 jejim
endomorfismem 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

¢) Na mnoziné Z definujeme relaci p vztahem
apb <= a*="0".

Je tato relace kongruenci grupoidu (Z,-) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodti za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 3. termin, Gilloha A, 2.7. 2003

Jméno : UCO :

Identity v biunarnich algebrach

Uvazujeme jazyk dvojice unarnich operacnich symbola f a g a v ném algebry A = (A, p, q)
aB=(B,r,s).
a) Definujte (induktivng) mnozinu 7}, vSech n-arnich termi naseho jazyka. (Zadné o € ¥

e) Je-li navic ay,...,a, € A, mame a(tA™ (a1, ..., @n)) = coroeeeiien

f) Dokazte tvrzeni z d).

i) Necht algebra A je konkretizovana takto: A = {0,1,2}, p(0) = 1, p(1) = 2, p(2) =
0, ¢(0) =2, q(1) =0, ¢(2) = 1. Charakterizujte identity, které jsou v A splnény



Algebra II, 3. termin, Giloha B, 2.7. 2003

Jméno : UCO :

Vztahy mezi usporadanymi mnoZinami a distributivnimi svazy

Pro uspofddanou mnozinu A = (A, <) necht H (A) znac¢i mnozinu vsech jejich dédiénych
podmnozin. Necht pro svaz £ = (L, A, V) je J(£) mnozinou vsech jeho spojové ireducibilnich
prvki s (eventudlni) vyjimkou nejmensiho.

Dokéazeme, Ze pro konecné A plati :

A je izomortni s (J(H(A), C), <) .

Definujeme zobrazeni 3 : @ k= .....cveeeiiiieiiiiiiiiiiiee e ,a € A.
0 skutecné vede tam, kam potiebujeme

Odtud zejména plyne, Ze B je ...ooovirieiiiiiiii i,
Zbyva ukazat, 7€ B J€ ..o

SKULECNIE, ...

Demonstrujte tvrzeni pro A = {0,a,b,1},0 < a,b < 1, a,b nesrovnatelna.

Plati tvrzeni pro (Q, <)? Analyzujte situaci.

Pokracujte na opacné strané



Algebra II, 3. termin, Gloha C, 2.7. 2003

Jméno : UCO :

a) Mnozina P (A) vSech podmnozin mnoziny A tvoii vzhledem k “pfirozenym” operacim
Booleovu algebru. Je P (N) podalgebrou algebry P (Q) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Uvazujme algebru N' = (N, s), kde s(a) = a + 1. Je relace
(a,b) p (¢,d) <= a+b=c+d

kongruenci algebry N’ x N ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bod.)

c) Je zobrazeni
a:Zx,y| = Z, f+— absolutni ¢len f

homomorfismem okruhu (Z[z,y],+, -) do okruhu (Z,+,-) ?
(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 1. termin, Gloha A, 26.5. 2004

Jméno : UCO :

Uvazujme jazyk binarniho opera¢niho symbolu o.
a) Definujte termy.

e) Definujte pfislusnou faktorovou algebru A/p a tzv. pfirozeny homomorfismus pf.
Ukazte, ze se skutecné jedna o homomorfismus.

f) Necht p je kongruence grupoidu A = (A, -), necht p je n-arni term a necht a4, ..., a, € A.
Dokazte, ze
P, an)) = pVP" (@), P (an)) -

g) Necht grupoid A = (A, -) spliiuje identitu p = ¢ a necht p je jeho kongruence. Dokazte,
ze téz A/p spliuje identitu p = ¢q. (Muzete vyuzit bod f).)

h) Pro A = (Z,+) a p definované vztahem apb <= a = b (mod 2) najdéte identitu
platnou v A/p, ktera neplati v A.



Algebra II, 1. termin, iloha B, 26.5. 2004

Jméno : UCO :

Necht A = (A4, <) je uspofadand mnozina. Pro X C A klademe
TX={acA| provS.zeXjex<a}, | X={acA| provi.zeXjea<uz}.

Pro X C A klademe C(X) = |1 X.Dale Ac ={C(X) | X CA}aAc=(Ac, Q).

a) Pro X C A plati X........... 1T X. Dukaz :
b) Podobné pro X C A plati X........... 11 X.
c)Pro X, Y CA X CVYplati T X........... 1Y. Dukaz :
d) Podobné pro X, Y C A, X CY plati | X.......... Y.

e) Pro X C A plati T X = 7|1 X. Skutecné,



Algebra II, 1.termin, tloha C, 26.5. 2004

Jméno : UCO :

a) V pologrupé (S, -) lze krdtit zleva, plati-li
(VY a,bceS)(a-b=a-c = b=c).

Je tiida vSech pologrup s kracenim zleva uzaviena na operator S 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Jsou svazy (Z,<) a (Q, <) izomorfni ?
(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodti.)

c) Na mnoziné S3 = { id, (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3), (1,3,2) } definujeme relaci p
vztahem

apb = a-{id, (1,2)}=b-{id, (1,2)} .

Je tato relace kongruenci grupy (Ss,-) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 2. termin, Giloha A, 2. 6. 2004

Jméno : UCO :

Uvazujme jazyk binarniho opera¢niho symbolu o. (Veskeré vyrazy typu o € ¥ budou pfi
opravé ignorovany !)
a) Definujte homomorfismus.

Ker (v = kongruenci algebry ........
SKULECIIE, ...ttt et et e e e e

f) Ukazte, Ze ima = ... je podalgebrou algebry ..........
SKULECIIE, .. e

g) Dopliite a dokazte : lib. homomorfismus « : (A4,:) — (B,-) lze psat ve tvaru a@ =
v 3 (ker a)¥, kde

h) Vse ilustrujte pro A = mnozina v8ech ¢tvercovych matic fadu 2 nad R, B = C a a(X)
je determinant matice X.



Algebra II, 2. termin, tiloha B, 2. 6. 2004

Jméno : UCO :

Necht A = (A, <) je usporddand mnozina. ) # P C A se nazyva usmérnénd, ex.-li pro
libovolna a,b € P prvek ¢ € P takovy, Ze a < ¢, b < ¢. Samo A se naz. CPO (complete
partially ordered set), ma-li nejmensi prvek, ktery znac¢ime L, a ma-li lib. usmérnénd pod-
mnozina v A suprémum. Necht B = (B, <) je dalsi CPO. Zobrazeni o : A — B se naz.
spojité, je-li pro lib. usmérnénou mnozinu P v A splnéno «a(\/ P) = \/{a(a) | a € P}.

a) Dokazte, ze kazdé spojité zobrazeni je izotonni.

b) Necht A je CPO a nechf a je izotonni zobrazeni A do A. Ukazte, Ze existuje a =

V{a"(Ll)|neN}

e) Necht T' zna¢i mnozinu vSech parcidlnich transformaci mnoziny Ny (t.j. vSech zobrazeni
podmnozin Ny do mnoziny Ny). Pro f,g € T klademe f < g, je-lidom f C domga fag
souhlasi na dom f. Ukazte, ze (T, <) je CPO.

f) Definujme a : T'— T vztahem

1, k=0
(a(f))(k)=<] k-f(k—1), k>1a f(k—1) definovino

nedefinovano, jinak
Ukazte, ze « je spojité.



Algebra II, 2. termin, Gloha C, 2. 6. 2004

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech uplnych svazli uvazovana v jazyce binarnich A a V uzaviené na operator
S?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Jsou svazy (Z,A,V) a (Z,V, ) izomorfni 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

¢) Na mnoziné Z definujeme relaci p vztahem
apb < a+b=0.

Je tato relace kongruenci grupy (Z,+) 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 3. termin, tlloha A, 16.6. 2004

Jméno : UCO :

Uvazujme jazyk undrniho opera¢niho symbolu o. (Veskeré vyrazy typu o € ¥ budou pfi
opravé ignorovany !)
a) Necht A; = (A;, f;), i € I, je systém monounarnich algeber. Na mnoziné

HiEI AZ T T
definujeme operaci f vztahem

b) Necht A a B jsou algebry s neprazdnymi nosi¢i a necht A x B spliiuje identitu o.
U jednotlivych tvrzeni vyznacte zda plati ¢i nikoliv.
(i) A nebo B spliiuje o, (ii) A i B spliiuje o, (iii) ani .4 ani B nemusi spliiovat o.

c¢) Vyznacte co plati a co neplati
(i) Necht A nebo B spliuje o. Pak i A x B spliiuje o.
(ii) Necht A i B spliiuje o. Pak i A x B spliiuje o.

d) Doplitte a dokazte. Necht (p;)ic;, I # 0 je systém kongruenci algebry A = (A, f)
takovy, ze

e) Jak pozname podle svazu Con A podpifimou nerozlozZitelnost kone¢né algebry A ?



Algebra II, 3. termin, iloha B, 16.6. 2004

Jméno : UCO :

Necht £ = (L, A, V) je svaz, necht I je jeho idedl (t.j. (i) I C L, (ii) a,b€ I ddaV b€ I,
(iii)ae I, be L, b<adabel)aF jejeho filtr (dudlni pojem k pojmu ideal). Necht
plati TUF =L, INF #10).

a) Dokazte : Je-li K podsvaz svazu L izomorfni s M5, pak K C [ nebo K C F.

b) Necht p € I, g € F, p < q. Pak existuje r € I N F takové, ze p < r < q. Navod :
uvazte pV (¢ A s) pros € INF.

c) Dokazte : Je-li N podsvaz svazu L izomorfni s N5, pak bud I nebo F' mé podsvaz
izomorfni s N5. Navod : ukazte, Ze staci uvazovat pfipad a,b € I, ¢ € F, zvolte r z bodu b)
pro p = b, ¢ = 1 a uvazujte dvé moznosti

(i)aV(eAr)=bV (cAT).



Algebra II, 3. termin, tloha C, 16.6. 2004

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech téles uvazovana v jazyce bindrnich + a - uzaviené na operator P ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Necht M;(R) zna¢i mnozinu vSech ¢tvercovych matic fadu 2 nad R. Je zobrazeni
A — |A] homomorfismem (My(R),+) do (R, +) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

¢) Na mnoziné R[z] definujeme relaci p vztahem

frg = jf(x)dxzjg(x)dx-

Je tato relace kongruenci grupy (Rlz],+) ?
(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 1. termin, Giloha A, 31.5. 2005

Jméno : UCO :

Reprezentace koneé¢nych distributivnich svazu

a) Algebraicky definovany svaz £ = (L, A, V) je svazem ve smyslu uspofddanych mnozin,
klademe-li

Mnozinu vSech spojové ireducibilnich prvki svazu £ s vyjimkou nejmensiho (pokud existuje)
znacime J(L).

c¢) Nakreslete diagram usporddané mnoziny (J(K), <) pro svaz K

Mnozinu vSech dédi¢nych podmnozin zna¢ime H (A).

e) Dopliite vétu : Kone¢ny distributivni svaz £ = (L, <) je izomorfni s mnozinou

S USPOFAdANII . ..ot e

f) Doplnéni dikazu : Uvazujeme zobrazeni

E:L— g O i
Vzhledem k tomu, Zze svaz Lje ...................... , plati pro lib. a € L, Ze a = sup £(a).
Odtud zejména plyne, Ze zobrazeni £ je ................cooiiiiii.. a ze plati £(a) < £(b)

implikuje a < b.



g) Uvedte diagram uspofddané mnoziny, kterou jste doplnili do e), pro nds konkrétni
priklad svazu K.

h) Sledujte dikaz z f) a uvedte zcela konkrétné, co v piipadé svazu K neproslo.



Algebra II, 1. termin, loha B, 31.5. 2005

Jméno : UCO :

1. Kongruence grup
a) Relace p je kongruenci grupy G = (G, -, e, 7!) jestlize .....

b) Jak prechazime od kongruenci k normélnim podgrupam ? Dokazte korektnost.

c¢) Jak prechézime od normélnich podgrup ke kongruencim ? Dokazte korektnost.

d) Dokazte, ze uvedené prechody jsou vzajemné inverzni.

e) Dokazte, ze v obou pfipadech dostavame stejnou faktorovou strukturu.

f) Najdéte viechny kongruence grupy (Ss, o, id, ).



Algebra II, 1. termin, Gloha C, 31.5. 2005

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech biunéarnich algeber tvaru (A, f, f) uzaviend na operator H ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Jsou uspofadané mnoziny (Z, <) a (Q, <) izomorfni ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

c¢) Necht P¢(N) zna¢i mnozinu vsech kone¢nych podmnozin mnoziny N. Je zobrazeni
a:PrN) = Ny, X — |X]|

homomorfismem svazu (P;(N), C) do svazu (Ny, <) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bod.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 2. termin, Giloha A, 9.6. 2005

Jméno : UCO :

Identity v biunarnich algebrach

Uvazujeme jazyk dvojice unarnich operacnich symboli f a g a v ném algebry A = (A, p, q)
aB=(B,r,s).

a) Definujte (induktivng) mnozinu 7,, viech n-arnich termti naseho jazyka. (Zadné o €
DI

e) Je-li navic ay,...,a, € A, mame a(tA™(ay, ..., @n)) = coroeeiiien

f) Dokazte tvrzeni z e).

i) Necht algebra A je konkretizovana takto: A = {0,1,2}, p(0) =1, p(1) = 2, p(2) =
0, q(0) =2, q(1) =0, ¢(2) = 1. Charakterizujte identity, které jsou v A splnény



Algebra II, 2. termin, iloha B, 9.6. 2005

Jméno : UCO :

Pseudokomplementarni svazy
Svaz L = (L,A\,V) s nejmensim prvkem, ozn. 0, se nazyva pseudokomplementarni
jestlize pro libovolné a € L existuje a* € L tak, 6e

aNb=0 <= b<a".

Dokazte
(a) Kazdy Booleovsky svaz je pseudokomplementarni.

(b) Kazdy omezeny fetézec je pseudokomplementarni.

(c) Kazdy koneény distributivni svaz je pseudokomplementéarni. (Navod: asi se VAm bude
hodit mnozina C ={be L|aAb=0}.)

(d) Dejte ptiklad koneéného omezeného svazu, ktery neni pseudokomplementarni.

(e) Dejte piiklad omezeného distributivniho svazu, ktery neni pseudokomplementérni.



Algebra II, 2. termin, tloha C, 9.6. 2005

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech undrnich algeber tvaru (A, f) s prostym f uzaviend na operator H 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Jsou pologrupy (R,-) a ({a € R|a < 0},+) izomorfni ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

¢) Na mnoziné Z definujeme relaci p vztahem
apb < |a|=|b.

Je tato relace kongruenci grupoidu (Z, +) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 3. termin, iloha A, 17.6. 2005

Jméno : UCO :

Dvoji definice polosvazu
a) A= (A,p), p C Ax A je prusekovy polosvaz jestlize ...

b) L= (L,-), -: L x L — L je polosvaz jestliZe ...

c) Jak se polosvaz podle a) modifikuje na polosvaz podle b) 7 - vse dokazte.

d) Jak to konkrétné vypada pro (Z,>) ?

e) Jak se polosvaz podle b) modifikuje na polosvaz podle a) 7 - vSe dokazte.

f) Jak to konkrétné vypada pro (N, nsn) ?

g) Ukazte, ze vase prechody z c) a e) jsou vzajemné inverzni.



Algebra II, 3. termin, Giloha B, 17.6. 2005

Jméno : UCO :

Volna algebra

Rektangularni band je idempotentni pologrupa spliujici identitu zyz = zz.

a) Identita z;, ...x; = xj, ...x; je splnéna ve vSech rektangularnich bandech pravé kdyz

k

b) Dokazte, ze mnozina F' = M x M spolu s operaci
(a,b) o (c,d) = cvvviiiiii

je volny rektangularni band nad mnozinou M vzhledem k ¢ : a — ..................

(i) (F,o) je rektangularni band :



Algebra II, 2. termin, tloha C, 17. 6. 2005

Jméno : UCO :

a) Je t¥ida v8ech unérnich algeber tvaru (A, f) se surjektivnim f uzaviend na operétor S ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bod.)

b) Pro a,b € C klademe
apb < l|a|=|b| .

Je relace p kongruenci pologrupy (C,-) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

c¢) Necht Py(N) zna¢i mnozinu vech kone¢nych podmnozin mnoziny N. Je zobrazeni
a:Pr(N) — Ny, X — |X]|

izotonnim zobrazenim svazu (P;(N), C) do svazu (Ny, <) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 1. termin, Giloha A, 31.5. 2006

Jméno : UCO :

Identity v biunarnich algebrach (Zadné o € ¥ !)

Uvazujeme jazyk dvojice unarnich operacnich symboli f a g a v ném algebry A = (A, p, q)
aB=(B,r,s).
a) Definujte (induktivné) mnoZinu 7,, vSech n-arnich termi naseho jazyka.

e) Je-linavict € Ty, ay,...,a, € A, mame a(t4™(ay, ..., 0n)) = cooeeeieieeeeeeee,

f) Dokazte tvrzeni z e).

i) Necht algebra A je konkretizovana takto: A = {0,1,2}, p(0) = 1, p(1) = 2, p(2) =
0, q(0) =2, ¢(1) =0, ¢(2) = 1. Charakterizujte identity, které jsou v A splnény



Algebra II, 1. termin, loha B, 31.5. 2006

Jméno : UCO :

Polomodularni svazy.

Pro uspofadanou mnozinu A = (A, <) oznacujeme relaci pokryvani symbolem C . Reté-
zec ro < x1 < -+ < X, je maximalni, je-li xg C 1 C ... C xy.

Vyskou prvku a koneéné usporadané mnoziny A = (A, <) s nejmensim prvkem 0 nazy-
vame maximalni z délek fetézcti mezi 0 a a.

Graduaci uspordadané mnoziny A = (A, <) rozumime zobrazeni g : A — Z takové, Ze

(1)a<b = gla)<g()a(it)aCb = g(a)C g(b) .
Svaz A = (A, <) je polomoduldrni, plati-li
(VabceA)(a#b, cCa, cCb = aCaVb bCaVb).

Dokazte :

a) Libovolny modulérni svaz je polomodularni.

b) V koneéném polomodulérnim svazu maji libovolné dva maximélni fetézce mezi danymi
a < b stejnou délku. (Pozorné formulujte vyrok P(n), n € N, ktery posléze fadné dokazete
indukei.)

c¢) V konecném polomodularnim svazu je funkce vysky graduaci.

Pro labuzZniky :
d) Kone¢ny svaz je polomodularni, pravé kdyz jeho funkce vysky je graduaci spliujici

(Va,be A) h(a)+h(d) > h(aAb)+h(a VD) .



Algebra II, 1. termin, Giloha C, 31.5. 2006

Jméno : UCO :

a) Mnozina P (A) vSech podmnozin mnoziny A tvoii vzhledem k “pfirozenym” operacim
Booleovu algebru. Je P (Q) podalgebrou algebry P (R) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Uvazujme algebru N' = (N, s), kde s(a) = a + 1. Je relace
(a,b) p (¢,d) <= a=d

kongruenci algebry N’ x N ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

c) Je zobrazeni
a: Zz,y]| — Z, f+— absolutni hodnota absolutniho ¢lenu f

homomorfismem okruhu (Z[z,y],+, -) do okruhu (Z,+,-) ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 2. termin, Glloha A, 13.6. 2006

Jméno : UCO :

Uvazujme jazyk dvou bindrnich operac¢nich symbola A, V. (Veskeré vyrazy typu o € X
budou pfi opravé ignorovany !)
a) Pripomente definici souc¢inu systému mnozin (A;);cr. ( I je libovolna mnozina ! )

d) Necht A a B jsou algebry s neprazdnymi nosi¢i a necht C je jejich podpfimy soucin.
Necht o je identita. U jednotlivych tvrzeni vyznacte zda plati ¢i nikoliv.

(i) (A nebo B spliuje 0) = C spliuje o,

(ii) (A1 B spliuji ) = C spliuje o,

(iii) C spliuje 0 = (A nebo B spliuje o),

(iv) C spliiuje 0 = (A i B spliwuji o).

e) Dopliite a dokazte. Necht A je podpfimym soucinem systému (.A;);c;.



Algebra II, 2. termin, iloha B, 13.6. 2006

Jméno : UCO :

Kongruence svazu

Dokazte, ze svaz (Con L, C) vSech kongruenci svazu £ = (L, A, V) je distributivni.
Doplnte dikaz.
Necht o, 3,7 € Con L, a,b € L, (a,b) € a A (B V). UkdZeme, Ze

(@, 0) € o :
Necht tedy aab. Ex. n € N, ¢y, ..., ¢, € L tak, ze
A =Co B CL Y oo )
Pro x,y, z € L klademe
m(z,y,z) =(@xAy)V(yAz)V(zAx).
Ukazte, ze m(x,x,y) = x :

Pro lib. ¢ je m(a,a,c) a m(a, ..., c). Déle pro lib. ¢, ¢ plati m(a, b, c)....m(a,b, '), nebot
Déale ¢ ¢ dd m(a,b,c)B oo

a POdODNE ...

Plati m(a,b,co) = oovveennnee. , m(a, b, Con) = oo



Algebra II, 2. termin, loha C, 13.6. 2006

Jméno : UCO :

a) Je t¥ida vSech biunarnich algeber (A, f, g) spliiujicich f # g uzaviena na operator H ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Jsou struktury
({CLGR|CL>O},-) a (R7+)

izomorfni 7 (Odpovéd ano/ne: + 4 body, dikaz/protipfiklad: 6 bodi.)

c¢) Necht P (Np) zna¢i mnozinu vSech nepréazdnych podmnozin mnoziny Ny. Rozhodnéte,
zda zobrazeni

a:P(Ng) — Ny, X — cardX

je grupoidovy homomorfismus
(P (Ng),N) — (Np, min) ?

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 3. termin, iloha A, 23.6. 2006

Jméno : UCO :

Uvazujme jazyk jediného unarniho opera¢niho symbolu f. (Veskeré vyrazy typu o € ¥
budou pfi opravé ignorovany ! )
a) Definujte homomorfismus.

b) Definujte podalgebru.

c¢) Definujte kongruenci.

d) Definujte faktorovou algebru a tzv. pfirozeny homomorfismus.

e) Dokazte, ze pro homomorfismus « : (A,g9) — (B,h) je kera = ...
kongruenci algebry ..................
Skutecné,

f) Ukazte, Zeima = ... je podalgebrou algebry ................

Skutecné,

g) Dopliite a dokazte : lib. homomorfismus « : (A, g) — (B, h) lze psat ve tvaru a =
13 (ker o), kde

Skutecné,

h) Vse ilustrujte na ptikladé A = ({0,1,...,5,a,b},9), B = ({p,q,7,s},h), kde g(b) =

a,9(a) =0,9(0) = 1,9(1) = 2,...,9(5) =0, h(p) = ¢, h(q) = r,h(r) = ¢, h(s) =r a o je
rozsifenim b — q.



Algebra II, 3. termin, iloha B, 23.6. 2006

Jméno : UCO :

a) Dokazte, ze kazdy komplementarni modularni svaz £ = (L, A, V) je relativné kom-
plementarni (= libovolny jeho interval [a,b] = {c€ L |a<c¢<b}, a,b€ L, a <bje
komplementarni).

Névod: Dokazte nejprve, ze intervaly tvaru [0, p| jsou komplementérni. Pak vhodné po-
uzijte dualitu.

b) Dejte ptiklad svazu, ktery je komplementarni, ale neni relativné komplementéarni.

c) Dokazte, zZe v omezeném distributivnim svazu je mnozina vSech jeho prvka majicich
komplement podsvazem.

d) Dejte priklad 8-mi prvkového omezeného distributivniho svazu, v némz pravé 4 prvky
maji komplement.

Body: 10,5,10,5.



Algebra II, 3. termin, loha C, 23.6. 2006

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech cyklu (A4, f), f: A — A uzaviena na operator P 7

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

b) Jsou svazy
(2,<) a (Q<)

izomorfni ?

(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

c) Je zobrazeni
a:Q[z,y] — Q, fr— absolutni hodnota absolutniho ¢lenu f

homomorfismem pologrupy (Q[z,y], ) do pologrupy (Q, ) ?
(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V ptipadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.




Algebra II, 1. termin, iloha A, 28. 5. 2007

Jméno : UCO :

Identity v podalgebrach (Zadné o € £ !)

Uvazujeme jazyk unarniho operac¢niho symbolu f a nuladrniho opera¢niho symbolu ¢ a
v ném algebry A = (A, p,d) a B=(B,q,e).
a) Definujte (induktivné) mnozinu 7,, vSech n-arnich termi naseho jazyka.

e) Je-li navic t € T, b1,...,b, € B, mame t5"(by, ..., by) = oo

f) Dokazte tvrzeni z e).

i) Necht algebra A je konkretizovana takto: A = {0,1,2}, p(0) =1, p(1) = 2, p(2) =
0, d = 0. Charakterizujte identity, které jsou v A splnény



Algebra II, 1. termin, iloha B, 28. 5. 2007

Jméno : UCO :

Pevné body

Knaster-Tarski: Necht A = (A4,<)je..... anecht a: A — Aje..... . Pak existuje a € A
tak, ze a(a) = a. (Bylo na prednésce.)

Banach: Necht A, B jsou mnoziny a necht o : A — B, 3 : B — A jsou zobrazeni. Pak
existuje rozklad mnoziny A na podmnoziny A;, Ay a rozklad mnoziny B na podmnoziny
By, By tak, ze a(A;) = By, ((B2) = As.

Schréder-Bernstein: Nechf A, B jsou mnoziny a necht o : A — B, 3 : B — A jsou prosté
zobrazeni. Pak existuje bijekce mnoziny A na mnozinu B.

Ukoly:

(a) Dopliite KT-vétu.

Nyni dokazte B-vétu uzitim KT-véty. Mtizete pouzit zobrazeni
6124 - 24 X o A\ BB\ a(X)) .

b) Ziejmé je (24,C) oo Dokazeme, ze ¢ je
]

(c) Skutecné,

(d) Polozime

(e) Pak skute¢né

(f) Dokazte SB-vétu pouzitim B-véty.

Body : 3,2,9,6, 4, 6



Algebra II, 1. termin, Gloha C, 28. 5. 2007

Jméno : UCO :

a) Je tiida vSech svazi obsahujicich nejmensi prvek, uvazovana v jazyku dvou binarnich
operacnich symbolti, uzaviena na operator S 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Na mnoziné Z uvazujeme unarni oprace s, t definované takto: s(z) = z+1,t(z) = z—1
pro x € Z.

Je 2-unérni algebra (Z, s, t) izomorfni algebte (Z,t, s)?

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

¢) Ozna¢me P’ mnozinu vSech neprazdnych koneénych podmnozin mnoziny Q. Je zobra-
zeni ¢ : P’ — Q definované vztahem

T1+ZTo+ -+ Ty
n

o({x1,29,...,2,}) =

homomorfismus grupoidi (P, U) a (Q,+)?
(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodt.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.




Algebra II, 2. termin, illoha A, 7. 6. 2007

Jméno : UCO :

Uvazujme jazyk unarniho opera¢niho symbolu f a nularniho opera¢niho symbolu c. (Ves-
keré vyrazy typu o € ¥ budou pfi opravé ignorovany ! ) Necht A = (A,g,d), B = (B, h,e)
jsou algebry naseho jazyka.

a) Definujte homomorfismus.

b) Definujte podalgebru.

c¢) Definujte kongruenci.

d) Definujte faktorovou algebru a tzv. pfirozeny homomorfismus.

e) Dokazte, ze pro homomorfismus a: A — Bjekerao = ..................... kongruenci
algebry ..................

Skutecné,

f) Ukazte, Zze ima = ... je nosicem podalgebry algebry ....

Skutecné,

g) Dopliite a dokazte : libovolny homomorfismus o : A — B lze psat ve tvaru a =
1o 3o (kera)?, kde ¢, 3 jsou definovany vztahy :

a maji nasledujici vlastnosti :

Dokazte korektnost definice zobrazeni (3 :

h) Césti e) - g) ilustrujte na piikladé A = ({0,1,...,5,a,b},9,0), B= ({p,q,7, s} h,q),

kde g(b) = a,g(a) = 0,9(0) = 1,9(1) = 2,...,9(5) = 0, h(p) = q,h(q) = r,h(r) = q,h(s) =
q. Zvolte si libovolny homomorfismus «.



Algebra II, 2. termin, iloha B, 7. 6. 2007

Jméno : UCO :

Booletv okruh je okruh (R, +,-,0) s idempotentnim nasobenim. V jazyku mame binarni
+ a - a nularni 0.
a) Libovolny booletv okruh spliiuje identitu zy+yx = 0. Skutecné, pro libovolna a,b € R
mame
o= (a+b)?=...

Necht (B, A,V, L, T,) je booleova algebra. Pro a,b € B klademe
a+b=(aAb)V(dADb), a-b=aAb, 0=....

d) Dokazte, ze (B, +,-,0) je booletv okruh. (Pfi ovéfovani asociativity sc¢itani upravte
pouze jednu ze stran tak, aby tam nebylo + ; zbytek si dopocitate doma.)

Pokud nemitZe dojit k nedorozuméni, pokrocili algebraici (a to jste pfece i Vy !) nerozlisuji
mezi opera¢nimi symboly a jejich realizacemi.
Body : 5, 5, 5, 15



Algebra II, 2. termin, Gloha C, 7. 6. 2007

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech 2-unérnich algeber (A, f, g), takovych, ze f a g jsou vzajemné inverzni
bijekce, uzaviena na operator S ?
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Na mnoziné N uvazujeme relaci p definovanou takto :
(x,y) € p <= x a y maji stejny pocet cifer v dvojkovém zapise.

Je p kongruence svazu (N, min, max) 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

c¢) Ozna¢me s unéarni operaci definovanou na mnoziné Q takto: s(x) = z+1 pro lib x € Q.
Je zobrazeni ¢ : Z x N — Q dané vztahem p(p, q) = g homomorfismem unéarnich algeber
(Z,s|z) x (N, s|y) a (Q,s) ?

(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bod.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.

Algebra II, 3. termin, iloha A, 26. 6. 2007



Jméno : UCO :

Reprezentace koneé¢nych distributivnich svazu

a) Algebraicky definovany svaz £ = (L, A, V) je svazem ve smyslu usporadanych mnozin,
klademe-li

Mnozinu vSech spojové ireducibilnich prvki svazu £ s vyjimkou nejmensiho (pokud existuje)
znacime J(L).

c¢) Nakreslete diagram usporadané mnoziny (J(K), <) pro svaz K

Mnozinu vSech dédi¢nych podmnozin zna¢ime H (A).

e) Dopliite vétu : Konecny distributivni svaz £ = (L, <) je izomorfni s mnozinou

S USPOFAdANII . ..o e

f) Doplnéni dikazu : Uvazujeme zobrazeni

E:L— g O e
Vzhledem k tomu, Ze svaz Lje ...................... , plati pro lib. a € L, ze a = sup £(a).
Odtud zejména plyne, Ze zobrazeni £ je ..., a ze plati £(a) < &(b)

implikuje a < b.



g) Uvedte diagram uspofddané mnoziny, kterou jste doplnili do e), pro nds konkrétni
priklad svazu K.

h) Sledujte dikaz z f) a uvedte zcela konkrétné, co v piipadé svazu K neproslo.



Algebra II, 3. termin, loha B, 26. 6. 2007

Jméno : UCO :

Syntakticky semiring
Necht A = {a,b}, a # b. Necht (A*,-) je volny monoid nad A a necht P je mnozina vSech
kone¢nych podmnozin mnoziny A* s nasobenim

{ug, .. up} Ao, oo} = {wgvr, o ugog o ugor, )

a) Definujte kongruenci algebry P = (P, -, U).

b) Necht L C A*. Ukazte, Ze relace ~, definované vztahem
{ul,...,uk} ~r, {Ul,...,Ul} St

(Yp,g€A”) (purg,...,purqg € L <> puig,....pug € L)
je kongruenci algebry P.

c) Jak vypadd P/ ~p pro L ={a" | n >0} 7

d) Pron € Nv P urcete < {a"} >.

e) Najdéte vSechny automorfismy algebry P.

f) Pro ktera r,s,t > 0 algebra P splituje identitu 2" (y U z) = 2y U 2’z ? — zdivodnéte

Body : 5, 5, 5, 15



Algebra II, 3. termin, iloha C, 26. 6. 2007

Jméno : UCO :

a) O prvku a grupoidu (5, -) fekneme, Ze je leva nula, pokud plati (Vz € S)(a -z = a).
Je tiida vSech grupoidi, které obsahuji levou nulu, uzaviena na operator H 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Ozna¢me s unarni operaci definovanou na mnoziné Z takto: s(z) = x+1 pro lib x € Z.
Je relace p definovana na mnoziné Z vztahem

(a,b) ep <= a=0bV ab>0

kongruenci unarni algebry (Z, s)?
(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

c¢) Ozna¢me P;(N) mnozinu vSech kone¢nych podmnozin mnoziny N.
Je svaz (Py(N), U, N) izomorfni svazu (P;(N),N,U)?
(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



