Algebra II, 1. termin, G1lloha A, 9. 6. 2008

Jméno : UCO :

Identity v podalgebrach (Zadné o € £ !)

Uvazujeme jazyk unarniho operac¢niho symbolu f a nularniho opera¢niho symbolu ¢ a
v ném algebry A = (A, p,d) a B=(B,q,e).
a) Definujte (induktivné) mnozinu 7,, vSech n-arnich termi naseho jazyka.

e) Je-li navic t € T),, by,...,b, € B, mame t5"(by, ..., b,) =



i) Identity v naSem jazyce jsou ¢tyf typu. Popiste je.

j) Necht algebra A je konkretizovana takto: A = {0,1,2}, p(0) =1, p(1) = 2, p(2) =
0, d = 0. Pro kazdy typ charakterizujte identity, které jsou v A splnény.



Algebra II, 1. termin, Giloha B, 9. 6. 2008

Jméno : UCO :

Kongruence svazu

Dokazte, ze svaz (Con L, C) vSech kongruenci svazu £ = (L, A, V) je distributivni.
Doplnte dikaz.
Necht o, 3,7 € Con L, a,b € L, (a,b) € a A (B V). UkdZeme, Ze

(@, 0) € o :
Necht tedy a « b. Existuji n € N, cq, ..., o, € L tak, ze
A =Co B CL Y teeeeaeieiee e )
Pro x,y, z € L klademe
m(z,y,z) =(@xAy)V(yAz)V(zAx).
Ukazte, ze m(x,x,y) = x :

Pro libovolné ¢ je m(a,a,c) o m(a,....,c). Dale pro lib. ¢, plati m(a,b,c)....m(a,b, ),
nebot

Déale ¢ B ¢ dam(a,b,c) B .ooeeiiiiiiiiiii i,

a POdODNE ...

Plati m(a,b,co) = oovveeennee. , m(a, b, Con) = oo



Algebra II, 1. termin, Gloha C, 9. 6. 2008

Jméno : UCO :

a) Je tiida vSech undarnich algeber (A, f), kde f : A — A je bijekce, kterd je sama
k sobé inverzni, uvazovana v jazyku jediného unarniho operac¢niho symbolu uzaviena na
operator H 7

(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bod.)

b) Necht S je alesponi dvouprvkova mnozZina a operace - a o na této mnoziné jsou dany
takto: pro libovolné a,b € S plati a-b = a, aob = b. Rozhodnéte, zda jsou grupoidy (5, -) a
(S, o) izomorfni.

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

c) Predné si uvédomme, Ze kazdé piirozené ¢islo n € N lze jednoznaénym zptsobem
zapsat ve tvaru 2271(2y — 1) kde z,y € N. Rozhodnéte, zda zobrazeni o : N — N x N
definované predpisem «(2°71(2y — 1)) = (z,y) je homomorfismus grupoidu N = (N, +) do
grupoidu N x N.

(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 2. termin, iloha A, 23. 6. 2008

Jméno : UCO :

Véta o homomorfismu

Uvazujme jazyk unarniho opera¢niho symbolu f a nularniho opera¢niho symbolu c. (Ves-
keré vyrazy typu o € 3 budou pfi opravé ignorovany ! ) Necht A = (A4, g,d), B = (B, h,e)
jsou algebry naseho jazyka.

a) Definujte homomorfismus algebry .4 do algebry B.

b) Definujte podalgebru algebry A.

¢) Definujte kongruenci algebry A.

d) Definujte faktorovou algebru a tzv. pfirozeny homomorfismus.

e) Dokazte, ze pro homomorfismus a: A — Bjekerao = ..................... kongruenci
algebry .................

Skutecné,

f) Ukazte, Ze ima = ..., je nosicem podalgebry algebry ....

Skutecné,

g) Dopliite a dokazte : libovolny homomorfismus « : A — B lze psit ve tvaru a =
1o 3o (kera)?, kde ¢, 3 jsou definovany vztahy :

a maji nasledujici vlastnosti :

Dokazte korektnost definice zobrazeni [ :



h) Césti e) - g) ilustrujte na piikladé A = ({0,1,2,3,a,b},9,3), B= ({p,q,7},h,q), kde

g(a) =0,9(b) =2,9(0) = 1,9(1) = 2,9(2) = 3,9(3) = 0,h(p) = ¢, h(q) = r, h(r) = q. Zvolte
si libovolny homomorfismus «.



Algebra II, 2. termin, loha B, 23. 6. 2008

Jméno : UCO :

Svazy kongruenci. Je ddna monounérni algebra A = (A, f). Necht Con A zna¢i mno-
zinu vSech jejich kongruenci. Nechf pro relace p, o na mnoziné A je

poo={(a,c) € Ax A| existuje b € A splinjiciapboc}.

Relace p, o jsou zameénné, je-liocop=poo.

a) Dokazte, ze (Con A, C) je tplny svaz.

b) Pro p,o € Con A mame

d) Dokazte : Necht algebra A ma libovolné dvé kongruence zaménné. Pak je svaz (Con A, A, V)
modularni.

Skutecné, necht p,o, 7€ Con A, p ..ooveeeiiiiiiin,

Mame ukézat, ze pV (O AT) coviiiiiiiiiiii .

Necht tedy (a,0) € ..o
Existuje c € Atak, Ze ......oooiiiiii
Hleddame d € A tak, aby ...

SEACT VZIb oot



f) Tento svaz je/neni (zakrouzkujte spravnou odpovéd) moduldrni a proto (vyberte)
- i) existuje dvojice kongruenci, které nejsou zdménné
- ii) ze znalosti svazu na izomorfismus nelze nic usoudit o zdménnosti kongruenci.

g) V ptipadé i) takovou dvojici p, o najdéte a uvedte jak vypada poo a oo p (napiiklad
namaluje relace jako orientované grafy).

V pfipadé ii) dejte piiklad algebry B, kterd m4 svaz kongruenci (Con B, C) izomorfni s
(Con A, C), PHCEMZ ..t



Algebra II, 2. termin, loha C, 23.6. 2008

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech grupoidi (5,-) v nichz existuje neutralni prvek, uvazovana v jazyku
jediného binarniho operac¢niho symbolu, uzaviena na operator H ?

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodti.)

b) Necht X je kone¢nd mnozina a (3*, ) je monoid vSech slov nad ¥ s operaci zfetézeni.
Necht p je relace na mnoziné ¥* definovand vztahem

upv pravekdyz (VaeX) (u€eXal' < veXaX').

Je relace p kongruenci monoidu (X*,-) 7

(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

¢) Na mnoziné Z uvazujeme unarni operaci f danou predpisem f(z) = x+1. Rozhodnéte,
zda jsou unarni algebry Z = (Z, f) a Z x Z izomorfni.

(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodti.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra II, 3. termin, Giloha A, 1.7. 2008

Jméno : UCO :

Uvazujme jazyk jediného operacniho symbolu f. (Veskeré vyrazy typu o € 3 budou pfi
opravé ignorovany !)
a) Pripomente definici souc¢inu systému mnozin (A;);cr. ( I je libovolna mnozina ! )

d) Necht A a B jsou algebry s neprazdnymi nosi¢i a necht C je jejich podpfimy soucin.
Necht o je identita. U jednotlivych tvrzeni vyznacte zda plati ¢i nikoliv.

(i) (A nebo B spliuje 0) = C spliuje o,

(ii) C spliiuje 0 = (A nebo B spliiuje o),

(iii) (A i B spliuji ) = C spliuje o,

(iv) C spliiuje 0 = (A i B spliuji o).

e) Dopliite a dokazte. Necht A je podpfimym soucinem systému (.A;);c;.



Algebra II, 3. termin, Giloha B, 1.7. 2008

Jméno : UCO :

Booleovy algebry

Booleova algebra je usporadana Sestice B = (B, A, V,',0,1), kde (B, A, V) je distributivni
svaz, ' je unarni a 0,1 jsou nularni operace na mnoziné¢ B splnujici :

pro libovolné b€ BjebA0 =0, bv1=1 bAV =0, bV =1.

Pro Booleovu algebru B a a € B necht B | a = ([0, a], A, V,*,0,a), kde [0,a] = {b € B |
b<a}, b*=aAnl.

a) Dokazte, ze B | a je téz Booleova algebra.

b) Dokazte, Ze zobrazeni o, : B — [0,a], b +— a A b je surjektivni homomorfismus B na

B | a.

c) Dokazte, ze algebra B je isomorfnis B |a x B | d

Pouzijete-li nékde néjaké lemma z prednasky, musite je zformulovat.



Algebra II, 3. termin, tiloha C, 1.7. 2008

Jméno : UCO :

a) Je tfida vSech unarnich algeber (A, f), kde f o f = f, uvazovana v jazyku jediného
unarniho operac¢niho symbolu uzaviena na operator H 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Na mnoziné Z uvazujeme binarni operaci s¢itani a unérni operaci f danou predpisem
f(z) = 22. Déle je p relace na mnoZiné Z definovana vztahem

pro a,b € Z mame apb <<= T|(a—0D).

Je tato relace p kongruenci algebry (Z,+, f) 7
(Odpoveéd ano/ne: £+ 4 body, dtikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

¢) Na mnoziné QQ uvazujeme unarni operaci f danou predpisem f(z) =z + 1, =z € Q.
Rozhodnéte, zda jsou unarni algebry Q = (Q, f) a Q x Q izomorfni.
(Odpovéd ano/ne: £+ 4 body, dtkaz/protipiiklad: 6 bodt.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy C, tj. minimalni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



