Algebra 11, 1. termin, tloha A, 3.6. 2010

Jméno : UCO :

Uvazujme jazyk jediného undrniho operaéniho symbolu f. (Veskeré vyrazy typu o € ¥
budou pfi opravé ignorovany !)
a) Pripomente definici soucinu systému mnozin (4;);c;. ( I je libovolnd mnozina ! )

d) Necht A a B jsou algebry s neprazdnymi nosici a necht C je jejich podpifmy soucin.
Necht o je identita. U jednotlivych tvrzeni vyznacte zda plati ¢i nikoliv.

(i) (A nebo B spliuje 0) = C spliuje o,

(ii) C spliuje 0 = (A nebo B splauje o),

(iii) (A i B splauji o) = C splauje o,

(iv) C spliuje 0 = (A i B spliuji o).

e) Dopliite a dokazte. Necht A je podpiimym soucinem systému (A;);c;-

g) Netrividlni algebra A je podpfimo nerozlozitelna pravé kdyz po odstranéni nejmensiho
prvku ze svazu vsech kongruenci algebry A vznikne

h) Necht M,, je svaz s nejmensim prvkem 0, nejvétsim prvkem 1 a dalsimi n po dvou
nesrovnatelnymi prvky aq, ..., a,. Pro ktera n € N je M,, podpiimo nerozlozitelnd ? Tvrzeni
zduvodnéte.



Algebra 11, 1. termin, tloha B, 3.6. 2010
UCO :

Jméno :

Baze ve svazech

Necht £ = (L, A, V) je svaz. Necht J(L£) zna¢i mnozinu vsech jeho spojové ireducibilnich
prvku. Mnozina S C J(£) (muze byt nekoneénd) se nazyva bazi prvku a € L, je-li a = sup S
a plati-li
(VselS) sup(S\{s}) #a.

a) Ukazte, Ze v libovolné bazi prvku a nemohou byt dva ruzné srovnatelné prvky.

b) Necht L je distributivni bez nekone¢nych fetézcu. Ukazte, ze mnozina J(£) je konecna.
Dukaz: Necht C' je maximélni fetézec v L. Definujeme zobrazeni ¢ : J(£) — C' vztahem
r— inf({y € L | z <y}NC) a ukdzeme, Ze je prosté. Necht tedy z,y € J(L), p(x) = p(y) =
a. Prvek z C pokryty prvkem a ozna¢me b. Pro zbytek dukazu upravte prvek = A (b V y)

dvéma zpusoby.

¢) Necht v £ jsou pro viechna a € L mnoziny {x € L | z < a} bez nekonetnych fetézcu.
Ukazte, ze libovolné a € L ma konecnou bazi.
Dukaz:

d) Jak je tomu s jednoznacnosti bazi pro prvky svazu M3z a N5 7

e) Necht £ je distributivn{ a necht jsou jeho mnoziny {z € L | < a}, a € L, bez
nekonecnych fetézeu. Ukazte, ze libovolné a € L ma nejvyse jednu bazi.
Dikaz: Necht S, T jsou baze prvku a € L. Podle ... jsou mnoziny S, T kone¢né. Uvazujte

tAsupS proteT asAsupT proseS.



Algebra 11, 1. termin, uloha C, 3.6. 2010

Jméno : UCO :

a) Je tiida vSech grupoidu (S, -), v nichz existuje neutralni prvek, uvazovand v jazyku
jediného binarniho opera¢niho symbolu, uzaviena na operator H ?

(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipifklad: 6 bodu.)

b) Necht ¥ je koneénd mnozina a (3*,-) je monoid vSech slov nad ¥ s operaci zietézend.
Necht p je relace na mnoziné X* definovand vztahem

upv pravekdyz (VaeX) (u€Xal' < veXaXl").

Je relace p kongruenci monoidu (X*,-) 7

(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipiiklad: 6 bodu.)

¢) Na mnoziné Z uvazujeme unarni operaci f danou predpisem f(z) = z+1. Rozhodnéte,
zda jsou unarni algebry Z = (Z, f) a Z x Z izomorfni.

(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipifklad: 6 bodu.)

Zéporné body se pocitaji pouze v ramci tilohy C, tj. minimélni mozny pocet bodu za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra 11, 2. termin, tloha A, 16. 6. 2010

Jméno : UCO :

Identity ve faktor-algebrach (Zidné o € £ )

Uvazujeme jazyk asociativniho binarniho opera¢niho symbolu o a v ném pologrupu
S=(S,).

a) n-arni termy lze psat ve tvaru ¢ =x; o---ox;, , kde

b) Napiste formulku pro realizaci 5™ termu ¢ na pologrupé S a (indukei) ji dokazte.

¢) Necht u = xj, o+ - -0z, je dals{ n-drn{ term. Pologrupa S spliiuje identitu ¢ = u, jestlize

d) Necht p je kongruenci pologrupy S. Vime, ze zobrazeni p* : S — S/p, a +— ..... je
..................... pologrupy & na ...................

e) Dopliite a dokazte: Necht pologrupa S spliiuje identitu ¢ = u. Pak

f) Necht A a B jsou alespon dvouprvkové mnoziny. Na A respektive B definujeme operace

% resp. * vztahy
axb=a, cxd=d, a,be A, c,d € B.

Charakterizujte identity platné v (A, *) x (B, *).



Algebra 11, 2. termin, tloha B, 16. 6. 2010

Jméno : UCO :

Spojové a prusekové ireducibilni prvky.

Necht £ = (L, A, V) je svaz. Necht J(L) (respektive M(L)) zna¢{ mmozinu vsech spojové
(resp. prusekové) ireducibilnich prvku s eventuelni vyjimkou nejmenstho (resp. nejvétsiho)
prvku. Nechf proz € Ljefz={ye L|z<y}lalz={ye L]y <z}

a) Necht £ = (L, A, V) je distributivni svaz, necht z # 0 (pokud 0 existuje). Dokazte
ekvivalenci nasledujicich podminek:

(i) = € J(L),
(ii) pro libovolnd a,b € L, nerovnost z < a V b implikuje (bud z < a nebo = < b),
(iii) pro libovolnéd k € N, ay,...,a; € L, nerovnost x < a; V -- -V a; implikuje existenci

ie{l,...,k} takového, ze z < a;.

Necht v dalsim je £ kone¢ny distributivni svaz.

b) Ukazte, ze pro z € J(L) existuje prvek T € L takovy, ze | T = L\ | z.

c¢) Ukazte, ze T z bodu b) patii do mnoziny M(L).

d) Ukazte, ze
p:JL)—> ML), 2—7T

je izomorfismem uspofddané mnoziny (J(£), <) na uspofadanou mnozinu (M(£), <). (Mozny
navod: najdéte inverzni zobrazeni.)

e) Ve svazu z tabule vyznacte mnoziny J(£), M(L) a zobrazeni .



Algebra 11, 2. termin, uloha C, 16. 6. 2010

Jméno : UCO :

a) Je tiida vSech undrnich algeber (A, f), kde f o f = f, uvazovana v jazyku jediného
unarniho operacniho symbolu uzaviend na operator H 7
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipiiklad: 6 bodu.)

b) Na mnoziné Z uvazujeme binarni operaci s¢itani a unarni operaci f danou predpisem
f(z) = 22. Déle je p relace na mnoziné Z definované vztahem

pro a,b € Z mame apb <<= T|(a—D>).

Je tato relace p kongruenci algebry (Z,+, f) 7
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipiiklad: 6 bodu.)

¢) Na mnoziné Q uvazujeme unarni operaci f danou predpisem f(z) = x+ 1, € Q.
Rozhodnéte, zda jsou unarni algebry @ = (Q, f) a Q x Q izomorfni.
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipifklad: 6 bodu.)

Zéporné body se pocitaji pouze v ramci tilohy C, tj. minimélni mozny pocet bodu za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra 11, 3. termin, tloha A, 29. 6. 2010

Jméno : UCO :

Identity v podalgebrach (Zidné o € © 1)

Uvazujeme jazyk asociativniho binarntho operacniho symbolu o a unarntho operacniho
symbolu e pro neutrdlni prvek a v ném monoid M = (M, -, 1).
a) n-arni termy lze psat ve tvaru ¢ =x; o---ox;, , kde

b) Napiste formulku pro realizaci " termu ¢ na monoidu M a (indukecf) ji dokazte.

¢) Necht u = z;, o+ -- oz, je dals{ n-drni term. Monoid M spliiuje identitu ¢ = u, jestlize

d) Necht monoid N’ = (N, on, exr) je podmonoidem monoidu M. Pak zobrazeni t : N —
M, ar ....j€ ccoeis e monoidu N do ...................

e) Dopliite a dokazte: Necht monoid ...............c........ splnuje identitu ¢ = u. Pak téz

f) Necht A a B jsou alespoii dvouprvkové mnoziny. Na A, respektive, B definujeme
operace * resp. x vztahy

axb=a, cxd=d, a,be A, c,d € B.

K pologrupé (A, x) x (B, x) pridame neutralni prvek 1. Které z nasledujicich identit jsou ve
vzniklém monoidu splnény 7

TYZX = TZYT, TYTY = TY, TYT = YTY, TYTZT = TYZT .



Algebra 11, 3. termin, tloha B, 29. 6. 2010

Jméno : UCO :

Usporadané mnoziny izotonnich zobrazeni.

Necht pro usporadané mnoziny (P, <) a (Q, <) je (Q, <)< mnozinou véech izotonnich
zobrazeni (P, <) do (@, <). Tato mnozina je usporadand “po slozkéach”, tj. « < [ prave kdyz
pro kazdé a € P mame a(a) < f(a).

H(P, <) zna¢i mnozinu vSech dédicnych podmnozin uspofadané mnoziny (P, <). Pro
n € N je n mnozina {0,1,...,n — 1} s pfirozenym uspofadanim.

a) Necht (P, <) je uspofddand mnozina. Dokazte, ze (H(P, <), C) je izomorfni s (2(7=) >).

b) Necht (P, <), (@, <) a (R, <) jsou usporadané mnoziny. Dokazte, ze plat{

(R, <) @) )P2) <) jeizomorfnis (R, <)P=X(@9) <y

)y =

c¢) Necht (P, <) je usporddand mnozina. Dokazte, ze

(2(P7§)7 <) je izomorfni s (2(P’2), >).



d) Necht (P, <) a (Q, <) jsou usporddané mnoziny. Dokazte, ze

(H@,2),9)"%) <) jeizomorfnis (H((P,>) x (@,<)),9).

e) Necht (P, <) je uspofddand mnozina a necht (L, <) je svaz. Dokazte, ze ((L, <)), <)
je podsvazem svazu [[ cp (L, <).

f) Uved'te diagramy uspoiddanych mnozin (24, <) a (42, <).



Algebra 11, 2. termin, uloha C, 29. 6. 2010

Jméno : UCO :

a) Je tiida v8ech undrnich algeber (A, f), kde f : A — A je bijekce, kterd je sama
k sobé inverzni, uvazovana v jazyku jediného unarniho operacniho symbolu uzaviend na
operator H 7

(Odpoved ano/ne: £ 4 body, dukaz/protipiiklad: 6 bodu.)

b) Necht S je alespoit dvouprvkovd mnoZina a operace - a o na této mnoziné jsou dany
takto: pro libovolnd a,b € S plati a-b = a, a o b = b. Rozhodnéte, zda jsou grupoidy (5, -) a
(S, 0) izomorfni.

(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipifklad: 6 bodu.)

c¢) Predné si uvédomme, ze kazdé piirozené ¢islo n € N lze jednoznaénym zpusobem
zapsat ve tvaru 2°71(2y — 1), kde z,y € N. Rozhodnéte, zda zobrazeni a : N — N x N
definované predpisem «(2*71(2y — 1)) = (x,y) je homomorfismus grupoidu N' = (N, +) do
grupoidu N x V.

(Odpovéd ano/ne: + 4 body, dukaz/protipiiklad: 6 bod.)

Zéporné body se pocitaji pouze v ramci tilohy C, tj. minimélni mozny pocet bodu za tuto tlohu
je 0. V pfipadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



