Algebra 11, 1. termin, uloha 1, 2.6. 2011

Jméno:

Identity v podalgebrach (Zadné o € £ 1)

Uvazujeme jazyk unarnich operac¢nich symbolu fi,..., f,,, m pfirozené cislo, a v ném
algebry A= (A, g1,...,9m) a B=(B,hy,..., hpy).
a) Definujte (induktivné) mnozinu 7,, vSech n-arnich termu naseho jazyka.

e) Je-li navic t € Ty, by, ..., b, € B, mame t5"(by, ..., bp) = oo

f) Dokazte tvrzeni z e).

j) Necht m =2, A =17y, g1(a) =a+1 (mod k), ga(a) = a — 2 (mod k). Které identity
v nasi algebte plati 7



Algebra 11, 1. termin, uloha 2, 2.6. 2011

Jméno:

Uzdvérovyj operdtor na mnoziné A je zobrazeni C' : 24 — 24, které pro libovolnd X, Y C A
splnuje

(i) X € C(X),

(if) C(C(X)) € C(X),

(iii) X CY implikuje C(X) C C(Y).

X C A je C-uzavrend (struéné uzaviend), je-li C'(X) = X. Mnozinu vSech uzavienych
mnozin znacime L¢ a klademe Lo = (L, ©). Dopliite a dokazte:

Véta 1. Necht C je uzavérovy operator na mnoziné A. Pak L¢ je tplny svaz a pro Y C 24

jesupY = i ,infY =

Diikaz. ..... JENEJ i, prvek
Necht X; je uzaviend proi € I, I # (). Pak C(..c.ccocee.e... ) e Cnen ) pro kazdé i € I,
atedy ..oooooeeeiiiiiiii je uzavienda. Proto supréma jsou ..........ccccceeeveeeeiiiiinn, a infima jsou
Dokazte:

Véta 2. Necht £ = (L, <) je tplny svaz. Pak existuje vhodnd mnozina A a uzdvérovy
operator C' na této mnoziné tak, ze L je izomorfni s L¢.
Diikaz. Polozime A=LaC(X)={aeL|a<. ... }.

Postupné ovéfime axiomy (i) — (iii):

(i):

(ii):

(iif):

Necht a: L = Lo, a—{beL|b< i, }.

(@) j& UZAVIENA: ...oeiiiiiiiiiieeiii e,

a je surjektivni: ...,

Ziejmé: a < b prave Kdyz ... a tedy « je hledany izomorfismus.

Necht £ = (L, A,V) je svaz. Prvek a € L je kompakini, existuje-li pro libovolné A C L
vlastnosti a < sup A takové konecné B C A, ze a < sup B. Svaz L je kompaktné generovany,
je-li libovolné a € L supremem vhodné mnoziny kompaktnich prvkia. Konecné svaz L je
algebraicky, je-li uplny a kompaktné generovany.

Uzavérovy operator C' na mnoziné A je algebraicksy, plati-li

(iv) pro libovolné X € A médme C(X) = {C(Y) | Y C X, Y konecna }.

Dokazte:

Véta 3. Necht C je algebraicky uzdvérovy operdtor na mnoziné A. Pak L¢ je algebraicky
svaz a jeho kompaktni prvky jsou pravé C'(X) pro konetné mnoziny X.



Diikaz. a) Nejprve dokdzeme, Ze pro konetnou X je C(X) kompaktni v Lo. Necht tedy
X =A{ar,...,an}, C(X)Csup{C(4) |iel}=C(U{A|iel}).

Podle (iv) pro kazdé a; existuje koneéné X; C ................... tak, ze a; € ..o :

X je konecnd a proto X; C A;; U---UAj,, kde kazdé Aj. je nékteré A;.

e, ).

b) Podle (iv) je C'(X) supremem néjaké mnoziny .......................

C) ZbYVa UKAZAL, 7€ ..ovoiiiiiiiiiie



Algebra 11, 1. termin, uloha 3, 2.6. 2011

Jméno:

a) Na mnoziné vsech ptirozenych ¢isel N uvazujme ternarni operaci f definovanou predpisem
f(a,b,c) = max(min(a, b), c).

Rozhodnéte, zda relace definovana na N predpisem

je kongruenci algebry (N, f).
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipiiklad: 6 bodu.)

b) Na mnoziné A = Z x Z uvazujme unarni operace f a g definované predpisy

f((av b)) = (bv a) a g((a7 b)) = (—CL, b)

Rozhodnéte, zda jsou algebry (A, f) a (A, g) izomorfni.
(Odpoved ano/ne: £+ 4 body, uvedeni izomorfismu/uveden{ vlastnosti zachovdvané izo-
morfismy, v niz se tyto algebry 1isi: 6 bodu.)

¢) Rozhodnéte, zda tiida vsech monoundrnich algeber, které spliiuji pro nékteré n > 1
identitu f"(z) = x, je varieta.
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

Zéporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy 3, tj. minim&lni mozny pocet bodt za tuto tlohu
je 0. V pripadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra 11, 2. termin, tuloha 1, 13.6. 2011

Jméno:

Ci, .

Identity ve faktorovych algebrach (Zidné o € £ )

Uvazujeme jazyk unarnich operacnich symbolu fi, ..., fi a nularnich opera¢nich symbolu
.., ¢, k, 1 ptrirozend ¢isla, a v ném algebru A = (A, g1,..., 9k, d1, ..., dp).

a) Definujte (induktivné) mnozinu 7,, vSech n-arnich termu naseho jazyka.

e) Definujeme A/p = ...ccoooiiiiiiiiiii ,
kde oo Je-li navic
t €T, e, € ...y mame P (L, ) = e

g) Necht t,u € T,,. Pak A =t ~ u, je-li e,
h) Necht t,u € T,,, A=t ~u. Pak t6Z A/p cooovoveeiiiiieicieece

i) Dokazte tvrzeni z h).



j) Identity v nasem jazyce jsou péti typu. Popiste je.

1 I 7 N
2 N A) oo
)

k) Ddno m € N. Necht &k = 1,1 = m, A = Zy,, g1(a) = a + 1 (mod m), d;
j=1,...,m. Které identity jednotlivych typu v nasi algebie plati ?



Algebra 11, 2. termin, uloha 2, 13.6. 2011

Jméno:

Svazy kongruenci. Je ddna monoundrni algebra A = (A, f). Necht Con A zna¢i mnozinu
vsech jejich kongruenci. Necht pro relace p, 0 na mnoziné A je

poo={(a,c) € Ax A| existuje b € A spliujiciapboc} .

Relace p, o jsou zdmenné, je-licop=poo.

a) Dokazte, ze (Con A, C) je uplny svaz.

b) Pro p,o € Con A mame

¢) Pro zdménné kongruence p, 0 méame pV o = .....cccoceuenne.

d) Dokazte : Necht algebra A m4 libovolné dvé kongruence zaménné. Pak je svaz
(Con A, A, V) modulérni.

Skutecné, necht p,o,7 € Con A, p ooovvvvieninn..

Méame ukézat, ze pV (0 AT) cooeeiiiiiiii

Necht tedy (a,0) € .cooovvveiiiiaiin Existuje ¢ € A tak, Z€ ....oooiiviiiiiiiiiiii,
Hledame d € A tak, aby .......ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiis

SEACT VZI e

e) Necht A = {a,b,p,q}, f(a) =0, f(b) =a, f(p) = q, f(q) = p. Popiste (Con A, C).

f) Tento svaz je/neni (zakrouzkujte spravnou odpovéd) moduldrn{ a proto (vyberte)
- 1) existuje dvojice kongruenci, které nejsou zdménné
- ii) ze znalosti svazu na izomorfismus nelze nic usoudit o zdménnosti kongruenci.

g) V piipadé i) takovou dvojici p, o najdéte a uved'te, jak vypadaji poo a oo p (naptiklad
namalujte relace jako orientované grafy).

V piipadeé ii) dejte piiklad algebry B, kterda ma svaz kongruenci (Con B, C) izomorfni s
(Con A, ©), PFICEINZ .evevveiiiiiiiiiieiiiie et



Algebra 11, 2. termin, tuloha 3, 13.6. 2011

Jméno:

a) Na mnoziné

A={(a,b,c) e NxNxN|a>b>c}
definujme binarni operaci f predpisem
f((a,b,¢),(d,e, f)) = (max(a,d), min(b, e), c).
Rozhodnéte, zda relace ~ definovana na A predpisem
(a,b,c) ~(de, f) <= (a>e& d>0D)

je kongruenci algebry (A, f).
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipifklad: 6 bodu.)

b) Nechf L je mnozina viech relaci ekvivalence na mnoziné N a necht K je podmnozZina L
obsahujici prave relace p, které splnuji implikaci

(1,2) ¢p = (3,4) ¢ p.
Rozhodnéte, zda je K podalgebrou svazu (L, V,A), kde V a A jsou obvyklé operace od-
povidajici usporadani C.
(Odpoved ano/ne: & 4 body, dukaz/protipiiklad: 6 bodu.)

c¢) Nechtf A =NU {oo}. Na mnoziné¢ A x A definujme unérni operace f a g predpisy
f((a,b)) = (min(a, b), min(a, b)) a  ¢g((a,b)) = (max(a,b), max(a,b)).

Rozhodnéte, zda jsou algebry (A x A, f) a (A x A, g) izomorfni.
(Odpoved ano/ne: + 4 body, uvedeni izomorfismu/uvedeni vlastnosti zachovévané izo-
morfismy, v niz se tyto algebry lisi: 6 bodu.)

Zaporné body se pocitaji pouze v ramci tlohy 3, tj. minimalni mozny pocet bodu za tuto tlohu
je 0. V ptipadé nedostatku mista pokracujte na zadni stranu.



Algebra 11, 3. termin, tuloha 1, 29.6. 2011

Jméno:

Identity v soucinech

Uvazujme jazyk jediného unarniho operaéniho symbolu f. (Veskeré vyrazy typu o € X
budou pii opravé ignorovény !)

a) Definujte mnozinu 7,, vsech n-arnich termu naseho jazyka.

e) Prot € T, a (a))ict, - -, (0} )icr € A méme t47((a] )icr, - - -, (' )icr) =

7 A



h) Dokazte tvrzeni z g).

i) Identity v nasem jazyce jsou dvou typu. Popiste je.

j) Necht B = {a,b}, h(a) = b, h(b) = a, C = {p,q,r}, k(p) = q, k(q) = r, k(r) = r.
Uved'te diagram algebry B x C.

k) Charakterizujte identity platné v B, C a B x C.



Algebra 11, 3. termin, tloha 2, 29.6. 2011

Jméno:

Doplnéni usporadani do linearniho.

a) V dukazu véty budeme potiebovat tzv. Zornovo lemma. Doplite: Necht (M, <) je
uspoiradand mnozina, v niz ma libovolna linearné usporadand podmnozina horni zavoru.
Pak pro libovolné a € M existuje b € M takoveé, Ze .......ccooooioiiiiiiiiiiiii

b) Pro usporddanou mnozinu ({a,b,c,d}, <), kde v < jsou pravé (a,b),(d,b),(d,c),
najdéte viechna linedrni usporadéani na {a, b, ¢, d} majici < za podmnozinu.

Pro dalsi ivahy fixujme libovolnou uspoiddanou mnozinu (A, <).
¢) Necht a,b € A jsou nesrovnatelnd v relaci <. Polozme

<={(z,y)eAxAlz<a b<y}, <"=<u<.

Dokazte, ze relace <” je usporaddnim na mnoziné A.
Skutecné, reflexivita <" plyne z .......ccocceeevnnn...

tranzitivita:
pro x <y < z mame x < z z tranzitivity relace <,

Prox <y <z

pro x < 'y <Mz

antisymetrie:
PTO T KUY ST ooiiiiiiiiiiiiiin e

Prox < Y < & oo

Pro & < Y <& oo

Necht v dal$im je O mnozinou vsech uspordddni na mnoziné A.
d) Maximdlni prvky usporddané mnoziny (O, C) jsou praveé ................
Dukaz: =



e) Dokazte vétu: Na mnoziné A existuje linedrni usporadéni obsahujici relaci <.
Dukaz:
Necht {<;|i€ I}, I#0, jelinedrné uspordadand podmnozina v (O, C). ..ccovevenenes



Algebra II, 3. termin, uloha 3, 29. 6. 2011

Jméno:

a) Na mnoziné A = Z x Z definujme unarni operaci f predpisem
f((a,)) = (a = b,b—a)
a binarni operaci g predpisem
g9((a,b),(c,d)) = (a + max(c,d), b+ max(c, d)).
Na mnoziné B = Z X 7Z x 7Z definujme unéarni operaci p predpisem
p((a,b,¢)) = (a—b,b—a,|a —b|)
a binarni operaci ¢ predpisem
q((a,b,¢),(d,e, f)) = (a + max(d, e),b+ max(d,e),c+ f).

Je zobrazeni ¢: A — B definované predpisem

©((a,b)) = (a,b, max(a, b))

homomorfismus algebry (A, f, g) do algebry (B, p,q)?
(Odpoved ano/ne: + 4 body, dikaz/protipiiklad: 6 bodi.)

b) Necht L je mnozina vSech relaci ekvivalence na mnoziné N. Na L definujeme relaci ~
predpisem
p~ o <= mnoziny N/p a N/o maji stejnou mohutnost.

Rozhodnéte, zda je ~ kongruenci svazu (L, V, A), kde V a A jsou obvyklé operace odpovidajici
uspoiadani C.
(Odpovéd ano/ne: & 4 body, dukaz/protipiiklad: 6 bodu.)

¢) Rozhodnéte, zda tiida vSech monoidu, které spliuji pro nékteré n > 2 identitu
X1+ Ty = Ty T1, € varieta.

(Odpoved ano/ne: + 4 body, dukaz/protipifklad: 6 bodu.)



