
jaro 2012 MB101 Matematika I Čas: 100 minut

Jméno: Mı́stnost: 1. vnitrosemestrálńı ṕısemka

list učo body

Oblast strojově sńımatelných informaćı. Své UČO vyplňte zleva
dle přiloženého vzoru č́ıslic. Jinak do této oblasti nezasahujte.

Př́ıklad 1
5 bod̊u

Je dána n-prvková množinaM . Určete počet všech symetrických relaćı na množině
M , které nebudou reflexivńı. Své tvrzeńı zd̊uvodněte.

Označme tuto relaci R ⊆ M ×M . To, že relace neńı reflexivńı, znamená, že (a, a) /∈ R pro nějaké
a ∈M . Symetričnost, znamená, že pokud je v relaci prvek a, b pro a 6= b, muśı být v relaci nutně i
prvek (b, a), jinak nastává spor s vlastnost́ı symetrie.
Pro každou dvojici r̊uzných prvk̊u a, b, muśı být v R bud’ (a, b) i (b, a), nebo ani jeden z nich. Máme

tak pro každou dvojici r̊uzných prvk̊u, kterých je n(n−1)
2 , celkem 2 možnosti, proto je celkový počet

r̊uzných relaćı splňuj́ıćı vlastnost ze zadáńı

2
n(n−1)

2 · (2n − 1).

Př́ıklad 2
10 bod̊u

Na množině Z je dána relace σ vztahem:

(a, b) ∈ σ ⇔ ∃c ∈ Z : a = b+ 3c.

Rozhodněte, zda je relace σ reflexivńı, symetrická, antisymetrická, tranzitivńı a úplná. Své tvrzeńı
zd̊uvodněte.

1. Reflexivńı: ano
a = a+ 3 · 0

2. Symetrická: ano

(a, b) ∈ σ ⇒ ∃c ∈ Z : a = b+ 3c⇒ b = a+ 3(−c)⇒ (b, a) ∈ σ

3. Antisymetrická: ne
(1, 4) ∈ σ ∧ (4, 1) ∈ σ ale 1 6= 4

4. Tranzitivńı: ano

(a, b) ∈ σ ∧ (b, c) ∈ σ ⇒
∃d, e ∈ Z : a = b+ 3d, b = c+ 3e⇒

a = c+ 3(e+ d)⇒
(a, c) ∈ σ

5. Úplná: ne, ani (1, 2), ani (2, 1) nejsou v σ

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.
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Oblast strojově sńımatelných informaćı. Své UČO vyplňte zleva
dle přiloženého vzoru č́ıslic. Jinak do této oblasti nezasahujte.

Př́ıklad 3
15 bod̊u

Jsou dána zobrazeńı f, g : Z× Z→ Z× Z vztahem

f((x, y)) = (x+ y, 2y + 1), g((x, y)) = (x2 + y, x), pro x, y ∈ Z.

a) Rozhodněte, zda je zobrazeńı f injektivńı, surjektivńı, bijektivńı. Své tvrzeńı zd̊uvodněte.

b) Určete předpis zobrazeńı f ◦ g.

a) Snadno rozepsáńım dostaneme, že zobrazeńı je injektivńı, stač́ı srovnat druhé složky
a dosadit do složek prvńıch. Zobrazeńı však neńı surjektivńı, protože např́ıklad (0, 0)
nemá sv̊uj vzor.

b)

g ◦ f((x, y)) = g(f((x, y))) = g((x+ y, 2y + 1)) = ((x+ y)2 + (2y + 1), x+ y) =

= (x2 + 2xy + y2 + 2y + 1, x+ y)

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.
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Oblast strojově sńımatelných informaćı. Své UČO vyplňte zleva
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Př́ıklad 4
10 bod̊u

Střelec opakovaně stř́ıĺı do terče. Pravděpodobnost, že zasáhne, je při každém
výstřelu 0, 3. Kolikrát nejméně muśı vystřelit, abychom s pravděpodobnost́ı ale-
spoň 0, 95 mohli ř́ıci, že se tref́ı alespoň jednou. Své tvrzeńı zd̊uvodněte.

Jev
”
tref́ı alespoň jednou“ označmeA, je jevem opačným k jevu

”
netref́ı ani jednou“. Pravděpodobnost,

že se netref́ı ani jedńım z n pokus̊u je 0, 7n. Proto

P (A) = 1− 0, 7n

Chceme, aby tato pradvděpodobnost byla vyšš́ı než 0, 95. Stač́ı vyřešit rovnici

1− 0, 7n ≥ 0, 95

0, 05 ≥ 0, 7n

ln(0, 05) ≥ n · ln(0, 95)

n ≥ ln(0, 05)

ln(0, 7)

n ≥ 8, 399 . . .

Jelikož má být výsledek zjevně přirozené č́ıslo, je dostatečný počet výstřel̊u roven 9.

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.
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Př́ıklad 5
10 bod̊u

Určete všechna komplexńı č́ısla z, která splňuj́ı rovnost

z · (z − 1) = |z|2.

Komplexńı č́ıslo z dosad́ıme ve tvaru z = a+ bi

(a− bi)(a+ bi− 1) = |a+ bi|2

a2 + b2 − a+ bi = a2 + b2

Porovnáme reálné a komplexńı části a dostáváme dvě rovnice:

b = 0

a2 + b2 − a = a2 + b2

Z obou rovnic je hned vidět, že jediné řešeńı je b = 0 a a = 0, tud́ıž hledané z = 0.

Jiné řešeńı: nic nedosazujeme, roznásob́ıme rovnici a dosad́ıme známý fakt, že |z|2 = zz̄

z̄z − z̄ = z̄z

z̄ = 0

tud́ıž i z = 0.

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.
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