
jaro 2012 MB101 Matematika I Čas: 100 minut

Jméno: Mı́stnost: 1. vnitrosemestrálńı ṕısemka

list učo body

Oblast strojově sńımatelných informaćı. Své UČO vyplňte zleva
dle přiloženého vzoru č́ıslic. Jinak do této oblasti nezasahujte.

Př́ıklad 1
5 bod̊u

Je dána n-prvková množina M . Určete počet všech antisymetrických relaćı na
množině M , které jsou zároveň reflexivńı. Své tvrzeńı zd̊uvodněte.

Označme tuto relaci R ⊆ M ×M . To, že je relace reflexivńı, znamená, že (a, a) ∈ R pro libovolné
a. Antisymetričnost znamená, že pokud je v relaci již prvek a, b pro a 6= b, nesmı́ být v relaci prvek
(b, a), jinak nastává spor s vlastnost́ı antisymetrie

(a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R⇒ a = b.

Pro každou dvojici r̊uzných prvk̊u a, b, může být v R bud’ (a, b), nebo (b, a), nebo ani jeden z nich.

Máme tak pro každou dvojici r̊uzných prvk̊u, kterých je n(n−1)
2 , 3 možnosti, proto je celkový počet

r̊uzných relaćı splňuj́ıćı vlastnost ze zadáńı

3
n(n−1)

2

Př́ıklad 2
10 bod̊u

Na množině Z je dána relace ρ vztahem:

(x, y) ∈ ρ⇔ ∃z ∈ Z : x− y = 5z.

Rozhodněte, zda je relace ρ reflexivńı, symetrická, antisymetrická, tranzitivńı a úplná. Své tvrzeńı
zd̊uvodněte.

1. Reflexivńı: ano
x− x = 5 · 0

2. Symetrická: ano

(x, y) ∈ ρ⇒ ∃z ∈ Z : x− y = 5z ⇒ y − x = 5(−z)⇒ (y, x) ∈ ρ

3. Antisymetrická: ne
(1, 6) ∈ ρ ∧ (6, 1) ∈ ρ ale 1 6= 6

4. Tranzitivńı: ano

(x, y) ∈ ρ ∧ (y, z) ∈ ρ⇒
∃u, v ∈ Z : x− y = 5u, y − z = 5v ⇒

x− z = 5(u+ v)⇒
(x, y) ∈ ρ

5. Úplná: ne, ani (1, 2), ani (2, 1) nejsou v ρ

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.
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Oblast strojově sńımatelných informaćı. Své UČO vyplňte zleva
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Př́ıklad 3
15 bod̊u

Jsou dána zobrazeńı f, g : R× R→ R× R vztahem

f((x, y)) = (3x+ 5, 2y − x), g((x, y)) = (y, y2 + x), pro x, y ∈ R.

a) Rozhodněte, zda je zobrazeńı f injektivńı, surjektivńı, bijektivńı. Své tvrzeńı zd̊uvodněte.

b) Určete předpis zobrazeńı g ◦ f .

a) K danému zobrazeńı existuje inverzńı zobrazeńı f−1 : R× R→ R× R

f−1(x, y) =

(
x− 5

3
,
3y + x− 5

6

)
je tedy injektivńı, surjektivńı i bijektivńı.

b)

g ◦ f((x, y)) = g(f((x, y))) = g((3x+ 5, 2y − x)) = (2y − x, (2y − x)2 + (3x+ 5)) =

= (2y − x, x2 − 4xy + 4y2 + 3x+ 5)

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.
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Př́ıklad 4
10 bod̊u

Ve 3.B studuje kromě Macha a Šebestové daľśıch 9 chlapc̊u (mezi nimi samozřejmě
známé firmy Horáček s Pažoutem) a 14 d́ıvek. V hodině matematiky se rozhodla
pańı učitelka zkoušet dva r̊uzné žáky. Mach se rozhodl, že ověř́ı inteligenci kou-
zelného sluchátka, a tak zavolal:

1. Haló, haló, můžete mi ř́ıci, s jakou pravděpodobnost́ı bude druhým zkoušeným žákem
chlapec? Své tvrzeńı zd̊uvodněte.

2. Haló, haló, s jakou pravděpodobnost́ı budou dnes zkoušeńı Horáček s Pažoutem? Své
tvrzeńı zd̊uvodněte.

Celkem je ve tř́ıdě 10 chlapc̊u a 15 d́ıvek.

1. Mohou nastat dvě situace: bud’ je prvńım zkoušeným chlapec nebo děvče. Pravděpodobnost,
že je to chlapec je 10

25 , pravděpodobnost, že děvče 15
25 . Protože chce pańı učitelka zkoušet

dva r̊uzné žáky, z̊ustane po prvńım zkoušeńı ve tř́ıdě 24 kandidát̊u na mı́sto druhého
zkoušeného, přičemž je mezi nimi: v prvńım př́ıpadě 9 chlapc̊u, v druhém 10 chlapc̊u.
Výsledná pravděpodobnost je tedy:

10

25
· 9

24
+

15

25
· 10

24
= 0, 4

2. Celkem může být vyzkoušeno
(
25
2

)
r̊uzných dvojic, z nichž jen jedna je slavné duo.

Výsledná pravděpodobnost je
2

2
(
25
2

) =
1

300

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.
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Př́ıklad 5
10 bod̊u

Určete všechna komplexńı č́ısla z, která splňuj́ı rovnost

z · z − z = |2
√

5− 4i|+ 2i.

Komplexńı č́ıslo z dosad́ıme ve tvaru z = a+ bi

(a+ bi)(a− bi)− (a+ bi) = |2
√

5− 4i|+ 2i

a2 + b2 − a− bi = 6 + 2i

Porovnáme reálné a komplexńı části a dostáváme dvě rovnice:

−b = 2

a2 + b2 − a = 6

Z prvńı rovnice je hned vidět řešeńı b = −2, dosazeńım do druhé rovnice dostáváme kvadratickou
rovnici

a2 − a− 2 = 0

která má dvě rěšeńı: a = 2 nebo a = −1.
Celkem máme tedy dvě řešeńı:

z = −1− 2i

z = 2− 2i

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.


