
jaro 2012 MB101 Matematika I Čas: 100 minut

Jméno: Mı́stnost: 2. vnitrosemestrálńı ṕısemka

list učo body

Oblast strojově sńımatelných informaćı. Své UČO vyplňte zleva
dle přiloženého vzoru č́ıslic. Jinak do této oblasti nezasahujte.

Př́ıklad 1
10 bod̊u

Necht’ je dán vektorový prostor R5. Označme

M = {(a, b, 0, d, e) ∈ R5 | a+ e = b+ d}.

1. Dokažte, že M tvoř́ı podprostor vektorového prostoru R5.

2. Určete dimenzi a nějakou bázi M .

Je potřeba ukázat, že pro libovolné α, β ∈ R a libovolné u, v ∈M , u = (a, b, 0, d, e), v = (a′, b′, 0, d′, e′)
je i αu+ βv ∈M

α(a, b, 0, d, e) + β(a′, b′, 0, d′, e′) = (αa+ βa′, αb+ βb′, 0, αd+ βd′, αe+ βe′)

Nyńı je potřeba ověřit, zda tento prvek lež́ı v M . Na třet́ım mı́stě je určitě 0 a

(αa+ βa′) + (αe+ βe′) = α(a+ e) + β(a′ + e′).

Protože u, v ∈M plat́ı a+ e = b+ d, a′ + e′ = b′ + d′,

α(a+ e) + β(a′ + e′) = α(b+ d) + β(b′ + d′) = (αb+ βb′) + (αd+ βd′)

Tud́ıž i αu+βv ∈M a M tvoř́ı podprostor R5. Dimenze tohoto prostoru je o dva menš́ı než dimenze
R5, tj. 3, jeho báze je např.

(1, 0, 0, 0,−1)

(0, 1, 0,−1, 0)

(0, 0, 0, 1, 1)

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.
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Jméno: Mı́stnost: 2. vnitrosemestrálńı ṕısemka
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Př́ıklad 2
10 bod̊uVe vektorovém prostoru R4 jsou dány podprostory

U = 〈(1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 0)〉, V = 〈(0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 1)〉

1. Určete bázi a dimenzi U + V . Své tvrzeńı zd̊uvodněte.

2. Určete dimenzi U ∩V a rozhodněte, zda je součet U+V př́ımý. Své tvrzeńı zd̊uvodněte.

Z generátor̊u je zřejmé, že dimenze obou prostor̊u je 3, protože
1 1 1
1 1 1
1 1 0
1 0 0

 ∼


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 a


0 0 0
1 0 0
1 1 0
1 1 1

 ∼


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0


Nejdř́ıve zjist́ıme dimenzi U + V . Generuj́ıćı vektory zaṕı̌seme do sloupc̊u matice, kterou uprav́ıme
do schodovitého tvaru a urč́ıme jej́ı hodnost

1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 1

 ∼


1 0 0 1 1 1
0 1 1 −1 −1 −1
0 1 1 0 −1 −1
0 1 0 0 0 −1

 ∼


1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 −1
0 0 1 −1 −1 0
0 0 1 0 −1 0

 ∼

∼


1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 −1
0 0 1 0 −1 0
0 0 0 −1 0 0


Matice má hodnost 4, což je i dimenze prostoru U + V . Jako bázi můžeme vźıt např. vektory, které
odpov́ıdaj́ı sloupc̊um obsahuj́ıćım vedoućı prvky, tj. vektory

(1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 1)

Ze vztahu
dim(U + V ) = dim(U) + dim(V )− dim(U ∩ V )

je zřejmé, že dimenze pr̊uniku prostor̊u U a V je 3 + 3 − 4 = 2, tj. součet neńı př́ımý. (př́ımý ⇔
dimenze pr̊uniku je 0)

Př́ıklad 3
5 bod̊u

Vyjádřete vektor x3− 6x2− 2x+ 9 jako lineárńı kombinaci vektor̊u x3 + 2x2 + 1,
−x3 + 2x2 + x− 2, 4x2 + x+ 2 ve vektorovém prostoru R3[x].

Nejjednodušš́ı je přepsat vektory do souřadnic v bázi (x3, x2, x, 1), takže se snaž́ıme dostat vektor
u = (1,−6,−2, 9) vyjádřit jako součet vektor̊u v1 = (1, 2, 0, 1), v2 = (−1, 2, 1,−2) a v3 = (0, 4, 1, 2).
Řeš́ıme tedy soustavu čtyř rovnic av1 + bv2 + cv3 = u pro neznámé a, b, c.

1 −1 0 1
2 2 4 −6
0 1 1 −2
1 −2 2 9

 ∼


1 −1 0 1
0 4 4 −8
0 1 1 −2
1 −1 2 8

 ∼


1 −1 0 1
0 1 1 −2
1 0 3 6
0 0 0 0


Řešeńı je tedy

c = 2

b = −4

a = −3

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.
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Př́ıklad 4
15 bod̊u

V závislosti na reálném parametru t řešte soustavu rovnic nad reálnými č́ısly
zadanou rozš́ı̌renou matićı soustavy 1 1 1 1

2 2− t 1 1
1 1 (t− 1)2 t− 1

 .

Uprav́ıme matici do schodovitého tvaru 1 1 1 1
2 2− t 1 1
1 1 (t− 1)2 t− 1

 ∼
 1 1 1 1

0 t 1 1
0 0 t2 − 2t t− 2


tedy

(t2 − 2t)z = t(t− 2)z = t− 2

Můžou nastat tři možnosti

1. t = 2, obě strany rovnice jsou rovny 0 a rovnice má řešeńı pro lib. z

2. t 6= 0, t 6= 2 a rovnice má řešeńı z = 1
t

3. t = 0 a rovnice nemá řešeńı

Z druhé rovnice dostáváme pro

1. t = 2

2y + z = 1

y =
1− z

2

2. t 6= 0, t 6= 2

ty +
1

t
= 1

y =
t− 1

t2
.

Konečně z prvńı rovnice dostáváme pro

1. t = 2

x+ y + z = 1

x+
1− z

2
+ z = 1

x =
1− z

2



2. t 6= 0, t 6= 2

x+ y + z = 1

x+
t− 1

t2
+

1

t
= 1

x =
(t− 1)2

t2

Celkem máme tři možnosti v závislosti na parametru t:

1. t = 2, rovnice má řešeńı (1−z2 , 1−z2 , z) dimenze 1 s parametrem z,

2. t 6= 0, t 6= 2 a rovnice má právě jedno řešeńı ( (t−1)
2

t2
, t−1

t2
, 1t ),

3. t = 0 a systém rovnic nemá řešeńı.

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.
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Př́ıklad 5
10 bod̊u

Podrobně vypočtěte determinant matice A

A =


1 −1 −1 1
2 1 1 8
−1 1 −2 2
1 2 2 4

 .

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1 1
2 1 1 8
−1 1 −2 2
1 2 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1 1
0 3 3 6
0 0 −3 3
0 3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1 1
0 3 3 3
0 0 −3 3
0 0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 27

Oblast strojově sńımatelných informaćı, nezasahujte. Řešeńı pište jen na tuto stranu.


