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Ortogonálńı zobrazeńı

Pod́ıvejme se ted’ na speciálńı p̌ŕıpad zobrazeńı f : V →W mezi
prostory se skalárńımi součiny, která zachovávaj́ı velikosti pro
všechny vektory u ∈ V .

Definice

Lineárńı zobrazeńı f : V →W mezi prostory se skalárńım součinem
se nazývá ortogonálńı zobrazeńı, jestliže pro všechny u ∈ V

〈f (u), f (u)〉 = 〈u, u〉.

Z linearity f a z vlastnost́ı skalárńıho součinu vyplývá pro všechny
dvojice vektor̊u rovnost
〈f (u + v), f (u + v)〉 = 〈f (u), f (u)〉+ 〈f (v), f (v)〉+ 2〈f (u), f (v)〉.
Proto všechna ortogonálńı zobrazeńı splňuj́ı i zdánlivě silněǰśı
požadavek, aby platilo pro všechny vektory u, v ∈ V

〈f (u), f (v)〉 = 〈u, v〉.
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V úvodńı diskusi o geometrii v rovině jsme dokázali, že lineárńı
zobrazeńı R2 → R2 zachovává velikosti vektor̊u, právě když jeho
matice ve standardńı bázi (a ta je ortonormálńı vzhledem ke
standardńımu skalárńımu součinu) splňuje AT · A = E , tj.
A−1 = AT .

Obecně, ortogonálńı zobrazeńı f : V →W muśı být vždy
injektivńı, protože podḿınka 〈f (u), f (u)〉 = 0 znamená i 〈u, u〉 = 0
a tedy u = 0. Bez újmy na obecnosti tedy p̌redpokládejme W = V .
Naše podḿınka pro matici A ortogonálńıho zobrazeńı
v ortonormálńı bázi pak ř́ıká pro všechny vektory x a y v prostoru
Rn toto:

(A · x)T · (A · y) = xT · (AT · A) · y = xT · y .

Speciálńımi volbami vektor̊u standardńı báze za x a y dostaneme
p̌ŕımo, že AT · A = E , tedy tentýž výsledek jako v dimenzi dvě.
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Matice ortogonálńıho zobrazeńı

Dokázali jsme tak následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta

Necht’ V je reálný vektorový prostor se skalárńım součinem a
f : V → V je lineárńı zobrazeńı. Pak f je ortogonálńı, právě když
v některé ortonormálńı bázi (a pak už ve všech) má matici A
splňuj́ıćı AT = A−1 (tedy ortogonálńı matici).
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2 Analytická geometrie
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Afinńı geometrie

Vrát́ıme se ted’ k úlohám elementárńı geometrie z podobného
pohledu, jako když jsme zkoumali polohy bodů v rovině.

Definice (Afinńı prostor)

Standardńı afinńı prostor An je množina všech bodů v Rn spolu
s operaćı, kterou k bodu A = (a1, . . . , an) ∈ An a vektoru
v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn p̌rǐrad́ıme bod
A + v = (a1 + v1, . . . , an + vn) ∈ Rn. Tyto operace splňuj́ı
následuj́ıćı ťri vlastnosti:

1 A + 0 = A pro všechny body A ∈ P a nulový vektor 0 ∈ V

2 A + (v + w) = (A + v) + w pro všechny vektory v ,w ∈ V ,
A ∈ P

3 pro každé dva body A,B ∈ P existuje právě jeden vektor
v ∈ P takový, že A + v = B. Znač́ıme jej B − A, někdy také
~AB.

Vektorový prostor Rn nazýváme zamě̌reńı afinńıho prostoru An.
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3 pro každé dva body A,B ∈ P existuje právě jeden vektor
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Proč vlastně chceme rozlǐsovat množinu bodů prostoru An od jeho
zamě̌reńı V , když se jedná jakoby o stejné Rn? Je to patrně
podstatný formálńı kr̊uček pro pochopeńı geometrie v Rn:
Geometrické objekty jako jsou p̌ŕımky, body, roviny apod. nejsou
totiž p̌ŕımo závislé na vektorové struktǔre na množině Rn a už
v̊ubec ne na tom, že pracujeme s n–ticemi skalár̊u. Muśıme ale ḿıt
možnost ř́ıci, co je to rovně v daném směru. K tomu právě
poťrebujeme na jedné straně vńımat ťreba rovinu jako
neohraničenou desku bez zvolených soǔradnic, ale s možnost́ı
posunout se o zadaný vektor. Když p̌rejdeme nav́ıc k takovému
abstraktńımu pohledu, budeme umět diskutovat rovinnou geometrii
pro dvourozměrné podprostory, tj. roviny ve v́ıcerozměrných
prostorech, prostorovou pro ťŕırozměrné atd., aniž bychom museli
p̌ŕımo manipulovat k-ticemi soǔradnic.
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Definice

Afinńım prostorem A se zamě̌reńım V rozuḿıme množinu bod̊u P,
spolu se zobrazeńım P × V → P, (A, v) 7→ A + v , splňuj́ıćı
vlastnosti (1)–(3). Pro libovolný pevně zvolený vektor v ∈ V je tak
definována translace τv : A → A jako zúžené zobrazeńı

τv : P ' P × {v} → P, A 7→ A + v .

Dimenźı afinńıho prostoru A rozuḿıme dimenzi jeho zamě̌reńı.

Všimněme si, že volba jednoho pevného bodu A0 ∈ A nám určuje
bijekci mezi V a A. Při volbě pevné báze u ve V tak dostáváme
pro každý bod A ∈ A jednoznačné vyjáďreńı

A = A0 + x1u1 + · · ·+ xnun.

Hovǒŕıme o afinńı soustavě soǔradnic (A0; u1, . . . , un) zadané
počátkem afinńı soǔradné soustavy A0 a báźı zamě̌reńı u.
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Afinńı podprostory

Jestliže si vybereme v A jen body, které budou ḿıt některé p̌redem
vybrané soǔradnice nulové (ťreba posledńı jednu), dostaneme opět
množinu, která se bude chovat jako afinńı prostor. Takto budeme
skutečně parametricky popisovat tzv. afinńı podprostory ve smyslu
následuj́ıćı definice.

Definice

Neprázdná podmnožina Q ⊂ A afinńıho prostoru A se zamě̌reńım
V se nazývá afinńı podprostor v A, je-li podmnožina
W = {B − A; A,B ∈ Q} ⊂ V vektorovým podprostorem a pro
libovolné A ∈ Q, v ∈W je A + v ∈ Q.
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následuj́ıćı definice.

Definice

Neprázdná podmnožina Q ⊂ A afinńıho prostoru A se zamě̌reńım
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Pro libovolnou množinu bodů M ⊂ A v afinńım prostoru se
zamě̌reńım V definujeme vektorový podprostor

Z (M) = 〈{B − A; B,A ∈ M}〉 ⊂ V .

Př́ımo z definic je žrejmé, že pr̊unik libovolné množiny afinńıch
podprostor̊u je bud’ opět afinńı podprostor nebo prázdná množina.
Afinńı podprostor 〈M〉 v A generovaný neprázdnou podmnožinou
M ⊂ A je pr̊unikem všech afinńıch podprostor̊u, které obsahuj́ı
všechny body podmnožiny M.
Př́ımo z definic plyne, že pro kterýkoliv bod A0 ∈ M je
〈M〉 = {A0 + v ; v ∈ Z (M) ⊂ Z (A)}, tj. pro generováńı afinńıho
podprostoru vezmeme vektorový podprostor Z (M) v zamě̌reńı
generovaný všemi rozd́ıly bodů z M a ten pak p̌ričteme
k libovolnému z nich. Hovǒŕıme také o afinńım obalu množiny
bodů M v A.
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Parametrizace podprostor̊u

Naopak, kdykoliv zvoĺıme podprostor U v zamě̌reńı Z (A) a jeden
pevný bod A ∈ A, pak podmnožina A + U vzniklá všemi možnými
součty bodů A s vektory v U je afinńı podprostor. Takový postup
vede k pojmu parametrizace podprostor̊u:
Necht’ Q = A + Z (Q) je afinńı podprostor v An a (u1, . . . , uk) je
báze Z (Q) ⊂ Rn. Pak vyjáďreńı podprostoru

Q = {A + t1u1 + · · ·+ tkuk ; t1, . . . , tk ∈ R}

nazýváme parametrický popis podprostoru Q. Jeho zadáńı
systémem rovnic v daných soǔradnićıch je implicitńı popis
podprostoru Q.
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Př́ıklad

1 Jednorozměrný (standardńı) afinńı prostor je množina všech
bodů reálné p̌ŕımky A1. Jej́ı zamě̌reńı je jednorozměrný
vektorový prostor R (a nosná množina také R). Afinńı
soǔradnice dostaneme volbou počátku a mě̌ŕıtka (tj. báze ve
vektorovém prostoru R). Všechny vlastńı afinńı podprostory
jsou 0-rozměrné, jsou to právě všechny body reálné p̌ŕımky R.

2 Trojrozměrný (standardńı) afinńı prostor je množina všech
bodů prostoru A3 se zamě̌reńım R3. Afinńı soǔradnice
dostaneme volbou počátku a ťŕı nezávislých vektor̊u (směr̊u a
mě̌ŕıtek). Vlastńı afinńı podprostory jsou pak všechny body,
p̌ŕımky a roviny (0-rozměrné, 1-rozměrné a 2-rozměrné).
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Př́ıklad

1 Podprostor všech řešeńı jedné lineárńı rovnice a · x = b pro
neznámý bod (x1, . . . , xn) ∈ An, známý nenulový vektor
koeficient̊u (a1, . . . , an) a skalár b ∈ R je afinńı podprostor
dimenze n − 1, tj. tzv. nadrovina v An.

Posledńı p̌ŕıklad je zvláštńım p̌ŕıpadem následuj́ıćı obecné věty
popisuj́ıćı geometrickou podstatu systémů lineárńıch rovnic.

Věta

Necht’ (A0; u) je afinńı soǔradný systém v n-rozměrném afinńım
prostoru A. Afinńı podprostory dimenze k v A, vyjáďrené v daných
soǔradnićıch, jsou právě množiny řešeńı řešitelných systémů n − k
lineárně nezávislých lineárńıch rovnic v n proměnných.
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Transformace soǔradnic

Dvě libovolně zvolené afinńı soustavy soǔradnic (A0, u), (B0, v) se
obecně lǐśı posunut́ım počátku o vektor (B0 − A0) a jinou báźı
zamě̌reńı. Transformačńı rovnice tedy vyčteme ze vztahu pro
obecný bod X ∈ A

X = B0 + x ′1v1 + · · ·+ x ′nvn = B0 + (A0 − B0) + x1u1 + · · ·+ xnun.

Označme y = (y1, . . . , yn)T sloupec soǔradnic vektoru (A0 − B0)
v bázi v a M = (aij) bud’ matice vyjaďruj́ıćı bázi u prosťrednictv́ım
báze v . Potom

x ′1 = y1 + a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

x ′n = yn + an1x1 + · · ·+ annxn

tj. maticově
x ′ = y + M · x .
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Afinńı kombinace bodů

Necht’ A0, . . . ,Ak jsou body v afinńım prostoru A. Jejich afinńı
obal 〈{A0 . . . ,Ak}〉 můžeme zapsat jako

{A0 + t1(A1 − A0) + · · ·+ tk(Ak − A0); t1, . . . , tk ∈ R}

a v libovolných afinńıch soǔradnićıch (tj. Ai je vyjáďren sloupcem
skalár̊u) můžeme tutéž množinu zapsat jako

〈A0, . . . ,Ak〉 = {t0A0 + t1A1 + · · ·+ tkAk ; ti ∈ R,
k∑

i=0

ti = 1}.

Obecně výrazy t0A0 + t1A1 + · · ·+ tkAk s koeficienty splňuj́ıćımi∑k
i=0 ti = 1 rozuḿıme body A0 +

∑k
i=1 ti (Ai − A0) a nazýváme je

afinńı kombinace bod̊u.

Body A0 . . . ,Ak jsou v obecné poloze, jestliže generuj́ı
k-rozměrný podprostor. Z našich definic je vidět, že to nastane
právě, když pro kterýkoliv z nich plat́ı, že vektory vzniklé pomoćı
rozd́ıl̊u tohoto pevného s ostatńımi jsou lineárně nezávislé.
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Simplex

Necht’ A0, . . . ,Ak je k + 1 bodů afinńıho prostoru A v obecné
poloze. k–rozměrný simplex ∆ = ∆(A0, . . . ,Ak) generovaný
těmito body je definován jako množina všech afinńıch kombinaćı
bodů Ai s pouze nezápornými koeficienty, tzn.

∆ = {t0A0 + t1A1 + · · ·+ tkAk ; ti ∈ [0, 1] ⊂ R,
k∑

i=0

ti = 1}.

Jednorozměrný simplex je úsečka, dvourozměrný trojúhelńık.

Zadáńı podprostoru jako množiny afinńıch kombinaćı bodů
v obecné poloze je ekvivalentńı parametrickému popisu. Obdobně
pracujeme s parametrickými popisy simplex̊u.
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Konvexńı množiny

Definice

Podmnožina M afinńıho prostoru se nazývá konvexńı, jestliže
s každými svými dvěma body A,B obsahuje i celou úsečku
∆(A,B). Př́ımo z definice je vidět, že každá konvexńı množina
obsahuje s každými k + 1 body v obecné poloze i celý jimi
definovaný simplex.

Př́ıklad

Konvexńımi množinami jsou nap̌r.
(1) prázdná podmnožina
(2) afinńı podprostory
(3) úsečky, polop̌ŕımky p = {P + t · v ; t ≥ 0}, obecněji k–
rozměrné poloprostory
α = {P + t1 · v1 + · · ·+ tk · vk ; t1, . . . , tk ∈ R, tk ≥ 0}, úhly
v dvojrozměrných podprostorech
β = {P + t1 · v1 + t2 · v2; t1 ≥ 0, t2 ≥ 0}, atd.
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Př́ımo z definice také plyne, že pr̊unik libovolného systému
konvexńıch množin je opět konvexńı. Pr̊unik všech konvexńıch
množin obsahuj́ıćıch danou množinu M nazýváme konvexńı obal
K(M) množiny M.

Věta

Konvexńı obal libovolné podmnožiny M ⊂ A je

K(M) = {t1A1 + · · ·+ tsAs ;
s∑

i=1

ti = 1, ti ≥ 0}

Konvexńı obaly konečných množin bodů se nazývaj́ı konvexńı
mnohostěny. Jsou-li definuj́ıćı body A0, . . . ,Ak konvexńıho
mnohostěnu v obecné poloze, dostáváme právě k-rozměrný
simplex. V p̌ŕıpadě simplexu je vyjáďreńı jeho bodů ve tvaru afinńı
kombinace definuj́ıćıch vrchol̊u jednoznačné.
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Jiným p̌ŕıkladem jsou konvexńı podmnožiny generované jedńım
bodem a konečně mnoha vektory: Necht’ u1, . . . , uk , jsou libovolné
vektory v zamě̌reńı Rn, A ∈ An je libovolný bod. Rovnoběžnostěn
Pk(A; u1, . . . , uk) ⊂ An je množina

Pk(A; u1, . . . , uk) = {A+c1u1+· · ·+ckuk ; 0 ≤ ci ≤ 1, i = 1, . . . , k}.

Jsou-li vektory u1, . . . , uk nezávislé, hovǒŕıme o k-rozměrném
rovnoběžnostěnu Pk(A; u1, . . . , uk) ⊂ An. Z definice je žrejmé, že
rovnoběžnostěny jsou konvexńı. Ve skutečnosti jde o konvexńı
obaly jejich vrchol̊u.
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Základńı afinńı úlohy

K podprostoru zadanému implicitně nalézt parametrický popis

Nalezeńım partikulárńıho řešeńı nehomogenńıho systému a
fundamentálńıho řešeńı zhomogenizovaného systému rovnic
źıskáme (v soǔradnićıch, ve kterých byly rovnice zadány) právě
hledaný parametrický popis.

Př́ıklad

Parametricky vyjáďrete pr̊unik rovin v R3:

ρ : 2x + 3y − z + 1 = 0, σ : x − 2y + 5 = 0.
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Z parametrického popisu źıskat popis implicitńı

Zaṕı̌seme-li parametrický popis v soǔradnićıch, můžeme volné
parametry t1, . . . , tk vyeliminovat a źıskáme právě rovnice
zadávaj́ıćı daný podprostor implicitně.
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Nalézt podprostor generovaný několika podprostory

Výsledný podprostor Q je vždy určen jedńım pevně zvoleným
bodem Ai v každém z nich a součtem všech zamě̌reńı. Nap̌r.

Q = A1 + (Z ({A1, . . . ,Ak}) + Z (Q1) + · · ·+ Z (Qs)).

Pokud jsou podprostory zadány implicitně, je možné je nejďŕıve
p̌revést na parametrický tvar. V konkrétńıch situaćıch bývaj́ı
funkčńı i jiné postupy. Všimněme si, že obecně je skutečně nutné
využ́ıt jednoho bodu z každého podprostoru. Nap̌r. dvě paralelńı
p̌ŕımky v rovině vygeneruj́ı celou rovinu, ale sd́ıĺı totéž
jednorozměrné zamě̌reńı.

Př́ıklad

Nalezněte parametrické vyjáďreńı roviny procházej́ıćı body

A = [2, 1, 1], B = [3, 4, 5], C = [4,−2, 3].
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Nalézt pr̊unik podprostor̊u Q1, . . . ,Qs

Pokud jsou zadány v implicitńım tvaru, stač́ı sjednotit všechny
rovnice do jednoho systému (a p̌ŕıpadně vynechat lineárně závislé).
Pokud je vzniklý systém něrešitelný, je pr̊unik prázdný. V opačném
p̌ŕıpadě źıskáme implicitńı popis afinńıho podprostoru, který je
hledaným pr̊unikem.

Pokud máme dány parametrické tvary, můžeme také hledat p̌ŕımo
společné body jako řešeńı vhodných rovnic, podobně jako p̌ri
hledáńı pr̊unik̊u vektorových podprostor̊u. Źıskáme tak p̌ŕımo opět
parametrický popis. Pokud je podprostor̊u v́ıce než dva, muśıme
pr̊unik hledat postupně.
Máme-li jeden prostor zadaný parametricky a ostatńı implicitně,
stač́ı dosadit parametrizované soǔradnice a řešit výsledný systém
rovnic.
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Př́ıklad

Nalezněte pr̊unik podprostor̊u Q1,Q2, je-li

Q1 : [4,−5, 1,−2] + t1 · (3, 5, 4, 2) + t2 · (2, 4, 5, 1) + t3 · (0, 3, 1, 2)

Q2 : [4, 4, 4, 4] + s1 · (0,−6,−2,−4) + s2 · (−1,−5,−3,−3)
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Nalezeńı p̌ŕıčky mimoběžek p, q v A3 procházej́ıćı daným bodem
nebo maj́ıćı p̌redem daný směr (tj. zamě̌reńı)

Př́ıčkou rozuḿıme p̌ŕımku, která má neprázdný pr̊unik s oběma
mimoběžkami.

Výsledná p̌ŕıčka r tedy bude jednorozměrným afinńım
podprostorem. Pokud máme zadán jeho bod A ∈ r , pak afinńı
podprostor generovaný p a A je bud’ p̌ŕımka (A ∈ p) nebo rovina
(A /∈ p). V prvém p̌ŕıpadě máme nekonečně mnoho řešeńı, jedno
pro každý bod z q, v druhém stač́ı naj́ıt pr̊unik B roviny 〈p ∪ A〉
s q a r = 〈{A,B}〉. Pokud je pr̊unik prázdný, úloha nemá řešeńı,
v p̌ŕıpadě že q ⊂ 〈p ∪ A〉, máme opět nekonečně mnoho řešeńı, a
pokud je pr̊unik jednoprvkový, dostáváme právě jedno řešeńı.
Máme-li ḿısto bodu dán směr u ∈ Rn, tj. zamě̌reńı r , pak
uvažujeme opět podprostor Q generovaný p a zamě̌reńım
Z (p) + 〈u〉 ⊂ Rn. Opět, pokud q ⊂ Q, máme nekonečně mnoho
řešeńı, jinak uváž́ıme pr̊unik Q s q a úlohu dokonč́ıme stejně jako
v p̌redchoźım p̌ŕıpadě.
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Z (p) + 〈u〉 ⊂ Rn. Opět, pokud q ⊂ Q, máme nekonečně mnoho
řešeńı, jinak uváž́ıme pr̊unik Q s q a úlohu dokonč́ıme stejně jako
v p̌redchoźım p̌ŕıpadě.
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