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Matematika I – 5. p̌rednáška
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1 Vektory

2 Matice nad skaláry
Lineárńı rovnice a jejich soustavy

3 Ekvivalentńı úpravy matic
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Definice

Symbolem K budeme nadále značit nějakou množinu skalár̊u
(obvykle R nebo C). Prozat́ım budeme vektorem rozumět
uspǒrádanou n-tici skalár̊u, kde pevně zvolené n ∈ N budeme
nazývat dimenźı.

Sč́ıtáńı vektor̊u definujeme po složkách (skaláry samožrejmě
sč́ıtat uḿıme)

u + v = (u1 + v1, . . . , un + vn)

a násobeńı vektoru u = (u1, . . . , un) skalárem a definujeme tak,
že každý prvek n-tice u vynásob́ıme skalárem a (skaláry v K
násobit uḿıme), tj.

a · u = a · (u1, . . . , un) = (a · u1, . . . , a · un).
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Pro vektory a jejich sč́ıtáńı zjevně plat́ı axiomy komutativńı grupy
s nulovým prvkem

0 = (0, . . . , 0) ∈ Kn.

Záměrně zde použ́ıváme pro nulový prvek stejný symbol jako pro
nulový prvek skalár̊u.

Konvence značeńı

Podobně budeme pro sč́ıtáńı a násobeńı použ́ıvat stále stejný
symbol (plus a bud’ tečku nebo prosté žretězeńı znak̊u). Nav́ıc
nebudeme použ́ıvat pro vektory žádné speciálńı značeńı, a
ponecháváme na čtená̌ri aby udržoval svoji pozornost p̌remýšleńım
o kontextu. Pro skaláry ale sṕı̌se budeme použ́ıvat ṕısmena ze
začátku abecedy a pro vektory od konce (prosťredek nám z̊ustane
na indexy proměných a pro použit́ı v součtech).
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Vlastnosti operaćı na vektorech

Pro všechny vektory v , w ∈ Kn a skaláry a, b ∈ K plat́ı

a · (v + w) = a · v + a · w (V1)

(a + b) · v = a · v + b · v (V2)

a · (b · v) = (a · b) · v (V3)

1 · v = v (V4)
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Skalárńı součin reálných vektor̊u

Skalárńı součin dvou vektor̊u u, v ∈ Rn je reálné č́ıslo

u·v = (u1, . . . , un)·(v1, . . . , vn) = u1·v1+u2·v2+· · ·+un·vn =
n∑

i=1

ui ·vi .

Skalárńı součin lze tedy brát jako zobrazeńı · : Rn × Rn → R.

Př́ıklad

(1, 2, 3) · (2,−3, 1) = 1 · 2 + 2 · (−3) + 3 · 1 = 2− 6 + 3 = −1

Pozor! Neplet’te si násobeńı vektoru skalárem (tj. násobeńı vektoru
č́ıslem, kdy je výsledek opět vektor) se skalárńım součinem (dvou
vektor̊u, kdy je výsledek č́ıslo)!
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Pomoćı skalárńıho součinu lze zjednodušit geometrický vztah pro
úhel dvou vektor̊u

cosψ =
u · v
‖u‖ ‖v‖

,

p̌ŕıpadně zavést pojem kolmosti mezi vektory, tj. u ⊥ v pokud
u · v = 0 (neboli cosψ = 0, tj. ψ = π

2 ).
Všimněte si, že pro velikost vektoru u = (u1, . . . , un) plat́ı

‖u‖ =
√

u2
1 + · · ·+ u2

n =
√

u · u, neboli u · u = ‖u‖2.

Je-li dimenze obou vektor̊u 1, je žrejmě skalárńı násobeńı vektor̊u
(= č́ısel) obyčejným násobeńım č́ısel.
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Definice

Matićı typu m/n nad skaláry K rozuḿıme obdélńıkové schéma

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
am1 am2 . . . amn


kde aij ∈ K pro všechny 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Matici A s prvky
aij znač́ıme také A = (aij).

(Řádkové) vektory (ai1, ai2, . . . , ain) ∈ Kn nazýváme (i–té) řádky
matice A, i = 1, . . . ,m, (sloupcové) vektory
(a1j , a2j , . . . , amj) ∈ Km nazýváme (j–té) sloupce matice A,
j = 1, . . . , n.

Matici můžeme také chápat jako zobrazeńı
A : {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} → K.
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Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastně právě vektory v Kn.
Obecné matice lze však chápat jako vektory v Km·n, prostě
zapomeneme na řádkováńı. Zejména tedy je definováno sč́ıtáńı
matic a násobeńı matic skaláry:

A + B = (aij + bij),

kde A = (aij), B = (bij),

a · A = (a.aij),

kde A = (aij), a ∈ K.

Dále pak matice
−A = (−aij)

se nazývá matice opačná k matici A.
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Konečně, matice

0 =

0 . . . 0
...

...
0 . . . 0


se nazývá nulová matice.

Zapomenut́ım řádkováńı tak źıskáme následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta

Předpisy pro A + B, a ·A, −A, 0 zadávaj́ı na množině všech matic
typu m/n operace sč́ıtáńı a násobeńı skaláry splňuj́ıćı axiomy
(V1)–(V4).
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Lineárńı rovnice a jejich soustavy

Lineárńı rovnice je rovnice typu

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

x1, . . . , xn jsou neznámé (též proměnné), a1, . . . , an, b jsou
koeficienty.

Př́ıklad

Rovnice

(a) 2x1 + ax2 − x3 = 1 je lineárńı,

(b) 2x1 + ax2
2 − x3 = 1 neńı lineárńı,

(c) 2x1 + ax2x3 − x3 = 1 neńı lineárńı,

(d) 2x1 − x3 = 1 je lineárńı.
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Lineárńı rovnice a jejich soustavy
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(d) 2x1 − x3 = 1 je lineárńı.
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Maticový zápis systémů lineárńıch rovnic

Matice lze vhodně využ́ıt pro zápis lineárńıch rovnic. Uvažme
následuj́ıćı systém m rovnic o n neznámych:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = y1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = y2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = ym.

Posloupnost x1, . . . , xn lze chápat jako vektor proměnných, tj.
sloupec v matici typu n/1, a podobně s hodnotami y1, . . . , yn.
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Systém rovnic lze pak formálně psát ve tvaru A · x = y :a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

 .

x1
...

xn

 =

y1
...

yn



Původńı rovnice nyńı obdrž́ıme tak, že vždy bereme řádky z A a
sč́ıtáme součiny odpov́ıdaj́ıćıch komponent, tj. ai1x1 + · · ·+ ainxn.
T́ım źıskáme i-tý prvek výsledného vektoru.
V rovině, tj. pro vektory dimenze 2, jsme už zavedli takovýto počet
a viděli jsme, že s ńım lze pracovat velice efektivně. Nyńı budeme
postupovat obecněji a zavedeme i na matićıch operace násobeńı.
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V rovině, tj. pro vektory dimenze 2, jsme už zavedli takovýto počet
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Součin matic

Pro libovolnou matici A = (aij) typu m/n nad okruhem skalár̊u K
a libovolnou matici B = (bjk) typu n/q nad K definujeme jejich
součin C = A · B = (cik) jako matici typu m/q s prvky

cik =
n∑

j=1

aijbjk , pro libovolné 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ q,

tj. prvek cik ve výsledné matici součinu dostaneme tak, že skalárně
vynásob́ıme

(i–tý řádek matice A) a (k-tý sloupec matice B).

Př́ıklad (
2 1
1 −1

)
·
(

2 1 1
−1 0 1

)
=

(
3 2 3
3 1 0

)
V opačném pǒrad́ı nelze tyto dvě matice násobit!
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aijbjk , pro libovolné 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ q,
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Čtvercové matice

U matice typu n/n hovǒŕıme o čtvercové matici. Počet řádk̊u a
sloupc̊u se nazývá dimenze matice. Matici

En = (δij) =

1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1


se ř́ıká jednotková matice (symbol δij je tzv. Kroneckerovo delta,
které je rovno 1, pokud i = j , jinak je rovno 0).
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Na množině čtvercových matic nad K dimenze n je součin matic
definován pro každé dvě matice:

Věta

Pro libovolný okruh skalár̊u je na množině všech čtvercových matic
dimenze n definována operace násobeńı. Splňuje vlastnosti (O1)
(asociativita) a (O3) vzhledem k jednotkové matici E = (δij). Dále
spolu se sč́ıtáńım matic vyhovuje (O4) (distributivita). Obecně
však neplat́ı (O2) (komutativita) ani (OI) neexistence dělitel̊u nuly,
zejména tedy neplat́ı (P) (existence inverzńıho prvku)

Při důkazu p̌redchoźıho tvrzeńı neńı podstatný stejný počet řádk̊u
a sloupc̊u, kromě samotné existence operace násobeńı pro všechny
dvojice matice. Př́ıslušné vlastnosti proto plat́ı obecněji:

Věta

Násobeńı matic je asociativńı a distributivńı, tj.
A · (B · C ) = (A · B) · C , A · (B + C ) = A · B + A · C , kdykoliv jsou
tato násobeńı definována. Jednotková matice je neutrálńım prvkem
pro násobeńı zleva i zprava.
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definován pro každé dvě matice:
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Vektory Matice nad skaláry Ekvivalentńı úpravy matic Lineárńı závislost

Trojúhelńıkové matice

Speciálńım p̌ŕıpadem čtvercové matice je matice trojúhelńıková,
která má bud’ pod hlavńı diagonálou pouze nuly (tzv. horńı
trojúhelńıková matice) nebo nad hlavńı diagonálou pouze nuly
(tzv. dolńı trojúhelńıková matice). Na hlavńı diagonále mohou
být prvky nenulové nebo i nulové.

Př́ıklad

Př́ıklady horńıch trojúhelńıkových matic jsou jednotková matice En

nebo nulová matice 0 (obě řádu n) nebo nap̌r. matice

(
2 1
0 0

)
,

(
0 2
0 3

)
,

2 3 −1
0 0 1
0 0 −1

 .

Ově̌rte si, že součin dvou (či v́ıce) horńıch trojúhelńıkových matic
(p̌ŕıpadně dolńıch trojúhelńıkových matic) je opět horńı
trojúhelńıková matice (p̌ŕıpadně dolńı trojúhelńıková matice).
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Diagonálńı matice

Je-li matice A současně horńı i dolńı trojúhelńıková, potom má
mimo hlavńı diagonálu pouze nuly. Taková matice se nazývá
diagonálńı. Na hlavńı diagonále mohou být prvky nenulové nebo i
nulové. Tj. čtvercová matice A = (aij) řádu n je diagonálńı, pokud
aij = 0 pro všechny indexy i 6= j .

Př́ıklad
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Diagonálńı matice
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Vektory Matice nad skaláry Ekvivalentńı úpravy matic Lineárńı závislost

Inverzńı matice

Se skaláry uḿıme poč́ıtat tak, že z rovnosti a · x = b uḿıme
vyjáďrit x = a−1 · b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobně bychom
to chtěli umět s maticemi, máme ale problém, jak poznat, zda
taková inverze existuje, a jak ji spoč́ıtat.

Definice

Ř́ıkáme, že B je matice inverzńı k matici A, když
A · B = B · A = E . Ṕı̌seme pak B = A−1 a je samožrejmé, že obě
matice muśı ḿıt tutéž dimenzi n. Matici, k ńıž existuje matice
inverzńı, ř́ıkáme regulárńı (invertibilńı) matice.

Pokud A−1 a B−1 existuj́ı, pak existuje i (A ·B)−1 = B−1 ·A−1. Je
totiž (d́ıky asociativitě násobeńı)
(B−1 · A−1) · (A.B) = B−1 · (A−1 · A) · B = E a
(A · B) · (B−1 · A−1) = A · (B · B−1) · A−1 = E .
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vyjáďrit x = a−1 · b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobně bychom
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Př́ıklad

Matice

A =

(
0 1
0 0

)
nemá inverzi. Pokud by měla být nějaká matice

B =

(
a b
c d

)
inverzńı k matici A, potom by muselo platit

AB =

(
0 1
0 0

)
·
(

a b
c d

)
=

(
c d
0 0

)
=

(
1 0
0 1

)
,

což nelze splnit pro libovolnou volbu č́ısel a, b, c , d .
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Základńı vlastnosti regulárńıch a singulárńıch matic jsou shrnuty
v následuj́ıćım tvrzeńı.

Věta

Necht’ A,B jsou čtvercové matice řádu n.

(i) Je-li A regulárńı, je jej́ı inverze A−1 určena jednoznačně.

(ii) Je-li A regulárńı, pak je

(A−1)−1 = A.

(iii) Jsou-li A i B regulárńı, potom je také AB regulárńı a plat́ı

(AB)−1 = B−1A−1. (Pozor, pǒrad́ı u inverźı se vyměnilo!)



Vektory Matice nad skaláry Ekvivalentńı úpravy matic Lineárńı závislost

Protože s maticemi uḿıme poč́ıtat obdobně jako se skaláry, jen
maj́ı složitěǰśı chováńı, můžeme formálně snadno řešit systémy
lineárńıch rovnic: Jestliže vyjáďŕıme soustavu n rovnic pro n
neznámých součinem matic

A · x =

a11 · · · a1m
...

am1 · · · amm

 ·
x1

...
xm

 =

y1
...

ym


a existuje matice inverzńı k matici A, pak lze násobit zleva A−1 a
dostaneme A−1 · y = A−1 · A · x = E · x = x , tj. hledané řešeńı.

Naopak rozepsáńım podḿınky A · A−1 = E pro neznámé skaláry
v hledané matici A−1 dostaneme n systémů lineárńıch rovnic se
stejnou matićı na levé straně a vektory napravo (postupně)

(1, 0, . . . , 0)T , (0, 1, 0, . . . , 0)T , . . . , (0, . . . , 0, 1)T .
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Protože s maticemi uḿıme poč́ıtat obdobně jako se skaláry, jen
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A · x =

a11 · · · a1m
...

am1 · · · amm

 ·
x1

...
xm

 =

y1
...

ym
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Později si ukážeme, jak lze jednoduše vypočitat matici A−1. Pro
začátek ale můžeme uvést vzorec pro výpočet inverze k matici typu
2× 2:

A =

(
a b
c d

)
, A−1 =

1

det A

(
d −b
−c a

)
,

kde det A = ad − bc je determinant matice A. Ově̌rte p̌ŕımým
výpočtem, že jsou splněny definičńı vztahy pro inverzi.
Je tedy vidět, že matice A řádu 2 je regulárńı ⇔ det A 6= 0 (a
tedy A je singulárńı ⇔ det A = 0.)
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Transponovaná matice

Necht’ A = (aij) je matice typu m × n. Matici AT := (aji ),
nazýváme transponovaná matice k matici A.
Matice AT vznikne tak, že řádky matice A naṕı̌seme do sloupc̊u
(nebo sloupce matice A do řádk̊u). Má tedy matice AT typ n ×m.

Př́ıklad

A =

2 1
2 2
1 3

 , AT =

(
2 2 1
1 2 3

)
,

B =

(
2 1
1 3

)
, BT =

(
2 1
1 3

)
= B.
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Tvrzeńı

Plat́ı následuj́ıćı vztahy:

(AT )T = A, (A + B)T = AT + BT ,

(AB)T = BTAT (Pozor, pǒrad́ı u transponovaných matic
se vyměnilo!),

(AT )−1 = (A−1)T .

Důkaz.

Zkuste sami, jsou jednoduché.
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4 Lineárńı závislost



Vektory Matice nad skaláry Ekvivalentńı úpravy matic Lineárńı závislost

Z hlediska řešeńı systémů rovnic

A · x = b

je jistě p̌rirozené považovat za ekvivalentńı matice A a vektory b,
které zadávaj́ı systémy rovnic se stejným řešeńım. Uvedeme si
jednoduché manipulace s řádky rovnic a stejným způsobem pak
můžeme upravovat i vektor napravo. Když se nám podǎŕı vlevo
dostat systém s jednotkovou matićı, bude napravo řešeńı
původńıho systému.

Takovým operaćım ř́ıkáme řádkové elementárńı transformace.
Jsou to:

záměna dvou řádk̊u

vynásobeńı vybraného řádku nenulovým skalárem

p̌ričteńı řádku k jinému řádku.

Je zjevné, že odpov́ıdaj́ıćı operace na úrovni rovnic v systému
nemohou změnit množinu všech jeho řešeńı. Později bude vidět, že
sloupcové transformace rovněž odpov́ıdaj́ı řešeńı téhož systému,
tentokrát ale v transformovaných soǔradnićıch.
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p̌ričteńı řádku k jinému řádku.
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Analogicky, sloupcové elementárńı transformace matic jsou

záměna dvou sloupc̊u

vynásobeńı vybraného sloupce nenulovým skalárem

p̌ričteńı sloupce k jinému sloupci,

ty však nezachovávaj́ı řešeńı p̌ŕıslušných rovnic, protože mezi sebou
ḿıchaj́ı samotné proměnné.

Systematicky můžeme použ́ıt elementárńı řádkové úpravy
k postupné eliminaci proměnných. Postup je algoritmický a
věťsinou se mu ř́ıká Gausova eliminačńı metoda .
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Př́ıklad

Metodou Gaussovy eliminace vy̌rešte systém

−x1 − x2 + 2x3 − x4 = 1,
4x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 2,
3x1 + x2 + x3 + x4 = 3.
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Věta

Nenulovou matici nad libovolným okruhem skalár̊u K lze konečně
mnoha elementárńımi řádkovými transformacemi p̌revést na tzv.
(̌rádkově) schodovitý tvar:

Je-li aij = 0 a všechny p̌redchoźı prvky na i-tém řádku jsou
také nulové, potom akj = 0 pro všechna k ≥ i

je-li a(i−1)j prvńı nenulový prvek na (i − 1)-ńım řádku, pak
aij = 0.

Matice v řádkově schodovitém tvaru vypadá takto
0 . . . 0 a1j . . . . . . . . . a1m

0 . . . 0 0 . . . a2k . . . a2m
...
0 . . . . . . . . . . . . 0 alp . . .
...


a matice může, ale nemuśı, končit několika nulovými řádky.
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K p̌revodu libovolné matice můžeme použ́ıt jednoduchý algoritmus:

Úprava matice na schodovitý tvar

1 Záměnou řádk̊u doćıĺıme, že v prvńım řádku bude v prvńım
nenulovém sloupci nenulový prvek, necht’ je to j-tý sloupec.

2 Pro i = 2, . . ., vynásobeńım prvńıho řádku prvkem aij , i-tého
řádku prvkem a1j a odečteńım vynulujeme prvek aij na i-tém
řádku.

3 Opakovanou aplikaćı bodů (1) a (2), vždy pro zbytek řádk̊u a
sloupc̊u v źıskané matici dospějeme po konečném počtu krok̊u
k požadovanému tvaru.

Uvedený postup je obvyklá eliminace proměnných v systémech
lineárńıch rovnic. Pro řešeńı systémů rovnic má ale uvedený postup
rozumný smysl jen, když mezi skaláry neexistuj́ı dělitelé nuly. Pokud
tvǒŕı skaláry pole, pak můžeme nav́ıc ze schodovitého tvaru snadno
spoč́ıst řešeńı (p̌ŕıpadně ově̌rit jeho neexistenci). Rozd́ıly jsou dob̌re
vidět p̌ri porovnáńı ťreba K = Z a K = R, p̌ŕıpadně Z2 nebo Z3.
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Úprava matice na schodovitý tvar
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řádku prvkem a1j a odečteńım vynulujeme prvek aij na i-tém
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Realizace pomoćı elementárńıch matic

Všimněme si, že elementárńı řádkové (resp. sloupcové)
transformace odpov́ıdaj́ı vynásobeńım zleva (resp. zprava)
následuj́ıćımi maticemi:

Přehozeńı i-tého a j-tého řádku (resp. sloupce)

1 0 . . .

0
. . .

... 0 . . . 1
...

. . .
...

1 . . . 0
. . .

1
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Realizace pomoćı elementárńıch matic

Vynásobeńı i-tého řádku (resp. sloupce) skalárem a:

1
. . .

1
a

1
. . .

1


← i
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Realizace pomoćı elementárńıch matic

Sečteńı i-tého řádku (resp. sloupce) s j-tým:

i →



1 0

0
. . .

. . .
. . .

1
. . .

. . .

1


↑
j
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Toto jednoduché pozorováńı je ve skutečnosti velice podstatné,
protože součin invertibilńıch matic je invertibilńı a všechny
elementárńı transformace jsou nad polem skalár̊u invertibilńı. Pro
libovolnou matici A tedy dostaneme násobeńım vhodnou
invertibilńı matićı P = Pk · · ·P1 zleva (postupné násobeńı k
maticemi zleva) jej́ı ekvivalentńı řádkový schodovitý tvar
A′ = P · A.

Jestliže obecně aplikujeme tentýž eliminačńı postup na sloupce,
dostaneme z každé matice B jej́ı sloucový schodovitý tvar B ′

vynásobeńım vhodnou invertibilńı matićı Q = Q1 · · ·Q`. Pokud ale
začneme s matićı B = A′ v řádkově schodovitém tvaru, eliminuje
takový postup pouze všechny dosud nenulové prvky mimo
diagonálu matice a závěrem lze ještě i tyto elementárńımi
operacemi změnit na jedničky. Celkem jsme tedy ově̌rili důležitý
výsledek, ke kterému se budeme mnohokrát vracet:
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výsledek, ke kterému se budeme mnohokrát vracet:



Vektory Matice nad skaláry Ekvivalentńı úpravy matic Lineárńı závislost

Věta

Pro každou matici A typu m/n nad polem skalár̊u K existuj́ı
čtvercové invertibilńı matice P dimenze m a Q dimenze n takové,
že matice P · A je v řádkově schodovitém tvaru a

P · A · Q =



1 . . . 0 . . . . . . . . . 0
...

. . .

0 . . . 1 0 . . . . . . 0
0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 . . . 0
...


.
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Algoritmus pro výpočet inverzńı matice

V p̌redchoźıch úvahách jsme se dostali prakticky k úplnému
algoritmu pro výpočet inverzńı matice. Během jednoduchého ńıže
uvedeného postupu bud’ zjist́ıme, že inverze neexistuje, nebo bude
inverze spočtena. I nadále pracujeme nad polem skalár̊u.

Ekvivalentńı řádkové transformace se čtvercovou matićı A dimenze
n vedou k matici P ′ takové, že P ′ · A bude v řádkově schodovitém
tvaru. Přitom může (ale nemuśı) být jeden nebo v́ıce posledńıch
řádk̊u nulových. Jestliže má existovat inverzńı matice k A, pak
existuje i inverzńı matice k P ′ · A. Jestliže však je posledńı řádek
v P · A nulový, bude nulový i posledńı řádek v P · A · B pro
jakoukoliv matici B dimenze n. Existence takového nulového řádku
ve výsledku (̌rádkové) Gaussovy eliminace tedy vylučuje existenci
A−1.
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Předpokládejme nyńı, že A−1 existuje. Podle p̌redchoźıho
nalezneme řádkově schodovitý tvar bez nulového řádku, tzn. že
všechny diagonálńı prvky v P ′ · A jsou nenulové. Pak ovšem
pokračováńım eliminace od pravého dolńıho rohu zpět a
vynormováńım diagonálńıch prvk̊u na jedničky źıskáme
jednotkovou matici E .

Matice A je tedy ekvivalentńı s jednotkovou matićı E , tj. existuj́ı
elementárńı matice P1, . . . ,Pk takové, že

PkPk−1 . . .P1A = E .

Využijme asociativitu násobeńı matic a uzávorkujme tento vztah
následovně:

(PkPk−1 . . .P1) · A = E , neboli (PkPk−1 . . .P1) · E = A−1.
(1)

Potom lze snadno vidět, že pro matici

B := PkPk−1 . . .P1 plat́ı B · A = E neboli B = A−1.
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jednotkovou matici E .
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Našli jsme tedy inverzńı matici A−1 k matici A. Zbývá jen p̌reč́ıst,
jak se výše uvedená matice B = A−1 zkonstruuje.
Prakticky tedy můžeme postupovat tak, že vedle sebe naṕı̌seme
původńı matici A a jednotkovou matici E , matici A upravujeme
řádkovými elementárńımi úpravami nejprve na schodovitý tvar,
potom tzv. zpětnou eliminaćı na diagonálńı matici a v té násob́ıme
řádky inverzńımi prvky z K. Tytéž úpravy postupně prováděné s E
vedou právě k matici B z p̌redchoźıch úvah, tedy z ńı źıskáme
právě hledanou inverzi. Pokud tento algoritmus naraźı na
vynulováńı celého řádku v původńı matici, znamená to, že inverzńı
matice neexistuje.
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Lineárńı závislost

V p̌redchoźıch úvahách a počtech s maticemi jsme stále pracovali
se sč́ıtáńım řádk̊u nebo sloupc̊u coby vektor̊u, spolu s jejich
násobeńım skaláry. Takové operaci ř́ıkáme lineárńı kombinace.
V abstraktńım pojet́ı se k operaćım s vektory vrát́ıme později, bude
ale užitečné pochopit podstatu už nyńı. Lineárńı kombinaćı řádk̊u
(nebo sloupc̊u) matice A = (aij) typu m/n rozuḿıme výraz
a1ui1 + · · ·+ akuik , kde ai jsou skaláry, uj = (aj1, . . . , ajn) jsou
řádky (nebo uj = (a1j , . . . , amj) jsou sloupce) matice A.

Jestliže existuje lineárńı kombinace daných řádk̊u s alespoň jedńım
nenulovým skalárńım koeficientem, jej́ımž výsledkem je nulový
řádek, ř́ıkáme, že jsou lineárně závislé. V opačném p̌ŕıpadě, tj.
když jedinou možnost jak źıskat nulový řádek je vynásobeńı
výhradně nulovými skaláry, jsou lineárně nezávislé. Obdobně
definujeme lineárně závislé a nezávislé sloupce matice.
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Předchoźı výsledky o Gausově eliminaci můžeme vńımat takovým
způsobem, že počet výsledných nenulových schodů v řádkově nebo
sloupcově schodovitém tvaru je vždy roven témuž p̌rirozenému
č́ıslu a to počtu lineárně nezávislých řádk̊u matice a témuž počtu
lineárně nezávislých sloupc̊u matice. Tomuto č́ıslu ř́ıkáme hodnost
matice, znač́ıme h(A). Zapamatujme si výsledné tvrzeńı:

Věta

Necht’ A je matice typu m/n nad polem skalár̊u K. Matice A má
stejný počet h(A) linárně nezávislých řádk̊u a lineárně nezávislých
sloupc̊u. Zejména hodnost nep̌revýš́ı menš́ı z rozměr̊u matice A.

Algoritmus pro výpočet inverzńıch matic také ř́ıká, že čtvercová
matice A dimenze m má inverzi právě, když je jej́ı hodnost rovna
počtu řádk̊u m.
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Soustavy lineárńıch rovnic

Pomoćı hodnosti matice systému h(A) a hodnosti rozš́ı̌rené
matice systému h(A|b) lze jednoduše testovat řešitelnost systému
lineárńıch rovnic s matićı A typu m × n a vektorem pravých stran
b ∈ Rm. Zřejmě je vždy h(A) ≤ h(A|b), protože p̌ridáńı sloupce b
může hodnost matice p̌ŕıpadně jenom zvýšit. Otázka je, kdy p̌ridáńı
sloupce b skutečně zvýš́ı hodnost matice systému a kdy nikoliv.

Věta (Frobeniova)

Systém lineárńıch rovnic má (alespoň jedno) řešeńı

⇔ h(A) = h(A|b).

Důkaz.

h(A) = h(A|b), právě když je vektor b lineárńı kombinaćı sloupc̊u
matice A. Neboli existuj́ı č́ısla x1, . . . , xn tak, že plat́ı
(a11, a21, . . . , am1)T · x1 + (a12, a22, . . . , am2)T · x2 + · · ·+
(a1n, a2n, . . . , amn)T xn = (b1, b2, . . . , bm)T .
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Lineárńı nezávislost sloupc̊u matice

Regulárńı a singulárńı matice umožňuj́ı jednoduše charakterizovat
lineárńı nezávislost a závislost n vektor̊u u1, . . . , un ∈ Rn. Maj́ı-li
být vektory u1, . . . , un lineárně nezávislé, muśı ḿıt lineárńı systém

a1 u1 + a2 u2 + · · ·+ an un = 0

pouze triviálńı řešeńı (a1, . . . , an) = (0, . . . , 0). To nastane právě
tehdy, když je čtvercová matice

U :=
(
uT

1 . . . uT
n

)
,

jej́ıž sloupce jsou právě vektory u1, . . . , un, regulárńı.
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Tvrzeńı

Necht’ jsou dány vektory u1, . . . , un ∈ Rn a necht’ U je matice, jej́ıž
sloupce jsou vektory u1, . . . , un. Potom

u1, . . . , un jsou lineárně nezávislé ⇔ matice U je regulárńı,

u1, . . . , un jsou lineárně závislé ⇔ matice U je singulárńı.

Př́ıklad

Rozhodněte o lineárńı (ne)závislosti vektor̊u
u1 = (1, 2, 1)T , u2 = (−2, 1, 1)T , u3 = (0, 5, 3)T .
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