Diferencialni rovnice

Co je diferencidlni rovnice? Zjednodusené rovnice, ve které se vyskytuje
derivace. Je-li derivace 1. fadu (y'), fikdme jim Diferencidln{ rovnice 1.Fadu.
Samoziejmé existuji i rovnice vyssich fadu, kde se vyskytuji 3", ¢, ..., ale
témi se tu zabyvat nebudeme.

Typtu je mnoho a ¢asto existuji kucharky jak je tesit.

Piiklad 1 (Motivaéni).

y'(z) = y()
dy  _
de 4
1
/dy = /1dfc
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Inlyf] = z+C
y = "¢ =e¢"C
zderivujeme-li vysledek, ktery jsme dostali, dostaneme y = e*C = y, coZ

odpovidd zaddni - ovérili jsme tedy sprdvnost vypoctu.
Vam byly na pfednésce predstaveny zatim tyto rovnice:
1. Rovnice se separovanymi proménnymi

y' = f(x)g(y)

tj. vyskytuje se v ni derivace 3y’ = % a souc¢in funkci proménné z (zde

f(z)) a proménné y (zde g(y)).
Ptiklad rovnice se separovanymi proménnymi:

/ .
y = 22 sin Y
2. Linearni diferencidlni rovnice

y' = a(z)y + b(x)

tj. vyskytuje se v ni derivace ¢y = % a funkce proménné x (zde a(z) a
b(x)), které tvori linedrni funkci y (zde a(x)y + b(x)).
Piiklad linearni rovnice

, 1
Yy = —y+coszw
T

Tyto rovnice mohou byt



a) homogenni, tj. ”schézi-li” jim ono b(z), neboli b(z) = 0, pak se z
nich stava konkrétni ptipad rovnice se separovanymi proménnymi,
kde f(z) := a(z) a g(y) := y a fesime ji tedy stejné (viz nize).
Priklad homogenni linedrni homogenni rovnice:

, 1
y=-y
T

b) nehomogenni, pokud nic neschézi, tedy rovnice je v plném tvaru
Yy = a(x)y + b(z), pak se pouzije kuchaika s tzv. integraénim
faktorem, ktery je vzdy stejny, tj.

e J a(z)dz

Priklad nehomogenni linedrni rovnice:

, 1
Yy = —y+cosz
x

3. Dalsi typy, jako napi Bernoulliova rovnice a jiné - vSechny typy, které
se budete u¢it maji predem znamé kucharky, které si stacéi jen zapam-
atovat! Casto se zavede néjaka substituce (opét predem dand), kterd
rovnici zjednodusi idedlné do tvaru linearni diferencidlni rovnice.

Jak je tesit?

1. Rovnice se separovanymi proménnymi y’ rozepiSeme jako % a
snazime se vSe v ¢em je y dostat nalevo, vSe v ¢em je = (nebo konstanta)
dostat napravo a pak uz jen integrujeme. Napft:
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2. Linearni diferencidlni rovnice

a) homogenni - tiplné stejné jako v predchozim piipadé

b) nehomogenni - pomoci integraéniho faktoru

e Ja(z)dz

Jednoduse obé strany rovnice vynasobime timto faktorem a upravu-
jeme.

Co chceme dostat? Chceme na levé strané dostat zndmy wvzorec pro
derivaci soucinu (fg) = f'g+¢'f, kde f := y a g := e~ Jol@dz,
Ptesnéji chceme dostat pravou stranu tohoto vzorce, kterou pak
upravime na levou stranu. Takze misto

fa+d'f
chceme dostat
y/effa(m)dx + a(m)effa(x)dxy

a to upravime na
(ye—fa(x)dx)/

A proc to tak chceme? Protoze (ye_f “(x)dw)’ se skvéle integruje:
/(yefa(m)dx)ldx _ yeffa(:r)dz +C

Takze cely postup znova, mame rovnici
y = a(z)y + b(2)

a vynasobime ji integra¢nim faktorem a upravujeme:

y/effa(x)dx _ a(x>y€ffa(x)d:r + b(x)effa(x)dx
y/e—fa(ac)dac N a(x)ye—fa(x)dx _ b(x)e—fa(a:)dac

Vidime, ze prakticky hned jsme na levé strané dostali pozadovany
vzorec, takze podle vzorce na derivaci souc¢inu piepiSeme a nasledné
zintegrujeme:



(ye—fa(x)dx)/ _ b(x)e—fa(r)d:c
/(ye—fa(x)dx)/dx _ /b(x)e—fa(a:)dx

ye—fa(m)dm +C = /b(x)e—fa(m)dm

y = efa(x)da: I:/ b(x)effa(x)dx +C

Timto trikem s integraénim faktorem jsme si piiklad vyrazné zjednodusili.
Integral [ b(m)e‘f a(z)dz 7 vetsinou nebyvé velky problém.

Ukazme si postup na piikladu (¢asto v piikladech pro jednoduchost
piseme jen y misto y(x)):

Piiklad 2. Reste:

2

= —zy + 2zeT

22

y/
zde a(x) = —x a b(z) = 2xe 7, proto integraéni faktor bude:

2
e—fa(x)dr _ efxdz _ 6%

0bé strany rovnice vyndsobime timto faktorem a upravujeme:

2

y’e% + xye% = 2QZ€§€%
/(yex;)/dx = /2$6x2
ye% = &4
y = e’é(eaj2 +C)

Tomuto Tesent, kde se objevuje néjakd neurcitd konstanta, se ikd
obecné teSeni. Zkuste je zderivovat a uvidite, Ze dostanete zaddnd.

Nehomogenni rovnice lze tesit i jinak, bez pouziti integracniho faktoru -
tzv. metodou variace konstanty - docela pékné video s vysvétlenim metody
na piikladu zde:
"http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/1in3/index.html"
(ale to jste tusim v prednédskdch nemeéli).



Aplikace diferencialnich rovnic

Jak jsme si fikali, derivace byla vymyslena proto, abychom méli jak popsat
zménu, at uz rychlosti, mnozstvi, délky, vzdalenosti,..... Jak zména probiha v
zéavislosti na ¢ase a okolnich podminkach popisuji pravé diferencialni rovnice.
Ve slovnich tlohach na aplikace byva klicovym problémem rovnici sestavit -
pak uz se fesi podle zajeté kuchaiky (viz vyse) a dospéje se k obecnému
reSeni. Nastésti typy piikladu se opakuji (zejména dva hlavni - vyména tepla
a michani néjakych latek) a po péar procvicenych piikladech uz by s uréenim
rovnice nemél byt problém.

V téchto piikladech byvaji zaddny tzv. pocateéni podminky, tj néjaké
konkrétni hodnoty v urcitém case t a ¢asto se po Vas chce tyto podminky
do obecného feseni dosadit a najit tzv. partikularni feSeni - to jest jedno
konkrétni feSeni, které vyhovuje pocatecnim podminkam.

Dva praktické priklady z lonské zkousky, ze kterych bude snad vse jasné
najdete v souboru ’Aplikace DR - ukazka’.



