3 Cviceni 3: Grupa permutaci a podgrupy generované
mnozinou

Teorie: V tomto cviceni se budeme zabyvat permutacemi. Na zavér si jesté ukazeme
nékolik prikladi na podgrupy generované danou mnozinou.

Definice 15. Libovolné bijektivni zobrazeni na konec¢né neprazdné mnoziné nazyvame
permutace.

BUNO muizeme predpoklddat danou koneénou mnozinu ve tvaru {1,2,...,n}.

Diky tomu, Ze slozenim dvou bijekci je opét bijekce, muzeme dané permutace skladat.
Skladani zobrazeni je navic asociativni. Dale identické zobrazeni je zfejmé také permutace
a chova se jako neutralni prvek vzhledem ke sklddani permutaci. Navic ke kazdému bijek-
tivnimu zobrazeni existuje zobrazeni inverzni, které je také bijekci. Odvodili jsme tak, ze
mnozina vSech permutaci na konecné neprazdné mnoziné tvoii grupu.

Permutaci muzeme zadat nékolika zpusoby:

1. Obrazem kazdého prvku, tzv. dvouradkovym zapisem

2. Jako soucin nezavislych cykla (az na poradi jednoznaény zapis)
3. Jako souéin transpozic (nejednoznacny zapis)

Déle muzeme definovat tzv. grupu symetrii. Jedna se o mnozinu shodnych zobrazeni,
které nechaji dany tutvar na miste.

V minulém cviceni jsme si dokazali, ze prunikem podgrup je podgrupa. Muzeme tedy
pro libovolnou podmnozinu dané grupy definovat podgrupu generovanou danou mnozinou
jako prunik vSech podgrup obsahujicich danou mnozinu.

Priklad 42. Jsou dany permutace p, o
(1 2 3 45 7 8 (1 23 456 78
314265 78)°""\15423867)

1. Zapiste permutace p, o jako sou¢in nezavislych cykla.
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2. Rozlozte permutace p, 0 na soucin transpozic a podle poctu transpozic urcete jejich
paritu.

3. Urcete pocet inverzi permutaci p, o a podle poctu inverzi urcete jejich paritu.

4. Urcete copapoo.
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5. Urcete o~ 1.
6. Urcete p?lt a o201,
7. Uréete (p~%o003)™.

8. Urcete permutaci m tak, aby o o1 = p.
Priklad 43. Jsou dany permutace p, o
(1 2 3 45 7 8 (1 2 3 45 6 7 8
7 \48 257 1 3)°P \258 7164 3)

1. Zapiste permutace p, o jako sou¢in nezavislych cykla.

6
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2. Rozlozte permutace p, o na soucin transpozic a podle poctu transpozic urcete jejich
paritu.

3. Urcete pocet inverzi permutaci p, o a podle poctu inverzi urcete jejich paritu.
4. Urcete copapoo.

5. Urcete o~ L.

6. Urcete p?010 a o201,

7. Urcete (p~7" o o81)72.

8. Uréete permutaci 7 tak, aby o2 o7 = p3.

Piiklad 44. Jsou dény permutace f,g € Sg, f = (5,8,7,6) o (1,4,2), g = (1,5,2,6) o
(2,4,7,9,5). Urcete f~1, g1, (f 0 g7)?". Rozlozte f na soucin transpozic a uréete pocet
transpozic této permutace.

Piiklad 45. Urcete vSechny permutace m € S; tak, aby
1. =(1,2,3,4,5,6,7)
2. 72 =(1,2,3)0(4,5,6)
3. = (1,2,3,4)
Vysledek.
1. (1,3,5,7,2,4,6)
2. (1,3,2)0(4,6,5),(1,4,2,5,3,6),(1,5,2,6,3,4),(1,6,2,4, 3,5)
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3. Neexistuje

Priklad 46. Urcete vSechny permutace p € Sy takové, ze
(po(1,2,3))* 0 (po(2,3,4))* = (1,2,3,4).

Reseni. Zadna takova neexistuje, na levé strané je totiz vzdy suda permutace, na pravé
strané je permutace licha.

Priklad 47. Urcete vSechny permutace p € Sy takova, ze
P2 ° (1a2) op2 = (172) op2 © (172)'

Resent. Zadna takova neexistuje, opét diky parité.

Priklad 48. Urcete znaménka danych permutaci

1 1 23456 ... 3n—2 3n—-1 3n
"\2 315 6 4 ... 3n—-1 3n 3n —2
9 1 2 3 n n+1 n+2 ... 2n
“\2 4 6 2n 1 3 . 2n—1
Vysledek.
1. 1
2. (—1)"%"

Piiklad 49. Napiste permutace f = (2,3,4,5)0(1,3,6,8)ag = (1,4,6)0(2,7,4,8,3)o(1,5)
jako soucin 10 transpozic.

Priklad 50. Popiste grupu symetrii ¢tverce a urcete vsechny jeji podgrupy.

Priiklad 51. Urcete podgrupu grupy Sg generovanou mnozinou M

1. M= {(1,2,4,5)} 4. M = (1,2)(3,4), (2,3)(4,5).
2. M ={(1,2),(5,6)} 5. M =1{(1,2,3), (4,5)}.
3. M = {(1,2) 0 (4,5), (1,2)} 6. M = {(1,2) 0 (3,4),0(5,6), (24)}
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Priklad 52. Popiste podgrupu grupy G generovanou mnozinou M

1. G =17, M = {36,42} 4. G=C" M = {2 1L}
2. G - {Zgo}, M — {[15]30, [21]30} 5 G - ZTQ’ M — {[5]12}
3. G=C* M ={—i} 6. G =2Zg, M ={[7]1s}

Piiklad 53. V grupé GLy(Zs) urcete podgrupu generovanou mnozinou M.
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