Véta 15 (Eisensteinovo lemma). Necht f(z) = apx™ + ap12" ' + -+ 4+ ayz + ag € Z[x].
Pokud existuje prvocislo p takové, Ze plag,...plan_1, Pt an, P* 1 ag, potom je polynom f
wreducibilni nad 7.

Nyni nas bude zajimat, jak urcit kofeny polynomi:

Véta 16. Necht f € Z[x|, f = a,2" + - -+ a1z + ag. Pokud je raciondlni ¢islo § korenem
polynomu f, potom plag, q|a,.

Piiklad 73. Uved'te pifklad
1. Koneéného okruhu, ktery nebude oborem integrity.
2. Nekonecného okruhu, ktery nebude oborem integrity.
3. Konec¢ného oboru integrity, ktery nebude télesem.
4. Nekonecného oboru integrity, ktery nebude télesem.
5. Koneceného télesa.

6. Nekonecéného télesa.

Piiklad 74. Rozhodnéte, zda mnozina R s operacemi @&, ® tvofi okruh, komutativni
okruh, obor integrity ¢i téleso.

1. R=Z,a®b=a+b+3,a0b=-3

22 R=Z,a®b=a+b—-3,a0b=a-D—-1

3. R=Z,a®b=a+b—1,a0b=a+b—a-b
4. R=Q,a®b=a+b,a®b=10

5. R=Q,a®b=a+b+1,a0b=a+b+a-b

6. R=Q,adb=a+b—1,a0b=a+b+a-b

Vysledek.
1. je okruh 4. neni okruh
2. neni okruh 5. je téleso
3. je obor integrity 6. neni okruh
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Priklad 75. Dokazte, ze podmnozina komplexnich ¢isel Z[i] = {a+ bila,b € Z} tvoii obor
integrity. Jedna se o téleso?

Vysledek. Ne

Pi#iklad 76. Na mnoziné R = Q x Q definujeme operace & a @ vztahem (a,b) & (¢, d) =
(a+c,b+d), (a,b) ® (¢,d) = (ac + 2bd, ad + bc). Dokazte, ze (R, ®,®) tvoii téleso.

Piiklad 77. Na mnoziné R = R x R definujeme operace & a ® vztahem (a,b) ® (¢, d) =
(a+c,b+d), (a,b) ®(c,d) = (ac+2bd, ad+bc). Dokazte, ze (R, @, ®) netvoii obor integrity.

Priklad 78. Necht X je neprdzdnd mnozina. Rozhodnéte, zda (P(X),+,N) tvoif okruh,
obor integrity, téleso, pricemz A + B = (AN B) U (B \ A).

Priklad 79. Oznacme symbolem R® mnoZzinu vSech redlnych funkci. Definujme (f &
g)(x) = f(x)+g(z), (f©g)(x) = f(x)-g(x). Rozhodnéte, zda (R¥, &, ®) tvoii okruh, obor
integrity, téleso.

Piiklad 80. Oznaéme R = {a+bv2+cV3+dvV6|a, b, c,d € Q}. Rozhodnéte, zda (R, +, )
tvori okruh, obor integrity, téleso.

Piiklad 81. Uved'te piiklad
1. Polynomu 2011-tého stupné s celociselnymi koeficienty, ktery je nad Z ireducibilni.

2. Polynomu s celociselnymi koeficienty, ktery je nad Z ireducibilni, presto ma celociselny
koten.

3. Polynomu s celociselnymi koeficienty, ktery je nad Z ireducibilni, nemé celociselny
koren, ale m& kofen raciondalni.

4. Polynomu s celo¢iselnymi koeficienty, ktery je ireducibilni nad Z, ptfesto nespliuje
podminky Eisensteinova lemmatu.

5. Polynomu patého stupné s celociselnymi koeficienty, ktery neni nad 7Z ireducibilni,
presto nema celociselny koten.

6. Polynomu tietiho stupné, ktery je nad Zs ireducibilni.
7. Polynomu patého stupné, ktery neni nad Z; ireducibilni, presto nema koten.

8. Nenulového polynomu, ktery ma vice kotent, nez je jeho stupen.
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Priklad 82. Urcete vsechny koteny polynomu
1. 2%+ 3z* + 1 € Zsx].

2. 2° + 323 + x — 3 € Zs|x].

Priklad 83. Urcete soucet, rozdil, soucin a podil polynomu f,g € Zs[z], f(x) = 323 +
202 +4x + 1, g(x) = 22 + 22 + 2.

Piiklad 84. Urcete, kolik je polynomu f(z) € Zs[z] takovych, ze f(3) = 2.
Vysledek. 100

Piiklad 85. Uved'te pifklad normovaného polynomu tietiho stupné s koeficienty ze Zs,
jehoz jediné koteny budou 1 a —1, oba jednonésobné.

Piiklad 86. Uved'te piiklad 2010 polynomu 2011-tého stupné s racionalnimi koeficienty,

jejichz jediné racionalni kofeny budou dvojnasobny koren 1, trojnasobny kofen —% a

pétindsobny koten 0.

Piiklad 87. Urcete vSechna a € Zs tak, aby byl polynom 2 + 32? + 42 + a ireducibiln{
nad Zs.

Piiklad 88. Urcete viechna a € Zjs tak, aby byl polynom x® + 42* + 423 + 422 + ax + 4
ireducibilni nad Zs.

Piiklad 89. Urcete vSechny polynomy f € Zs[x], které jsou nad Z, ireducibilni a jsou
1. druhého stupné.
2. tretiho stupné.
3. ¢tvrtého stupneé.

4. patého stupneé.

Priklad 90. Dokazte, ze jsou dané polynomy ireducibilni nad Z:
1. 32° 4 22* + 623 — 1422 + 82 — 10

2. 2" + 352° — 7023 + 1402 — 175
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3. 22 +5x —8
4. 3+ 4+ —1

5.zt 4+ 823 + 242® — 18x — 1 Ndpovéda: Uvazujte Tayloriv rozvoj se stiedem v 1.

Piiklad 91. Urcete vSechny raciondlni kofeny polynomu f € Z|x|:
1. f(z) = 625 — 112* — 1923 + 1822 + 282 + 8
=520 + 112° — 282 — 2623 + 6122 — 172 — 6

(x)
(z)
3. f(x) = 42® — 8% — 2723 + 2922 + 44z + 12
(z)
(x)

4. f(x) = 42® — 242" + 372 + 922 — 32x — 12
5. f(z) =228 — 72° — 62* + 262° + 142% — 272 — 18
Reseni
1. f(z) = (x4 1)(2z + 1)(3z + 2)(z — 2)(z — 2)
Cf@) =@ +3)6z+1)(z+2)(x—1)(z—1)(z—1)
3. f(x) = (z+2)(2z + 1)(2z + 1)(z — 3)(z — 2)
4. f(z) = (z—2)(2z+1)(2z + 1)(z — 3)(z — 2)
5. f(z) = (z+1)(z+ 1)(z+1)(z - 3)(z — 2)(2z - 3)

Priklad 92. Metodou neurcitych koeficientii rozlozte polynom z# — 32% + 522 — 42 + 2 na
ireducibilni faktory nad Z.

Visledek. f(z) = (22 — x4+ 1)(2? — 2z + 2)

Piiklad 93. Uvedte piiklad kubického polynomu f s celoéiselnymi koeficienty, ktery méa
jednicku za kofen a plati, ze f(2) = f(3) = f(4).
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