6 Cviceni 6: Polynomy s realnymi a komplexnimi koe-
ficienty

Teorie: Zde pro nas bude teorie kratouckd. Pujde o sérii tvrzeni, kterd byla odvozena
na piednéasce. Nez se do nich pustime, uvedme jistou paralelu mezi polynomy a celymi
¢isly. Také se zde muzeme bavit o délitelnosti, stanovovat Euklidovym algoritmem nejvétsi
spolecny délitel a hledat koeficienty v Bezoutové rovnosti.

Veéta 17. Md-li polynom f € Rx] komplexni koten a + bi, potom md i koten a — bi.
Véta 18. Kazdy polynom s redlnymi koeficienty lichého stupné ma redlny koren.

Veéta 19. Ma-li polynom f s redlnymi koeficienty vicendsobny koten a, potom je a kotenem
polynomu f'(x) a tedy i polynomu ged(f, f').

Veéta 20. Polynom s redlnymi koeficienty je nad R ireducibilni pravé tehdy, kdyz je linedarni
nebo kvadraticky se zapornym diskriminantem.

Veéta 21. Polynom s komplexnimi koeficienty je nad C ireducibilni prdve tehdy, kdyz je
linedrni.

Piiklad 94. Dokazte, ze jsou dané polynomy f, g € R[x] nesoudélné a naleznéte piislusné
koeficienty v Bezoutové rovnosti.

L flx)=a*+203+4°+ 2, g(x) =2+ 22+ 2
2. flx)=2+z+1,g=2>+1

3. flx)=2"+1,9g=2°—-1

Piiklad 95. Urcete nejvetsi spolecny délitel polynomu f, g € R[z] a naleznéte piislusné
koeficienty v Bezoutové rovnosti.

L f(z) =2 + 423 +102° + 122 + 9, g(z) = 2® + 32? + 5z + 3.
2. f(z) = a8 + 92t + 2722 + 27, g(x) = 2* + 62° 4 9.

3. 2%+t — 223 — 22+ +lg=a—22° —x +2
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Piiklad 96. Naleznéte vsechny koteny polynomu f € R[], vite-li, Ze m& ndsobny koten.
Dany polynom rozlozte na ireducibilni faktory nad Z, R, C.
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Priklad 97. Urcete viechny koteny polynomu f = 27 —42%+82° — 72t +82%—8xr+4 € Clx],
vite-li, ze ma dvojnésobny koren 1+ 1. RozlozZte tento polynom na ireducibilni faktory nad

C R, Q.

Priklad 98. Urcete viechny kofeny polynomu f = x%+82° 42421 +2423 —272% —80x—50 €
Clx], vite-li, ze ma dvojnasobny kofen 2+i. Rozlozte tento polynom na ireducibilni faktory
nad C, R, Q.

Priklad 99. Urcete vSechny koieny polynomu f = z* — 223 + 2?2 + 22 — 2 € C|x], vite-li,
ze ma koren 1+ ¢. Rozlozte tento polynom na ireducibilni faktory nad C, R, Q.

Priklad 100. Mezi vSsemi normovanymi polynomy s realnymi koeficienty naleznéte ten

LY

1. dvojnésobny kofen 1 + ¢ a jednoduchy korfen 2.
2. dvojnasobny kofen 1 a jednoduchy koten 2 — 3.
3. trojnésobny kofen i a jednoduchy koren —1 — 7.
4. jednoduché koteny i + 1,2 — 1,7 — 3.

Rozlozte tyto polynomy na ireducibilni faktory nad C, R, Q.

Priklad 101. Zjistéte ndsobnost kotene —1 polynomu z° — ax? —az + 1 € Clx] v z4vislosti
na parametru a € C.

Piiklad 102. Uréete normované polynomy f, g € R[x] é¢tvrtého stupneé tak, aby f(1+1i) =
0 a aby g mél dva dvojndsobné kofeny, pricemz ged(f,g) = > +x + 1.
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Priklad 103. Rozlozte polynom x* — x? — 2 na sou¢in ireducibilnich prvki v oborech Clx],
Rla], Qla], Z[z), Zafa].

Piiklad 104. Urcete vechny kofeny polynomu f(x) = z* + 223 + 222 + 22 + 1, g(x) =
% — 222 + x — 2, vite-li, Ze maji spolecny koien. RozloZte tyto polynomy na ireducibilni

faktory nad C, R, Q.

Priklad 105. Urcete viechny kofeny polynomu f(z) = 2z* — 523 — 22 + 11z + 5, g(z) =
20% — 1123 + 2022 — 7z — 10, vite-li, Ze maji spoleény raciondlni kofen. Rozlozte tyto
polynomy na ireducibilni faktory nad C, R, Q.

Ptiklad 106. Urcete viechny koteny polynomi f(z) = 2°—4x°+924 —122°+ 1222 — 8z +4,
g(z) = 2° — 3a* + 423 — 4x + 4, vite-li, Ze maji spolecny ndsobny koien. Rozlozte tyto
polynomy na ireducibilni faktory nad C, R, Q.

Viysledek. f(z) = (z—(141))*(z—(1—14))*(x—1i)(z+1), g(x) = (x—(1414))*(z—(1—1))*(z+1)

Piiklad 107. Urcete vSechny koteny polynomu
1. f(x) =6x* — 52> — 3822 —H5xr +6

2. f(x) =5z* — 2623 + 102? — 262 + 5

Piiklad 108. Rozlozte na ireducibilni faktory nad C, R, Q polynom z° + 27.

Priklad 109. Polynom f(z) = 2 4+ ax?® + bx — 15 m4 kofen 2 + i. Urcete redlnd ¢isla a, b
a ostatni kofeny tohoto polynomu.

Piiklad 110. Aniz byste poéitali kofeny polynomu x® — 422 + 62 — 4, uréete polynom,
ktery bude mit dvojnasobné koteny.

Piiklad 111. Aniz byste poéitali kofeny polynomu 2z — 522 — x + 6, uréete polynom,
ktery bude mit kofeny, které budou prevracenymi hodnotami kotenu zadaného polynomu.

31



