Definice 1. Cyklus délky 2 se nazyvd transpozice.

Piiklad 1. Rozlozte cyklus (15762) na souc¢in transpozic. Jsou viceméné dvé moznosti:

(15762) = (15) o (57) o (76) o (62) nebo (15762) = (62) o (72) o (52) o (12).

Piiklad 2. Uvazme mnozinu G = (R \ {0}) x R. Definujeme (a, b)A(c, d) = (ac, ad + b).
Skutecéné se jednd o operaci na G. (Jediny problém by byl, kdyby bylo ac = 0. To by
znamenalo, Ze je a = 0 nebo ¢ = 0, coz z definice G jsou nenulova ¢isla.)
Operace je asociativni:

((u, ) A(w, #)) Ay, 2) = (uw, ux + v)A(y, z) = (uwy, uwz + (ux +v)) =
(vwy, u(wz + x) +v) = (u, V) A(wy, wz + ) = (u,v) A((w, 2)A(y, 2)).
Déle hledejme neutralni prvek, oznacme jej (e, f). Protoze je neutrélni, spliiuje pro véechna

(u,v):

(u,v) = (u,v)Ale, f) = (ue,uf + v).

Protoze dvé usporadané dvojice jsou stejné, prave kdyz maji stejné slozky, musi platit u = ue
a zaroven v = uf + v. Tuto soustavu o neznamych e a f vyfresime: e = 1, f = 0. Tim jsme
nasli kandidata na neutralni prvek, musime vsak ovérit, ze jim (e, f) = (1,0) skutecné je:

(u,v)A(1,0) = (u-L,u-04+v) = (u,v),
(L,0)A(u,v) = (1-u,1-v+0) = (u,v).

Abychom ukazali, ze (G,A) je grupa, zbyva k libovolnému prvku (u,v) najit inverzi,
kterou ozna¢ime (p, q). Predpokladédme, ze (p, q) je inverze, a proto plati:

(1,0) = (u,v)A(p,q) = (up, ug +v).

Opét porovnanim prvnich slozek musi byt 1 = up a druhych slozek je 0 = uq + v. Neza-

pomenme, ze hleddme dvojici (p, q). Z rovnic vidime, ze je p = % a ¢ = —*. (Vsimnéme si,

ze zde je potieba, aby bylo u # 0 a vidime, ze je p # 0, tedy (p, q) je skuteéné prvkem z G.)
Nasli jsme tak kandidata, ktery by mohl byt inverznim prvkem, a to skutecné je:

(1, ) A G%}) _ (u%u%’ﬂ) — (1,0),

(%_TU) Au,v) = (éu%v—%—%) — (1,0,

Zbyvéa se zamyslet, jestli je grupa (G, A) komutativni. Po¢itejme
(u, V) A(w, x) = (vw, uz + v),

(w, 2)Au,v) = (wu, wv + x).

Prvni slozky jsou zfejmé stejné, zatimco druhé slozky jsou volbou u =1,z =1, v =1 a
w = 2 ruzné. Dana operace neni komutativni.



Priklad 3. Doplnte tabulku operace ® tak, aby byla asociativni.

®‘abc
a|b a
b
c

Pocitejme tedy dalsi souciny: b®a = (a®a)®a=a® (a®a) =a®b = a. Vyuzili jsme jen
asociativitu (prezdvorkovani) a to, ze uz vime, Ze je b = a ® a a Gplné na konci vypoctu ze
zadané tabulky vime, zZe je a ® b = a.

Podobné je b@b = b® (a®a) = (b®a)®a = a®a = b. Uplné stejnym trikem je b&c = c.

Déle trochu obtiznéji plati c®a = (b®c)®a = bR (c®a) a zdroven cRa = (aQ¢)Ra =
a® (c®a), tedy a ® x = b® x. Takové z je jediné = = c¢. Tedy je c® a = c.

Nakonec po vSech vypoctech je tabulka:

®‘abc
al|lb a c
bla b ¢
clc ¢ ¢

Piiklad 4. Najdéte podminku, kterou musi spliovat prvky z G = {a+ b5 | abe @},
aby (CN?, -) byla grupa. (- je obvyklé ndsobeni redlnych ¢isel a G je podmnozina G omezens
hledanou podminkou.)



