Drsna matematika IV — 10. prednaska
Matematicka statistika

Jan Slovak

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

30. 4. 2012



Obsah prednasky

@ Literatura

© Vybéry z populaci

© Kvantilové funkce a kritické hodnoty
@ Odhady parametrii

© Testovani hypotéz



Literatura
Kde je dobré cist?

@ vlastni poznamky, texty souc¢asného prednasejiciho, GOOGLE,
atd.

o Karel Zvara, Josef Stépan, Pravdépodobnost a matematicka
pravdépodobnost statistika, Matfyzpress, 2006, 230pp.

e Marie Budikova, Stépan Mikolas, Pavel Osecky, Teorie
pravdépodobnosti a matematicka statistika (sbirka prikladii),
Masarykova univerzita, 3. vydani, 2004, 117 stran, ISBN
80-210-3313-4.

@ Marie Budikova, Tomas Lerch, §tépén Mikolas, Zakladni
statistické metody, Masarykova univerzita, 2005, 170 stran,
ISBN 80-210-3886-1.

e Riley, K.F., Hobson, M.P., Bence, S.J. Mathematical Methods
for Physics and Engineering, second edition, Cambridge
University Press, Cambridge 2004, ISBN 0 521 89067 5, xxiii
+ 1232 pp.



Vybéry z populaci
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Zpravidla statistici nemaji k dispozici znaky vsech statistickych
jednotek v souboru a misto toho se musi spokojit je s daleko
mensim vybérem. Hovofime o populaci misto zakladniho velkého
souboru a vyberu (nebo vybérovém souboru). Vsude dale
predpokladame ze rozsah populace N je mnohem vétsi nez rozsah n
vybéru z ni.

Nasim tkolem je odhadovat charakteristiky jako jsou primér
hodnot znaku X nebo jejich rozptyl o pro celou populaci pomoci
obdobnych charakteristik pro nas daleko mensi vybér, které budeme
znacit pomoci velkych pismen, napf. X, S2.

Zde vstupuje do hry pravdépodobnost — budeme chtit znat
pravdépodobnost priblizeni hodnot pro nas vybér tém pro celou
populaci.
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Zvoleni vybéru o rozsahu n povazujeme za elemementarni jev w na
vhodném pravdépodobnostnim prostoru a hodnoty znak
povazujeme za nahodny vektor

X(w) = (X1(w), Xo(w), ..., Xn(w)) = (Xiy, Xiny - - -, Xir ),

kde indexy i; odkazuji na statistické jednotky v populaci, které byly
do vybéru zarazeny.

Vybéry s vracenim — bez vraceni

o Vybér miizeme realizovat bud tak, ze vybereme n-tici z N
prvki, kazdy z elementarnich jevi ma tedy pravdépodobnost
1/(’,\1’) hovofime o vybéru z konecné populace bez vraceni.

@ Vybér také miaizeme realizovat pomoci vybéru s vracenim
(vybirame mérené jednotky jednu po druhé a po zméreni
znaku je opét vracime do populace), hovofime o nahodném
vybeéru o rozsahu n.
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Obé metodiky vybéru se k sobé velice blizi, pokud je populace tak
velika, ze ji mizeme vzhledem k rozsahu naseho vybéru povazovat
za nekonecnou.

Rikame, ze Ciselna charakteristika Y vybéru je nestrannym
odhadem nahodné veliciny y na celé populaci, jestlize je EY = y.

V pripadé nadhodného vybéru jsou stfedni hodnota i rozptyl
nestrannymi odhady.

Pokud vybirame z populace jejiz zkoumany znak patfi do predem
znamého rozdéleni, mame dobrou znalost rozdéleni nahodnych
velicin X apod.

Nap¥. pro vybér z normalniho rozdéleni N(u,o?) bude velicina X
mit pro ndhodny vybér rozsahu n rozdéleni N(p, "—nz)
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Vybér bez vraceni z kone¢né populace

Vybér s popiseme pomoci ndhodnych veli¢éin W; s hodnotou 1 je-li
i € s a nula jinak.

n n

P VV, =1)= =0 E VVI =

n n n(N — n)
VarVVI-: N(l_ﬁ)’ COV(VV,'7 Wj):_m

Vsimnéme si, ze pochopitelné nejsou veli¢iny W; po dvou nezavislé,
kdyz jejich soucet je vzdy pravé n.
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Vybérovy pramér je X = %Zies xj = * E,N:l x; Wi;.

“n

N — no?

EX = X = .
iy e N—1n

Rikame, ze X je nestrannym odhadem stfedni hodnoty znaku pro
populaci.

U rozptylu o nestranny odhad nejde, koeficient je vsak dle nasich
predpokladii velice blizky jedné! Definujeme vybérovy rozptyl jako
§? =Y - X)2

n—

’ 2 C o N—1¢2
Jako nestranny odhad o¢ bychom tedy mohli vzit =5=5<.
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Velmi ¢astou lohou je pro spoctenou hodnotu X vybérového
priméru uréit interval, ve kterém se skutec¢nd hodnota priméru
veli¢iny pro celou populaci nachazi s predem danou (vysokou)
pravdépodobnosti.

Napf. pro nahodnou veli¢inu X s normalnim rozdélenim mame jeji
X—EX X—p
Vvar X Vo?/n
chceme najit takovyto interval pro pravdépodobnost 1 — «,

a € (0,1).

Potfebujeme tedy znat hodnotu z(«) takovou, ze

P(Z > z(a)) = a.

Je-li F(x) spojita rostouci distribu¢ni funkce nasi veli¢iny, pak
zjevné z(a) = F~(1 — a). Pro normalni rozdéleni spliuje
distribucni funkce ® tento pozadavek. Takto definovanym
hodnotam z(«) se fika kritické hodnoty.

Protoze je hustota pro normalni rozdéleni symetricka kolem jeho
stfedni hodnoty, dostavame 1 — a = P(|Z] < z(«/2)).

normovanou veli¢inu Z = s vybérovym priimérem a
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X—p

l—-a=P
(7
:P<X—ﬁz(a/2)<u<x+ﬁz(a/2)>

coz je interval s ndhodnymi konci, ktery s nami uréenou
pravdépodobnosti pokryva neznamy parametr u. V kontextu
takovych aloh hovofime o intervalu spolehlivosti s koeficientem
spolehlivosti 1 — «.

Pro normalni rozdéleni je velice popularni kritickd hodnota
z(0,025) = 1,96, ktera odpovida nasi tloze se zvolenou
pravdépodobnosti 95%.

Kritické hodnoty jsou dany pomoci tzv. kvantilové funkce

Flu)=inf{xeR,F(x)>u}, O<u<l.

< z(a/2)>

Kvantilova funkce skute¢né dava pfimo prislusné kvantily, napf.
F~1(0,5) je median, atd.
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Pred deseti lety byl uskutecnén rozsahly vyzkum vysky desetiletych
chlapcii a zjistilo se, ze stfedni vyska byla pg = 136, 1cm se
smérodatnou odchylkou o = 6,4cm. Nyni byly na nahodném
vybéru 15 desetiletych chlapcii zjistény nasledujici vysky: 130, 140,
136, 141, 139, 133, 149, 151, 139, 136, 138, 142, 127, 139, 147. Je
znamo, ze variabilita vysek v populaci se méni velice pomalu,
zatimco vysky se mohou ménit rychle. Otazka: doslo ke zmeéne
stredni vysky populace desetiletych chlapcii?

Ze zadani predpokladame, ze vybér 15 hodnot je z normalniho
rozdéleni se znamym rozptylem o2 a otazku si upfesnime tak, ze
hledame v jakém intervalu je nyni stfedni hodnota vysky populace
se spolehlivosti 95% : x = 139, 133 a tedy interval spolehlivosti je
(139,133 — (6,4/4/15)1,96,139,133 + (6,4/1/15)1,96) =
(135,9, 142, 4).

Protoze tento interval pokryva i populacni primer pred
deseti lety, nemizeme na této hladiné spolehlivosti tvrdit, ze
se populacni vyska zmenila.




Odhady parametrii
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Odhadovani parametrii miaze byt bodové nebo intervalové. V
pfedchozim prikladu takovymi byly vybérovy pramér x = 139,133 a
interval spolehlivosti (135,9,142,4).

Obecné postupujeme takto: Pro nahodny vybér rozsahu n

X1,..., X, z rozdéleni, které zavisi na (vektorovém) parametru 6
hledame funkci nahodnych veli¢in (fikdme téz statistiku nebo
vybérovou statistiku) T(Xi, ..., X,), kterd bude mit v ,,rozumném
smyslu” blizko ke skuteéné hodnoté 6.

Jakozto funkce nahodnych veli¢in je T opét ndhodnou veli¢inou
(resp. nahodnym vektorem). Konstanta (resp. konstantni vektor)

b=ET—-#0

se nazyva vychyleni odhadu T. Nestranny (nevychyleny) je
takovy odhad, kdy b = 0.
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Nejlepsi odhad

Mame-li k dispozici jistou tfidu odhadd 7T, fikdime ze T je
nejlepsim odhadem, ma-li mezi véemi nejmensi rozptyl.
T = T, je konzistentnim odhadem, je-li pro kazdé ¢ > 0

lim P(|T,—0| <e¢)=1.

n—o00

Je-lilim, ,oo ET, =0, lim, oo var T, =0, pak je T,
konzistentnim odhadem 6.

Obdobné pro intervalové odhady (Zvara-Stépan, str. 164).
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Definition

Hypotézou rozumime né&jaké tvrzeni o rozdéleni uréeném
sdruzenou distribuéni funkci Fx(x) nahodného vektoru

X = (Xi,...,X,). Rozhodujeme mezi tzv. nulovou hypotézou Hy
a alternativni hypotézou Hj, ktera byva negaci nulové hypotézy.
Moznymi rozhodnutimi jsou zamitnuti nebo nezamitnuti nulové
hypotézy.

Kdyz nulovou hypotézu zamitneme, prestoze ve skute€nosti plati,
nastava chyba prvniho druhu, kdyz ji nezamitneme v situaci, kdy
neplati, hovofime o chybé druhého druhu.
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Statistické rozhodovani se opira o pfedem urceny kriticky obor W,
tj. pfedem uréenou mnozinu vysledkt pokusu, pfi kterych budeme
nulovou hypotézu zamitat.

Tvar kritického oboru oboru volime tak, aby do n&j ndhodny vektor
X padal za platnosti alternativni hypotézy co nejcastéji (tj. s co
nejvétsi pravdépodobonosti), kdezto pfi platnosti nulové hypotézy
jen ziidka (tj. s malou pravdépodobnosti). Velikost W pak volime
tak, abychom platnou nulovou hypotézu zamitali s
pravdépodobnosti nejvyse «. Této pravdépodobnosti « se fika
hladina testu.

Zpravidla volime o = 0,05 nebo o = 0, 01.

Vypocetni sila dnes umoznuje kol obratit a pro dana data se ptat,
na jaké nejmensi hladiné bychom jesté hypotézu zamitli. Hovorime
o dosazené hladiné testu nebo také p—hodnote (v anglictiné
P-value nebo Sig. level apod.).

Jinymi slovy: dosazena hladina testu je pravé pravdépodobnost, ze
za platnosti nulové hypotézy dostaneme pravé nas vektor X nebo
vektor je3té vice odporujici testované hypotéze.
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Ukol v nasem predchozim pfikladu o vysce desetiletych chlapcii Ize
formulovat tak, ze nulovou hypotézou je nezménéna vyska
populace, zatimco alternativni je, ze se vyska zménila (tj. nas
kriticky obor je symetricky). Hladinu testu pak spocteme na
6,66%, takze je prirozené, ze jsme nulovou hypotézu na drovni 5%
nezamitli.

Naopak, pokud vérné interpretujeme zadani tak, ze vime predem,
ze bud' se vyska nezménila, nebo vzrostla, bude nas kriticky obor
nesymetricky a dojdeme k hladiné testu 3,33%. Nulovou hypotézu
proto na hladiné 5% zamitneme.
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Predpokladejme, ze ndhodny vektor X ma hustotu rozdéleni f(x, 0)
zavislou na (vektorovém) parametru. Za nulové hypotézy je to
rozdéleni s hustotou f(x, 6p), za alternativni s hustotou f(x, 61).

Theorem (Neymanovo-Pearsonovo lemma)

Necht k danému o € (0,1) existuje ¢ > 0 takové, ze pro mnozinu
We = {x : f(x,01) > cf(x,60)} plati [, f(x,00)dx = .

Pak pro kazdou méritelnou mnozinu W takovou, Ze je

S f(x,60)dx = a, plati

f(x,91)dX2/ f(x, 61)dx
w

We
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