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S grupami se potkavame nejcastéji jako s mnozinami transformaci.
U skalari i vektort ale vystupovalo hned vice obdobnych struktur
zaroven.

Jako standardni priklady mé&jme na mysli skalary (tj. cela ¢isla Z,
racionalni &isla Q, komplexni ¢isla C) a mnoziny polynomi nad
takovymi skalary K.

Definition

Komutativni grupa (M, +) s neutralnim prvkem 0 € M, spolu s
dalsi operaci - spliujici

(a-b)-c=a-(b-c), pro vsechny a, b,c € M,

@ a-b=b-a, pro viechny a,b € M,
@ existuje prvek 1 takovy, ze pro vsechny a € M plati 1-a = g;
@ a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a, b, c € M,
se nazyva komutativni okruh.
Jestlize v okruhu K plati ¢ - d = 0 pravé, kdyz alespon jeden z
prvki ¢ a d je nulovy, pak nazyvame okruh K oborem integrity.




Okruhy
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Posledni vlastnosti v nasem vyctu axiomd okruhu se fika
distributivita.

Pokud neplati vlastnost komutativity operace -, hovofime o
(nekomutativnim okruhu). V dalsim se ovsem omezime pouze na
okruhy komutativni.

Operaci + budeme fikat sCitani a operaci - nasobeni. Navic
budeme vzdy pfedpokladat existenci jednicky 1 pro operaci
nasobeni, neutralnimu prvku pro scitani fikame nula.
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Obecné fikame, ze a € K deéli ¢ € K, jestlize existuje b tak, ze

a- b = c. Skutecnost ze ¢ € K je délitelné a € K zapisujeme alc.
Dodatecnou vlastnosti oboru integrity oproti obecnému okruhu je
neexistence netrivialnich déliteld nuly. Okamzité odtud také vyplyva
jednoznacnost délitel:

je-llib=a-cab+#0, pak c je jednoznacné dano volbou a, b. Pro
b=ac=ac totizplati0=a-(c—c)aa#0, proto c = ¢
Délitelé jednicky, tj. invertibilni prvky v K, se nazyvaji jednotky.
Jednotky v komutativnim okruhu vzdy tvofi komutativni grupu.
Netrivialni (komutativni) okruh, ve kterém jsou viechny nenulové
prvky invertibilni, se nazyva (komutativni) téleso.

Komutativni téleso se také nazyva pole.



Okruhy
0000

Typickym prikladem komutativnich okruhi, tj. poli, jsou &islené
obory Q, R, C. Déle pak viechny okruhy zbytkovych tfid Z, s
prvociselnym p.

Dobrym prikladem nekomutativniho okruhu s jedni¢kou je mnozina
Mat,(K) vSech Etvercovych matic nad okruhem K s k radky a
sloupci. Jak jsme vidéli davno, neni to ani obor integrity. Jako
priklad nekomutativniho télesa uvedme téleso kvaterniond H.
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V kazdém komutativnim okruhu K s jedni¢kou plati nasledujici
vztahy (které nam jisté pripadaji samozfejmé u skalard)
@ 0-c=c-0=0 pro viechny c € K,
@ —c=(-1)-c=c-(-1) pro viechny c € K,
Q@ —(c-d)=(—c)-d=c-(—d) pro vsechny c,d € K,
Qa(b—c)=a-b—a-c
@ cely okruh K je trivialni mnozinou {0} = {1} pravé, kdyz
0=1.



Polynomem rozumime jakykoliv kone¢ny vyraz, ktery Ize poskladat

ze znamych konstantnich prvki K a jedné nezndmé proménné
pomoci operaci s¢itani a nasobeni:

Definition

Necht K je jakykoliv komutativni okruh skalart s jednickou.
Polynomem nad K rozumime konecny vyraz

kde a; €K, i =0,1,...,k, jsou tzv. koeficienty polynomu. Je-li
ay # 0, fikame, ze f(x) ma stupen k, piseme deg f = k. Nulovy
polynom nema stupen, polynomy stupné nula jsou pravé nenulové
prvky v K, kterym fikdme konstantni polynomy.

Polynomy f(x) a g(x) jsou stejné, jestlize maji stejné nenulové
koeficienty. Mnozinu vSech polynomii nad okruhem K budeme
znadit K][x].




Kazdy polynom zadava zobrazeni f : K — K, jehoz hodnota
vznikne dosazenim hodnoty ¢ za nezavislou proménnou x, tj.

f(c)=ao+aic+---+ axck.

Vsimnéme si, ze konstantni polynomy odpovidaji pravé konstantnim
zobrazenim.

Koren polynomu f(x) je takovy prvek ¢ € K, pro ktery je
f(c)=0eKk

Obecné mohou riizné polynomy definovat riizna zobrazeni. Napt.
polynom x2 + x € Z,[x] zadava identicky nulové zobrazeni.
Obecnéji, pro kazdy konecny okruh K = {ag, a1, ..., ax} zadava
polynom f(x) = (x — ag)(x — a1) ... (x — ax) identicky nulové
zobrazeni. Zaroven ale plati tvrzeni, které dokazeme zanedlouho:

Jestlize je K nekonecny okruh, pak dva polynomy f(x) a g(x) nad
K jsou stejné pravé, kdyz jsou stejna prislusna zobrazeni f a g.
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Dva polynomy f(x) = >_;aix’ a g(x) = Y, bix’ umime pfirozené
také scitat i nasobit:
(f +8)(x) = (20 + bo) + (a1 + ba)x + - + (2 + bi)x"
(f - g)(x) = (aoho) + - - + (aohe + + - - + agho)x" + ...
kde uvazujeme nulové koeficienty vsude, kde v ptivodnim vyrazu

pro polynomy nenulové koeficienty nejsou a u séitani necht je k
maximalni ze stupnt f a g.



Tato definice vskutku odpovida pfislusnym operacim scitani a
nasobeni hodnot zobrazeni f, g : K — K, diky vlastnostem
»skalarg” v ptivodnim okruhu K.

Primo z definice vyplyva, ze mnozina polynoma K[x] nad
komutativnim okruhem s jednickou je opét komutativnim okruhem
s jednickou, pficemz jednickou v K[x] je opét jednicka 1 v okruhu
K vnimana jako polynom stupné nula.

Okruh polynomi nad oborem integrity je opét obor integrity.

Mame ukazat, ze v K[x] mohou byt netrivialni délitelé nuly pouze,
jetlize jsou uz v K. To je ale zfejmé z vyrazu pro nasobeni
polynomd. Jsou-li f(x) a g(x) polynomy stupné k a ¢ jako vyse,
pak koeficient u x** v soucinu f(x) - g(x) je soucin a - by a ten
musi byt nenulovy, pokud nejsou délitelé nuly v K. Ol




Délitelnost a nerozlozitelnost
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Sméfujeme nyni ke zobecnéni rozkladd polynomil nad Cislenymi
obory a k tomu nejprve potfebujeme ujasnit, co je délitelnost v
zakladnim okruhu K samotném. Uvazujme proto néjaky pevné
zvoleny obor integrity K, tfeba cela Cisla Z nebo okruh Z, s
prvocCiselnym p.

o je-li a|b a zaroven b|c pak také alc;
@ a|b a zaroven a|c pak také a|(ab + Sc) pro vsechny a, § € K;
@ a|0 pro vechny a € K (je totiz a- 0 = 0);

o kazdy prvek a € K je délitelny viemi jednotkami e € K a jejich
nasobky a - e (jak pfimo plyne z existence e!)
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Rekneme, ze prvek a € K je nerozlozitelny, jestlize je délitelny
pouze jednotkami e € K a jejich nasobky a - e.

Rekneme, ze okruh K je obor integrity s jednoznacnym
rozkladem, jestlize plati:

@ pro kazdy nenulovy prvek a € K existuji nerozlozitelné
ai,...,ar € K takové, zea=a;-a>...a,

@ jsou-li prvky ai,...,a, a by,..., bs nerozlozitelné, nejsou mezi
nimi zadné jednotky a a = ajax...a, = biby... bs, pak je
r = s a ve vhodném preusporadani plati a; = e;b; pro vhodné
jednotky e;.
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© Z je obor integrity s jednoznacnym rozkladem.

@ Kazdé pole (komutativni téleso) je obor integrity s
jednoznaénym rozkladem (a kazdy nenulovy prvek je jednotka).

@ Necht K ma prvky tvaru ag + 325, a; ( ZW) kde
ag,...,ax € Z, m;,n € Z~q. Pak jednotky jsou pouze prvky
+1, vechny prvky s ag = 0 jsou rozlozitelné, ale napf. vyraz x
nelze vyjadrit jako soucin nerozlozitelnych. (Nerozlozitelnych je
zde pfilis malo.)
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Zakladnim nastrojem pro diskusi délitelnosti, spoleénych déliteli
apod. v okruhu celych Cisel Z je procedura déleni se zbytkem a
Euklidtiv algoritmus pro hledani nejvétsich spole¢nych déliteld. Tyto
postupy nyni zobecnime.

Lemma (Algoritmus pro déleni se zbytkem)

Necht K je komutativni okruh bez déliteli nuly a f, g € K[x]
polynomy, g # 0. Pak existuje a € K, a # 0, a polynomy q a r
spliujici af = qg + r, kde r = 0 nebo deg r < deg g. Je-li navic K
pole, nebo je aspon vedouci koeficient polynomu g roven jedné,
potom Ize volit a =1 a polynomy q a r jsou v tomto pripadé
urceny jednoznacné.
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Proceduru déleni se zbytkem miizeme okamzité vyuzit k diskusi
kofenil polynomii.

Uvazme polynom f(x) € K[x], deg f > 0, a délme jej polynomem
x—b, beK.

Protoze je vedouci koeficient jednicka, algoritmus pro déleni dava
jednoznaény vysledek. Dostavame tedy jednoznaéné zadané
polynomy q a r spliujici f = g(x — b) + r, kde r = 0 nebo

degr =0, tj. r € R. Tzn., ze hodnota polynomu f v b € K je
rovna pravé f(b) =r.

Proto je prvek b € K kofen polynomu f pravé, kdyz (x — b)|f.
Protoze po vydéleni polynomem stupné jedna vzdy klesne stupen
vysledku alespon o jednicku, dokazali jsme nasledujici tvrzeni:

Kazdy polynom f € K[x|] ma nejvyse deg f korenii.
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Dva polynomy nad nekoneénym komutativnim okruhem, které
zadavaji stejné zobrazeni K — K, maji rozdil, jehoz kofenem je
kazdy prvek v K. Protoze rozdil polynomii ma jen koneény stupen,
pokud neni nulovy, dokazali jsme tak jiz dfive uvedené tvrzeni:

Jestlize je K nekonecny okruh, pak dva polynomy f(x) a g(x) nad
K jsou stejné pravé, kdyz jsou stejna prislusna zobrazeni f a g.
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Polynom h je nejvétsi spolecny délitel dvou polynomt a f a
g € K[x] jestlize:

e h|f a zaroven h|g

o jestlize k|fa zaroven k|g pak také k|h.

Theorem (Bezoutova rovnost)

Necht K je pole a necht f, g € K[x|. Pak existuje nejvétsi spolecny
delitel h polynomi f a g. Polynom h je urceny jednoznacné, az na
nasobek nenulovym skalarem. Pritom existuji polynomy

A, B € K[x] takové, ze h = Af + Bg.
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Diikaz nasledujiciho tvrzeni je pomérné technicky a nebudeme je;
prezentovat v detailech (i kdyz jsme si vie potfebné pro néj jiz v
podstaté pripravili).

Je-li K obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také okruh
polynomii K[x] je obor integrity s jednoznacnym rozkladem.
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Disledkem této véty je skutecnost, ze kazdy polynom nad
komutativnim okruhem s jednoznaénym rozkladem mizeme rozlozit
tak, jak to zname s polynomy s realnymi nebo komplexnimi
koeficienty. Pokud ma polynom tolik kofenii, véetné& nasobnosti,
jako je jeho stupen deg f = k, je odpovidajici rozklad tvaru

f(x)=(x—a1) (x—a2)...(x —ax).

Zatimco realné polynomy mohou byt i tplné bez kofeni, kazdy
komplexni polynom naopak takovyto rozklad pfipousti. To je
obsahem tzv. zakladni véty algebry:

Theorem (Zakladni véta algebry)

Pole C je algebraicky uzavrené, tj. kazdy polynom stupné alespon 1
ma koren.




Polynomy vice proménnych
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Okruhy polynomii v proménnych xi, ..., x, definujeme induktivné

vztahem
Klxt, ..., %] = Kx, ..., x—1][x].

Napf. K[x, y] = K[x][y], tzn. ze uvazujeme polynomy v proménné
y nad okruhem K[x]. Snadno se ovéfi, ze polynomy v proménnych
xi,...,X, |lze chapat jako vyrazy vzniklé z pismen xi,...,x, a
prvki okruhu K konecnym poctem (formalniho) séitani a nasobeni
v komutativnim okruhu.

Napriklad prvky v K[x, y] jsou tvaru

f = an(x)y" + an-1()y" 4 - + a0(x)

(amnX™ + -+ + aon)y" 4 - - + (bpoxP + - - - + boo)

= oo + C10X + cory + c20x? + crixy + ooy + ...
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Jako diisledek nasi definice a pfedchozich vysledki pro polynomy
nad obecnymi komutativnimi okruhy dostavame:

@ Jestlize v okruhu K nejsou délitelé nuly, pak také v okruhu
polynomii K[x, ..., x,] nejsou délitelé nuly.

@ Je-li K obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také
okruh polynomii K[x, ..., x,] je obor integrity s jednoznacnym
rozkladem.




Podilova télesa
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Necht K je komutativni okruh (s jedni¢kou) bez déliteld nuly. Jeho
podilové teleso definujeme jako tfidy ekvivalence dvojic
(a,b) e K x K, b# 0, které zapisujeme 3, a ekvivalence je dana

a a

E = y = ab, = a/b.

Scitani a nasobeni definujeme prostfednictvim reprezentanti tfid

E+£_ad+bc

b d  bd
ac _ac
bd bd

Snadno se ovéri korektnost této definice a viechny axiomy
komutativniho télesa. Zejména je % neutralni prvek vzhledem ke
scitani, % je neutralni prvek vzhledem k nasobeni a pro a # 0,

: b 1
b # 0 Je %5 =1
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Podilové téleso okruhu K[xi, ..., x,] nazyvame téleso racionalnich
funkci a znacime je K(x, ..., X,).

Vsechny algebraické operace s polynomy v softwarovych systémech
jako je Maple nebo Mathematica jsou provadény ve skutecnosti nad

podilovymi télesy, tj. v télesech raciolnalnich funkci, zpravidla s
pouzitim K = Q.
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