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PAO81:

Kvadratické rovnice Programovéni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Kvadratické

& rovnice tvaru rovnice
ax? bx c¢c O

= Skolni vzorec [}
b b2 4ac
2a

= je-lib? ac, potitame x z rozdilu dvou velmi blizkych
Cisel
= problém katastrofalniho zruseni
&, “neznamena az prilis velky rozdil koeficientl

= typ Float - presnost na 7-8 dekadickych Tislic
= pfia 1tedystacib 10%c
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PAO81:

Kvadratické rovnice Programovéni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Kvadratické
rovnice

@ konkrétné prob 2000,c 1
@ , presné“ hodnoty
® pB 1999:9989999997499998749999218749453 : ::

® X :00050000012500006250003906252734377 : : :
= X 1999:9994999998749999374999609374 : ::
@ pro float

= pB 1999:999
® X 0:00048828125, chyba 2.5%
® X 1999:9995, chyba odpovida presnosti typu

3/35



PAO81:

Kvadratické rovnice Programovéni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Kvadratické

@ numericky stabilni FeSeni pro x rovnice

@ vlastnosti korenti rovnice:
ax? bx ¢ x X x x tedy ¢ x X

a lze pocitat x c=X ;

8

pro predchozi priklad dostavame
® X 0:00050000014, chyba odpovid& presnosti typu

@ analogicky pro b < 0 je nepresné X , vypocte se
symetricky
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Kvadratické rovnice

8

B

8

numericky stabilni FeSeni pro x

vlastnosti korentl rovnice:
ax? bx ¢ x X x x tedy ¢ x X

a lze pocitat x c=X ;
pro predchozi priklad dostavame
® X 0:00050000014, chyba odpovid& presnosti typu

analogicky pro b < 0 je nepresné x , vypocte se
symetricky
i v trividlnim vypoctu mlize vzniknout problém

TeSeni mlize byt docela jednoduché

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Kvadratické
rovnice
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PA081:

Elementarni funkce Programovéni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ goniometrické, hyperbolické, exponencialni, logaritmické,
B Elementarni
odmocniny, ... funkee
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Elementarni funkce

@ goniometrické, hyperbolické, exponencialni, logaritmické,
odmocniny, ...
@ pohled matematika
= zab€hany intuitivni aparat
= prijemné analytické vlastnosti (spojitost, derivace, ...)
= VEtSina matematickych modelli se bez nich neobejde
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Vypoctd

A. Kfenek

Elementarni
funkce
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PAO81:

Elementarni funkce T

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ goniometrické, hyperbolické, exponencialni, logaritmické,
B Elementarni
odmocniny, ...

funkce

@ pohled matematika

= zab€hany intuitivni aparat

= prijemné analytické vlastnosti (spojitost, derivace, ...)

= VEtSina matematickych modelli se bez nich neobejde
@ pohled programétora

= samy 0 SOb& numericky stabilni

= optimalizované implementace v knihovnach

= problematické chovani v okrajovych pripadech vede na

numerickou nestabilitu
= netrivialni vypocCetni narocnost
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PAO81:

A 1 P Zont
Elementarni funkce T
Co je Spatng? vypoctt

A. Kfenek

@ cely aparat vede na iracionalni Cisla ( ;e; p§; i) clementami
= Ve VEtSing pripadl zdroj nepresnosti

& eX
= tendence k preteceni - e®® 1:65 1038

& tanx

= preteCeni pro x ¥ = (a perioda) roste nade vSechny meze

& SsinX a cos X

= prox ¥ - resp. x ¥ 0 vedou na Spatng€ podmingné rovnice
= mald zména vstupu vede k velké zméng vystupu
® napr.sinx tprot?? 1

6/35



PAO81:

CO S tim’> Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Elementarni
funkce

8

uvédomit si mozné problematické chovani

B

potFebuji skutetng tyto funkce pro svilj vypocet?
= mnoho problém@ ma i jiné Teseni

B

provést transformace, kterymi se vyhneme numerické
nestabilité

= podobné a b2 a? 2ab b?

B

podle kontextu zvolit vhodnou implementaci
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Algebraické upravy

aevyrazpl X pl X

@ pro mala x odcCitani velmi blizkych Cisel

2 transformace

P Tp

P—  p—
1 X 1 Xx
Ileflx'?_\lx X
1T x 1 x
1 x 1 x
'ﬁ'ﬁ
2X
1 x

@ sCitani velmi blizkych Tisel — dostateCné presné

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Algebraické
apravy
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= sz PAO81:' )
Algebraicke tupravy programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

aevyrazlnpx 1 Inpi

@ pro velka x rozdil blizkych Cisel

Algebraické

@ transformace fpra

In x 1 Inp§

i 11
Inx 12 Inx2 Elnx 1 In X

@ mozna ztrata presnosti, ale i tak lepsi
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PAO81:

M Ocn i n n é \fady Programovani

numerickych
Vypoctd

@ Taylorliv rozvoj zakladnich funkci A. KFenek
X X2
e 1 = —
1! 2!
x3 x>
sinx X — — i
3' 5' Mocninné Fady
x2 x4
cosx 1 — —
2! 4!
5 s
In1 x X — —
2 3
P x 2 3
1 x 1 — o
2 2 4 2 4 6
: 1 1 X 3x%2 3 5x3
1 Xx 2 2 4 2 4 6

10/35



PAO81:

M Ocn i n n é \fady Programovani

numerickych

- . VYpOCtd
Demonstracni priklad P

A. Kfenek

@ vyraz
1 cosx

x2

se pro x ¥ O blizi %

Mocninné Fady

B

pro mala x odecteni dvou blizkych Cisel

B

konkrétn€ pro x 0:0005 ve float:

cosx 0:99999988

1 cosx 1:1920928 10 ’ (falena presnost)
1 cosx

> 0:47683709
X

B

spravny vysledek je 0.49999999 (na 8 mist)
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PAO81:

- s ~— Programovani
Mocninné rady e
Demonstracni priklad PP

A. Kfenek

B

nahrada cos x Taylorovym rozvojem

2 4 6

X X X
2! 41 6!
® pro vypocet na 8 cifer stati do Fadu x*

cosx 1

Mocninné Fady

2 4
lcosxll%%l

%2 %2 2 12

X

B

vysledek vypoCtu pro x 0:0005 je 0.49999997
@ podstatng lepSi presnost

B

TFadové méne aritmetickych operaci
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PAO81:

i A T Programovani
Mocnl nne rady numerickych
Nedostatky Vypottd

A. Kfenek

B

rychla konvergence pro mala x, pomaléa pro vetsi
= primy disledek Taylorovy véty Mocninné Fady

B

vyplati se pouzit vlastni vzorec pro malé x
= resp. blizko problematického bodu numerické stability

@ v ostatnich pripadech zlistat u knihovni funkce

B

jak pozname, co je ,,malé x“?
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PAO81:

M Ocn i n n é \fady Programovani

numerickych
= VYpOCtd
Kdy pouzit

A. Kfenek

@ zname pozadovanou presnost
= bezpeCné je pouzit presnost daného typu
= pro float a vysledky 1 jeto 10 ”
= pri méné presnych vstupnich datech méng striktni
@ nerovnost X < ¢ musi zajistit, Ze nejvétsi zanedbany Clen Mocninné Fady
Tady je mensi nez pozadovana presnost

14/35



Mocninné rady
Kdy pouzit

@ zname pozadovanou presnost
= bezpeCné je pouzit presnost daného typu
= pro float a vysledky 1 jeto 10 ”
= pri méné presnych vstupnich datech méng striktni
@ nerovnost X < c musi zajistit, Ze nejvétsi zanedbany Clen
Tady je mensi nez pozadovana presnost

@ konkrétng v predchozim prikladu

4

% <10 7 tedy x <0:09212

@ zkontrolujeme, zdali dava smysl pro problematickou
funkci
c0s0:09212 0:99999871

je jeSté v toleranci

PAO81:
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A. Kfenek

Mocninné Fady
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Mocninné rady
e (S

= vysledny kod pro

PAO81:
Programovani

numerickych
VYpOCtd
T

A Kienek

Kvadratické
rovnice

Elementarni
funkce

Algebraické
upravy

Mochinné Fady
oOdmocnina

Algebra

kvaterniont

Shrauti

Hao
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Odmocnina

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek
e < oz . -
@ ve VEtSin€ pouzivana k normalizaci vektort

@ silové plisobeni, napr. dva bodové naboje aa b
= velikost sily

F ke qa(;b

r -

kde r ka bk Odmocnina
= silovy vektor
F g 2 b
r
@ snadny vypocet %
I’2 aj b 2

@ r uz vyzaduje odmocninu
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PAO81:

Odmocn i na Programovani

numerickych
- - s Vypoctd
Masivni pouziti

A. Kfenek

@ pocCitacova grafika — osvétleni plochy
= zpravidla interpolaci po€itdme normaly k zakfivené plose
= vektory maji spravny smér ale nejsou jednotkové
® pro spravny vypocet osvétleni potrebna normalizace

Odmocnina

B

ke vSem témto vypoctlim nepotrebujeme striktng p§

B

91; se hodi mnohem vice
= nasobeni je lepSi nez d€leni
@ navic zpravidla stacCi velmi hruba aproximace
= citlivy je hlavng smér vektoru, ten zlistava
@ primo Taylorliv rozvoj Pllzx

@ iteracni metody (Newtonova atd.)
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PA081:

Odmocn i na Programovani

numerickych
Fast inverse square root PR
2 hra Quake Ill na konci 90. let
@ prevratng realisticka grafika
@ vdecila velmi rychlému vypoctu F};
@ kod zrejme pochazi z grafickych knihoven SGI

A. Kfenek

Odmocnina
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PAO81.

Od mocn i na Programovani

numerickych
. VYpOCtd
Fast inverse square root

2 hra Quake Ill na konci 90. let

@ prevratng realisticka grafika

= vd&tila velmi rychlému vypottu F=

&

kod zrejmé pochazi z grafickych knihoven SGI

A. Kfenek

float invSqrt(float x) { Odmocnina
float xhalf = 0.5f*x,y;
union {
float Xx;
int i;
T u;
u.x = X;
u.i = Ox5F3759df - (u.i >> 1);
y = u.x * (1.5F - xhalf * u.x * u.x);

return y;
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: PAO81:

Programovani

Odmocnina numerickgen
Vypoctd

Fast inverse square root
A. Kfenek

@ funguje na zakladg IEEE reprezentace Cisla
X 1 my 28x

sngn exponent (8 blts) significand (23 bits)
FIOI L[] IOIOIOI |o]o]o[o[o]0]ofo[o[o]o]o]o[o[0]0]o]o[o[0 |0| 0.15625
31 30 23 22 (bit index)

Odmocnina

® pritom My Mx=2%2ae, Ex 127
@ zaklad vypoctu

1
y ﬁ;
1
log, y Elogzx
1 1
log, 1 my ey Elogzl Mx  Sex

19/35



Odmocnina

Fast inverse square root

@ prom 2 0;1 silze dovolit aproximaci
logp, 1 m m

@ dosazenim a Upravami dostaneme

1
Ey, 22 My R 5 Ex 22 My

tj. Cerveny Fadek v kdédu s empiricky stanovenou
konstantou R

@ vice viz http://en.wikipedia.org/wiki/Fast_
inverse_square_root

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Odmocnina
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http://en.wikipedia.org/wiki/Fast_inverse_square_root
http://en.wikipedia.org/wiki/Fast_inverse_square_root

H PAO81:

Programovani

Odmocnlna numerickych
q IDOEtH
Fast inverse square root vypotti

A. Kfenek

B

posledni krok je jedna iterace Newtonovy metody

@ pro vstup x hledame takové y aby y F%
@ tj. hleddme koren funkce ¥ y % X Sdmoenina
@ Newtonovou metodou
f = X 1 2
Yn YA Yn X¥Yn
Yn i1 VYn W Yn 2 Yn - 5
Yn

coz uz odpovida poslednimu vyrazu v kédu
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PA081:

Odmocn i na Programovani

numerickych

. VYpOCtd

Fast inverse square root
A. Kfenek

@ aproximace je prekvapivé presna
= v Quake Ill je zakomentovana dalSi Newtonova iterace
= nebyla potfeba

@ cca. 4 rychlejSi nez déleni

Odmocnina

@ dnes prekonana instrukci rsqrtss
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PA081:

Odmocn i na Programovani

numerickych
. VYpOCtd
Fast inverse square root
A. Kfenek

@ aproximace je prekvapivé presna
= v Quake Ill je zakomentovana dalSi Newtonova iterace
= nebyla potfeba

@ cca. 4 rychlejSi nez déleni

Odmocnina

B

dnes prekonana instrukci rsqrtss

@ presné pochopeni konkrétniho Gcelu vypoctu
= ycetné zhodnoceni ,,ma smysl tvrdé optimalizovat®
volba adekvatni metody

= prispéla k velkému komercnimu Uspéchu
= pro jiné ucely by byla zcela nevhodné

B
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Odmocnina

Lze se ji i vyhnout

@ Lenard-Jonesuv potencial

= nevazebna interakce dvou atomt
= vyznamna pro modelovani biochemickych dgjti

@ vzorec pro energii (potenciél)

A - s o
Eij = R kde r je vzdalenost atomu
r r

5 s
2" 15 2 25

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Odmocnina
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PA081:

Odmocn i na Programovani

numerickych

Lze se ji i vyhnout Vypotti
A. Kfenek
@ vypocet velikosti sily
dE 12A 6B
dr ri3 r7
Odmocnina

@ liché exponenty ) bude potfeba odmocnina

24/35



H PAO81:

Programovani

Od mocn I na numerickych
it - _to
Lze se ji i vyhnout vypoctd

A. Kfenek

B

vypocet velikosti sily

dE 12A 6B

ar  r8 7
Odmocnina
@ liché exponenty ) bude potfeba odmocnina
@ zajima me vétsinou silovy vektor
a b 6B 12A

B

tedy vystacim s r?
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- PAO81.
l I | Programovani
Od Ocn I n a numerickych
e R UDOEth
Lze se ji i vyhnout vypoctd
A. Kfenek

@ implementace

float n,r2,r4,r8,r14,F[3];
int i;
for (n=0,i=0; i<3; i++) {

Odmocnina

-
N
1

1.0/n;
r4d = r2*r2; r8 = rd*r4;
rl4 = r8*rd4*r2;

n = 12*A*r14 - 6*B*rS8;
for (i=0; i<3; i++) F[i] *= n;
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PA081:

- P P
Parametrizace rotace numericeh
Aneb jak se vyhnout goniometrickym funkcim ot

A. Kfenek

B

ve 2D jeden uhel

8

slozeni souctem, inverze

@ aplikace nasobenim matici

cos sin
A Algebra
Sin CcOoSs kvaternion@i
@ goniometrickym funkcim se mtizeme vyhnout
. 2t 1 t2
sin cos
1 t2 1 t2
@ numericky prijemné, nevyjadrime >
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PA081:

Parametrizace rotace Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

ve 3D eulerovské uhly

@ znacné neprehledné

B

VEtSi mnozZstvi singularit

B

maticové vyjadreni

= slozeni 3 rotaci podél osy o
gebra

(0] 1 kvaternion@i
1 0 0
Rx BO cos sin R
0 sin cos

B

aplikovatelna stejna substituce
= vede na komplikované polynomy
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PAO81:

Parametrizace rotace Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ primo matici 3 3

@ numericky samo o sobg stabilni, pokryva vSechny pripady
@ prili§ mnoho ,,parametrti navic*

@ musi byt ortogonalni

@ snadno degeneruje

= nepresnosti vypoctu ztraci ortogonalitu
= korekce neni jednoducha

Algebra
kvaternionti

@ zabere vice paméti
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PAO81:

Kvate rn i O ny Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
@ vice ekvivalentnich definic
= nejjednodussi H R?* s kanonickou bazi 1;i;j;k
a nadsobenim
i j% K ijk 1
= chapeme R® H jako ryze imaginarni kvaterniony
@ potom pro jgj 1 je zobrazeni x , gxq ortogonalni A

linearni transformace
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PAO81:

Kvate rn i O ny Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ vice ekvivalentnich definic
= nejjednodussi H R?* s kanonickou bazi 1;i;j;k

a nadsobenim

i j% K ijk 1

= chapeme R® H jako ryze imaginarni kvaterniony
@ potom pro jgj 1 je zobrazeni x , gxq ortogonalni A

linearni transformace
@ nakryti 2:1 (g a g reprezentuji stejnou transformaci)
@ skladani rotaci je nasobeni
@ inverze je q

@ korekce degenerace normalizaci
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PA081:

Interpolace rotaci amarikgeh
Vypoctd
@ pouZziti pro animace ve 3D A e
@ linearni interpolace nestaci
lerp go;qs;t 1 tqgo tox
Algebra

kvaternionti
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PAO81:
Interpolace rotaci it
Vypoctd

@ pouziti pro animace ve 3D

A. KFenek
@ linearni interpolace nestaci
lerp do;di;t 1 tqgo to:
@ sféricka linearni interpolace (SLERP)
sinl1 t sint
SIerp CIO-CILt = Jo " g1 Algebra

Sin Sin kvaternionti
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PA081:

Interpolace rotaci e

numerickych
... ) Vypoctd
@ pouziti pro animace ve 3D

A. Kfenek

@ linearni interpolace nestaci

lerp go;di;t 1 tgo top

@ sféricka linearni interpolace (SLERP)

sinl t sint
- do - J1 Algebra

slerp qo;q1;t
p q q Sin Sin kvaternionti

@ v kvaternionech lze vyjadrit

slerp qo;q1;t Qo golas ®
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1 = o PAOBL
Superpozice mnoziny bodu e
Formulace problému VYpOcth

A. Kfenek

® mnoZziny odpovidajicich si bodfi fx;g a fy;g v R®

B

hledame transformaci Q (rotaci + posunuti) tak, aby

x
kQx; yik?

Algebra
kvaternionti

bylo minimalni

B

posunuti — staCi nezavisle posunout tezisté fx;g
do teziste fy;g
zbyvé najit rotaci

B
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3 > = o PAO81: .
Superpozice mnoziny bodu el
Pouziti kvaterniont VYpOEth

A. Kfenek

@ formulace pomoci kvaternionti
X X X
kaxiq yik? kxik? Kkyik? 2 Re yigxiq
@ potfebujeme maximalizovat a Re yigXiq Algebra
@ |ze vyjadrit jako kvadratickou formu H * R B
= funkce q , qTAq, kde A je symetricka matice 4 4
&

E.rvky A lze vyjadrit jako linearni kombinace prvkli matice
T
XiYj
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1 = o PAOBL
Superpozice mnoziny bodu el
Nalezeni maxima vypottd

A. Kfenek

B

podle v&ty o hlavnich osach existuje P tak, ze A P PT
kde P je ortogonalnia diagonalni

= prvky jsou vlastni hodnoty A

= Fadky P jsou vlastni vektory A

@ potom
Taq i o oS =
kde @ jsou souradnice q v bazi tvorené vlastnimi vektory
A
@ E;%tzoielbéze je ortonormalni, plati na zékladgé kgk 1
i

8

predpokladejme napf. 1 nejvetsi

B

potom vyraz je maximalni pro@  1;0;0;0
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S > = o PAO81: o
Superpozice mnoziny bodu et
Rekapitulace Vypoctd
A. Kfenek

vyfe$ime posun bodl do tEZiste

B

P
spocitame matici koeficientt xiyiT

B

B

z nich matici kvadratické formy
@ najdeme nejvétsi vlastni vektor této matice

= na to existuji rychlé metody
= pro4 4 v podstatg trivialni Algebra

kvaternionti
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3 > = o PAO81: .
Superpozice mnoziny bodu e
Rekapitulace Vypoctd
A. Kfenek

vyfe$ime posun bodl do tEZiste

B

B

P
spocitame matici koeficientt xiyiT

B

z nich matici kvadratické formy
@ najdeme nejvétsi vlastni vektor této matice

= na to existuji rychlé metody
= pro4 4 v podstatg trivialni Algebra

kvaternionti

]

prace s rotacemi je velmi frekventovana
= grafika, fyzikalni modely, ...

B

kvaterniony jsou numericky velmi vhodna reprezentace

B

transformace zdanlivé nesouvisejicich problémt

= superpozice vs. hledani vlastnich vektorti
= efektivni numerické FeSeni dané Glohy
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PAO81:

Sh rn utl’ Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

8

i v trivialnim vypoCtu mtize dojit k numerickému
problému

= Skolni FeSeni kvadratické rovnice

= zpravidla lze obejit

B

elementarni funkce
= samotna implementace numericky stabilni
= pouziti ve vyrazech miize vést na numerické problémy shrnuti
= explicitni Taylorliv rozvoj pro okrajové pripady

B

odmocnina a reciproka odmocnina

B

kvaterniony jako aparat pro préaci s rotacemi
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