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Programovani
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@& hledame TeSeni systému N

Azl X1 aiz2Xo aA1NXN bl Motivace
Az1X1 aXo anXN bo
amiXi amzXz amnXn  bwm

@ maticové vyjadreni
Ax b

@ soucast metod TreSeni nelinearnich rovnic, optimalizaci
atd.
@ diferencialni rovnice
= simulace dynamickych systémui
= metoda konetnych prvki
@ realistické osvétleni scény (radiosita)

2 a mnoho dalSich ...
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) PAO81:
Programovani
M Otlvace numerickych
) . IDOEtH
Simulace pohybu t€lesa e
A. Kfenek

= zalozena na Newtonoveé zdkoné F ma

Motivace

@ vede na systém diferencialnich rovnic (13 proménnych)

(0] i1 0 1
dx=dt EP

dy t gdq:dtg gé!qqg
dt dP=dt F
dL=dt T

B

pro simulaci potrebujeme opakovang resit

dy

Yn Yn 1 ta Ve

B

trikova aproximace — zanedbani vyssich €lenti Taylorova
rozvoje dy=dt jako funkce y

B

kone€ny krok od y,, 1 k y,, znamen4 feSeni systému 13
linearnich rovnic
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PAO81:

Motivace Programovani

numerickych
Modely mékkych tkani vypotti

A. Kfenek

Motivace

@ |nterakce s mekkymi tkdnémi
= tréning chirurgti — vytvorit simulaci chovani tkani
= potrebujeme vytvorit matematicky model tkang
= s touto tkani pak mizeme interagovat (napr. hapticky)
= je tfeba simulovat chovani tkdn€ s dostatetnou presnosti
@ pouzité matematické modely
= deformovatelna t€lesa
= chovani je popsano parcialnimi diferencialnimi rovnicemi,
zpravidla nezname analytické TeSeni
= TeSime numericky pomoci diskretizace metodou kone€nych
prvkt (FEM)
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) PAO81:
Programovani
M Otlvace numerickych
. . (OBt
Metoda konecnych prvkt PP
A. Kfenek

@ simulovana tkan je geometricky aproximovana meshem Motivace

@ deformace popisuje teorie elasticity
@ geometricky linearni model — systém linearnich rovnic

@ geometricky nelinearni model — systém nelinearnich
rovnic

= v kazdém kroku iteracni metody systém linearnich rovnic
@ systémy rovnic jsou Fidké (ovliviiuji se jen primo spojené
uzly)

5/31



. PAO81:
Programovani
Motivace MBI
q - VYpOCtd
Rekonstrukce signélu z ultrazvuku P
A. Kfenek

@ pro vyvoj filtrll rekonstruujicich data z ultrazvuku je Motivace
vyhodné mit pocCitaCovy model pristroje a vySetfovaného
objektu

@ snaze pak ladime metody rekonstrukce, nevnasime
nepresnost danou nedokonalym modelem vySetrovaného
objektu Ti nedokonalym pristrojem

@ pro vypocet Sifeni vin v objektu pouzijeme FEM

= na vinovou délku ultrazvuku potrebujeme nékolik
linearnich elementt

= velikost elementu je pak v desetindch mm

= vySetrovany objekt mé velikost v jednotkach az desitkach
centimetrech

@ systémy o jednotkach az desitkach miliénti rovnic

= vysoké naroky na vypocetni kapacitu
= vysoké pamét'ové naroky
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PAO81:

Klasifikace problém e

numerickych
Vypoctd

® M N - dobFe podmingné systémy A Krenek
= nadgje na jednoznatné Ffeseni (je-li A regularni)

@ M < N - nedostatetné podminéné systémy
= zadné FeSeni
= nekonecné mnoho feSeni (N M-rozmérny prostor)

PFehled metod

@ M > N - priliS podminéné systémy
= presné reSeni zpravidla neexistuje
= hledame ,,nejlepsi kompromis*
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Klasifikace problémi

B

B

B

M N - dobfe podmin€né systémy

= nadgje na jednoznatné Ffeseni (je-li A regularni)
M < N - nedostateCné podminéné systémy

= zadné FeSeni

= nekonecné mnoho feSeni (N M-rozmérny prostor)
M > N - priliS§ podmingéné systémy

= presné reSeni zpravidla neexistuje

= hledame ,,nejlepsi kompromis*

husté vs. Fidké
= O N2 vs. O N nenulovych prvki

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

PFehled metod
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PAO81:

Klasifikace problém e

numerickych
Vypoctd

® M N - dobFe podmingné systémy A Krenek
= nadgje na jednoznatné Ffeseni (je-li A regularni)

@ M < N - nedostatetné podminéné systémy
= zadné FeSeni
= nekonecné mnoho feSeni (N M-rozmérny prostor)

PFehled metod

B

M > N - priliS§ podmingéné systémy
= presné reSeni zpravidla neexistuje
= hledame ,,nejlepsi kompromis*

husté vs. Fidké
= O N2 vs. O N nenulovych prvki

B

B

velikost — dopady kumulace chyby

= N 50 - zpravidla staci float
= N 200-500 - double
= Vvetsi — vyzaduji specialni metody
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PAOS81:
Prehled metod i
Vypoctd

A. Kfenek

= p\rzlrmé Prehled metod
= dany algoritmus, vzdy stejny pocet operaci
= nemusi fungovat dobre pro ,,skoro singularni“ nebo prilis
velké systémy
= preferované pro ,,normalni“ problémy
= Gaussova eliminace, LU dekompozice, ...
@ iteracni
= postupng vylepSované FeSeni
= dosazeni kritéria konvergence
= rfizna narocnost pro rtizné vstupy
= Jacobi, Gauss-Seidel, sdruzené smeéry ...
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PAOS81:
Prehled metod i
Vypoctd

A. Kfenek

@ specializované metody pro Fidké matice AR
= pro rtizné vzory Fidkych matic
= vyrazné efektivngjsi, jedina moznost FeSeni velkych
systémi
= primé i iteracni
@ metody pro singularni systémy
analyticky i numericky (,,skoro*) singularni
= nalezeni celého prostoru FeSeni
= standardni metody zhavaruji
= dekompozice na singularni hodnoty (v pristi prednasce)

8

@ TeSeni prilis podminénych systémt
= specializované metody nejmensich Ctvercti
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Dostupné knihovny

@ zpravidla sdhneme k hotové knihovngé
= nejsme prvni, kdo tento problém Fesi
= implementace optimalizované pro rtizné pripady
= k volb& vhodné metody je tfeba ramcove rozumét jejich
principlim

B

Numerical Recipes in C

= hlavni zdroj pro tuto prednasku

= jednoduché prehledné implementace
LAPACK http://www.netlib.org/lapack/

= plnohodnotna volngé dostupna knihovna

= vyuziva nizkouroviové knihovny BLAS, zpravidla

implementované strojove zavisle

= obecné a specializované funkce pro rtizné typické pripady
NAG http://www.nag.co.uk/

= rozsahla komercéni numericka knihovna

B

B

adalsi ...

B
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PFehled metod
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http://www.netlib.org/lapack/
http://www.nag.co.uk/

Gaussova eliminace
Zakladni postup

8

B

B

B

8

standardni ,,5kolni*“ metoda
= TeSeni systému se nezméni, nahradime-li libovolny Fadek A
a odpovidajici prvek b linearni kombinaci tohoto Fadku
s libovolnym dalSim

vynulujeme ao1;:::;apm1 odectenim Z—; nasobku prvniho
Tadku
obdobngé pokracujeme druhym sloupcem od asz»

vysledkem je matice s vynulovanymi prvky pod
diagonalou
TeSeni systému ziskame zpétnou substituci

= posledni rovnice aymxXm  bwm je trivialni

= do predposledni dosadime ziskanou hodnotu xy atd.
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Vypoctd

A. Kfenek

Gaussova
eliminace
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PAO81:

Gaussova eliminace T

numerickych

- < < VYpOCtd

Numerické problémy P
A. Kfenek

@ diagondalni prvek axk je 0 nebo prilis maly

= v k-té iteraci se jim deli Gaussova
- - -~ , eliminace
= dojde k preteceni

@ pri odeCitani dochéazi k priliSné ztraté platnych cifer

o g . 4
1
11 2 o1 &
zaokrouhleni mtize vést az k ao, 1 to odpovida
plivodni matici " #
1
1 0

@ metoda v této podobg je numericky nestabilni
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- - PAOS81:
Gaussova eliminace Programoven
Vypoctd

Pivoting
A. Kfenek

@ dalSi tvrzeni o systému
= TeSeni systému se nezméni vyménou libovolné dvojice
‘fédkﬁ Gaussova
eliminace
= TeSeni systému se nezméni vyménou libovolné dvojice
sloupcti, zaménime-li zaroven prislusné komponenty
vektoru x
@ pivot je prvek, ktery po aplikaci téchto krokti pouzijeme
k d€leni pri eliminaci k-tého sloupce
@ casteCny pivoting (parcialnf)
= v iteraci k vybirame z ajx pro j Kk, tj. jen z nulovaného
sloupce
@ plny pivoting
= vybirame z a;j pro i;j Kk, tj. z celé podmatice doprava a
doll
= vyzaduje udrzovat vznikajici permutaci proménnych
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PAO81:

Gaussova eliminace T

numerickych
; - VYpOCtd
Pivoting

A. Kfenek

@ za pivota volime maximum z kandidatt
= pro vSechny faktory v elimina€nich krocich platf jZ—L‘ij 1 Saussova

@ parcialni i plny pivoting jsou pak numericky stabilni

@ prinos plného pivotingu je jen okrajovy

14/31



PAOS81:
1 1 P Zont
Gaussova eliminace o
Pivoting vypottd
A. Kfenek

B

za pivota volime maximum z kandidatt
= pro viechny faktory v eliminatnich krocich plati jZ—;‘;j 1 Gaussova

eliminace

B

parcialni i plny pivoting jsou pak numericky stabilni

B

prinos plného pivotingu je jen okrajovy

B

volba pivota zavisi na fadu koeficientti ptivodniho
systému
= vynasobeni jedné rovnice faktorem 10%° . ..
= za pivota lze volit koeficient, ktery by byl nejvétsi, kdyby
byl cely plivodni systém normalizovany, tj. nejvetsi
koeficient vSech rovnic roven 1
= vyzaduje dodate€nou Udrzbu faktorl $kalovani, mtize
prinést vEtSi robustnost
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- - PAOS81:
Gaussova eliminace Programoven
Vypoctd

Gauss-Jordanova eliminace
A. Kfenek

® Gaussovu metodu lze pouzit pro vice pravych stran aussova
Sou‘éasn‘e’ eliminace
@ specialng pro N bazovych vektorli dostaneme vypocet
matice A 1
@ rozsireni — Gauss-Jordanova eliminace
= v kazdé iteraci eliminujeme prvky nad i pod diagonalou A
vysledkem je jednotkova matice
= TeSeni systému je primo modifikovany vektor b
= resp. dostavame A !
@ srovnatelné se zakladni implementaci
= realn€ provadime tytéz operace

8
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Gaussova eliminace
Vyhody a nevyhody

@ jednoduchd, dobre pochopitelna a stabilni metoda

@ je treba znat pravé strany dopredu

= jsou soucasti celého vypottu

= vypotet A ! je zatizen pom&rng velkou numerickou

chybou

= primy vypocet feSeni systému Ax

vypotet A ! a nasledné x

A b

b je presngjsi nez

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Gaussova
eliminace
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PAO81:

LU dekompOZiCe Programovani

nurr}eriskz/ch
Princip LVEct
A. Kfenek
@ predpokladejme, ze dokazeme rozlozit A LU tak, ze
= | je spodni trojuhelnikova matice (prvky nad diagonalou
jsou nulové)
= U je horni trojuhelnikova matice (prvky pod diagonalou i’kompome
jsou nulové)

@ potom lze psat
AX LU x L Ux b

@ plvodni systém lze vyresit postupnym FeSenim
Ly b a UxX vy

@ to je trivialni doprednou a zp&tnou substituci

2 viz Gaussova metoda
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PAO81:

- P P
LU dekompozice numericeh
Vypocet rozkladu vypoct
A. Kfenek
@ prvky rozkladu A LU lze, s ohledem na nuly pséat
a a LU
1<]: aijj uilllj ui2|2j uiilij dekompozice
i jraij  uinly  uizly Uiiljj
i>]: aij Ui1|1j Ui2|2j uijljj

® je to systém N2 rovnic v N2 N neznamych
= diagonala je pokrytaui |
= muzeme tedy volit I;; 1
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PAO81:

LU dekompozice omeriokgen
Croutliv algoritmus Ea
A. Kfenek
@ postupné proj 1;2;:::;N: -~ -
= proi 1;2;:::J spocCitdme )
na zakladg uvedenych rovnic i
LU
M __\; dekompozice
ulj alj Iikukj l ¢
k 1
=proi J 1, 2;::;;N
®
(0] 1
1 | RPN
ij — @a; likuig A T
Ujj K 1 N
@ postup vzdy vyuziva drive
spoctené prvky

@ k numerické stabilit€ je treba navic dodat pivoting ljj
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LU dekompozice

Shrnuti a pouziti

@ TeSeni linearnich rovnic pro libovolny pocet b
= Croutliv algoritmus O N2
= dopredna a zp&tna substituce O N?
= vSechna b neni tfeba znat dopredu - hlavni prednost
metody

@ vypocet inverzni matice

= TeSeni systému prob  bazové vektory
= potrebujeme-li potitat A 1B, je lepsi primo pro sloupce B
nez explicitni vyjadreni A 1

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

LU
dekompozice

20/31



PAO81:

IteraCni zpresnéni Programovini

nurr}eriskz’/ch
@ | primé metody FeSeni linearnich rovnic ztraci presnost e
= v zavislosti na velikosti systému a poméru koeficienttl
= kumulace chyb pochéazejicich ze s€itani/odcitani
= v optimistickém pripadg 2-3 platna mista
= u ,skoro singularnich“ matic podstatné horsi

A. Kfenek

@ |ze vylepSit iteraCnim procesem
@ X je presné reSeni Ax b, zndme ale jen x X; polozime Iteratni

zpresnéni

A X X b b
odectenim dostaneme
A X b AX X b

pravou stranu umime spocitat, FeSime novy systém rovnic
pro Xx
® pro vypocet pravé strany je nutna vyssi presnost odcitani
= s vyhodou vyuZijeme recyklaci LU dekompozice
@ vyslednym x korigujeme ptivodni x
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- L - - L PAO81:
IteraCni zpresneni

Programovani
numerickych
VYpOCtd
A. Krenek
@ schematické zndzornéni
A =S
Iteracni
'i zpresnéni
-~ L4 \
</ L. v \bl+ b
X - \
=~/ X b AN
bx 7 N &b
/’ A
t"'- (4 )— 4—/)

@ postup lze opakovat, zpravidla staci 1-2 krat
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PAO81:

\R{id ké matice Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

typicky rozsahlé problémy (miliony rovnic)

= ale pocCet nenulovych koeficientli je maly, zpravidla O N
@ v extrémnim pripadé nereSitelné standardnimi metodami

= prilis velkd pamétova a Casova narocnost

= de-facto neprekonatelné problémy s presnosti vypoctu
specializované metody

B

= vyuZzivaji nulovych koeficientti Ridke matice
= vyzaduji jen O N operaci i paméti
= zavislé na konkrétnim vzoru nenulovych prvki
= napr. LU dekompozice tridiagonalni matice — jen N prvkovy
vektor navic a 2 cykly o N 1 iteracich

B

v nékterych pripadech aproximacni
= nenulové prvky se béhem FeSeni ,,mnozi“ nad miru
= je treba nékteré zanedbavat
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D PAOB1:
i 5 i Programovani
R I d ke matl Ce numerickych
= . AN (OBt
Nektere specialni vzory vypoctd
A. Kfenek

zeros

zeros 2zeros

(@) () ()

Ridké matice

HIN

|
I 4 |
A 0O

(d) (&) )

() () (i)
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PAO81:

\R{id ké matice Programovani

numerickych
UloZeni v paméti et
A. Kfenek
@ problematicka neni jen vypocCetni narocnost, ale zejména
naroky na pamet’
= N 10° by vyZadovalo ve floatech 4 TB
@ existuji rizna schémata, napr.
= pole hodnot float val[] aindexti int idx[]
= prvnich N prvkti val [] jsou vSechny diagonalni prvky,
zpravidla byvaji nenulové
= prvnich N prvkl idx[] jsou indexy ve val[], kde jsou
uloZeny prvni nenulové nediagonalni prvky jednotlivych
Tadkl matice
= 1dX[N 1] ukazuje za posledni prvek val[]
= dalSi prvky val[] jsou nenulové nediagonalni prvky matice
usporadané po Fadcich a sloupcich
= dalSi prvky idx[] jsou indexy sloupcti odpovidajicich
prvkd val[]

Ridké matice
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Ridké matice

UloZeni v paméti

= plvodni matice

2 3

3 01 0O

0O 4 0 0 O

0O 7 5 9 0

0O 0 0O 0 2

O 0 O 6 5

@ je reprezentovana

12|33 4 5 6 718|910 |11
idx[]|7|/8|8(10| 11| 12 |3 |2 |4 | 5 | 4
val[] |34 |5| 0 | 5 |nfa|1|7|9| 2 | 6

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Ridké matice
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\R{id ké matice Programovani

numerickych

q P VYpOCtd

Sherman-Morrisontlv postup P
A. Kfenek

2 Tidké matice, které se ,,trochu lisi* od znamého vzoru
= navic fadek, sloupec apod.
= obecne A’ A u Vv

2 |ze ukazat

1 1
A1 A u v ¥ Al (S 7Y \iA Ridké matice
1 VA “u

= nékterou z hotovych metod vypotteme A 1
@ aplikaci vzorce ziskame AY 1
= je-li A ! ¥idka v Fadu O N , narotnost celé metody je O N
@ postup lze opakovat pro ruzna u;v
@ existuji dalsSi zobecnéni (Woodbury, viz literatura)
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PAO81:

IteraCni metody programovini

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ obecn€& méng presné nez primé metody
@ TeSeni Fidkych systémtl

= neexistuje prima metoda pro konkrétni vzor

= vypocet iteracniho kroju je zpravidla O N

= nevyzaduje dalSi pamét —
metody

@ témer singularni systémy
= primé metody ztraci presnost kumulaci chyby
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PAO81:

IteraCni metody programovini

numerickych

£ s VYpOCtd
Prosta iterace P

A. Kfenek

® rovnici AXx b prevedeme na tvar x A’x b?
@ opakovang pocitame iteracni krok
@ Kritérium konvergence

= zobrazeni x , A’ b’ musi byt kontrakce
= stejné jako u nelinearnich rovnic
= naplnéni predpokladli véty o pevném bodg
2 limgsq J Al Kj 0 pro n&jakou maticovou normu —
= Frobeniova norma Sx =il
JAl aj;
)
= spektralni norma
jAj ATA
kde je maximalni absolutni hotnota vlastnich hodnot
matice
= maximalni soucet sloupce nebo Ffadku
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PAO81:

IteraCni metody programovini

numerickych

L oF — 2ot VYpOCtd
Prosta iterace — priklady konkrétnich metod

A. Kfenek

& Jacobi: zrozkladu A D L U dostaneme
x DL Ux D bt

@ Gauss-Seidel: x D L ux D L 1ub
O 1 Iteracni
- metody
1 Dd X
Xik 1 @bi k 1 L kA
Aii

Ize recyklovat ulozeni x
@ konvergence neni zarucena automaticky

= pro konkrétni A nékteré metody konverguiji, jiné ne
= specificka kritéria viz literatura
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IteraCni metody
Metoda konjugovanych smert
@ |ze vyuzit i metody reSeni nelinedrnich rovnic
= smysl to ma jen ve velmi specifickych pFfipadech
= vyjimkou je metoda konjugovanych gradientt
@ minimalizujeme funkci

T X 1xAx bx
2
@ v minimu je jeji gradient nulovy, tj.
0O rf Ax Db

tedy minimum F presng odpovida feSeni AXx b
@ metoda tedy najde minimum po N iteracich
= f je kvadratickd forma, viz minula prednaska
@ takto jednodusSe funguje jen pro pozitivné definitni A, lze
rozsirit
@ pri vypoctu je treba jen nasobit Ax
= to lze u Fidkych matic velmi efektivngé

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Iteracni
metody
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