ADALINE

Organizacni dynamika:

w = (Wo, Wy,...,wp)a X = (Xo,Xy,...,Xn) kde xo = 1.

Aktivni dynamika:
» vnitini potencidl: &€ = wo + X1 wixi = YLy WiX; =
» aktivacni funkce: o(&) = &

-

» funkce sité: y[wW](x1,...,Xn) = a(&) = w- X

WX



ADALINE
Adaptivni dynamika:
» Dana mnozina tréninkovych vzort
T ={(%1,0), (% ), ... (% d)}

Zde Xk = (Xk1 ..., Xkn) € R", xko = 1, je vstup k-tého vzoru
a dk € R je oCekavany vystup.

Intuice: chceme, aby sit pocitala afinni aproximaci funkce, jejiz
(nékteré) hodnoty nam predepisuije tréninkova mnozina.

v A
» Oznaéme: Xx = (Xko, Xk1 - - -, Xkn) € R™1 kde xxo = 1.

» Chybova funkce:

1 IRalfy °
ZEZ w- Xk—dk EZ(ZWiin_dk]
k=1 i=0

» Cilem je nalézt w, které minimalizuje E(w).



ADALINE - adaptivni dynamika

Davkovy algoritmus (gradientni sestup):
» vahy v w(© jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v t-tém kroku je w(!) vypo&teno takto:
WO = WD e VEED)

JE JE
- —)(1_1) _ 2= - =
= W € (awo(w)"“’aw,,(w))

p
— w1 e Z (VT,(H) Xy — dk) Xy
k=1
Zde 0 < ¢ < 1 je rychlost uceni.

Tvrzeni

Pro dostateéné malé ¢ > 0 posloupnost w©®, w(1), w(@) .
konverguje (po sloZkach) ke globalnimu minimu funkce E (tedy
k vektoru w, ktery spliiuje VE(W) = 0).



ADALINE - statistické uceni

Uvazme nésledujici modifikaci adaptivni dynamiky:
» Siti je pfedkladana (nekonecna) posloupnost tréninkovych
vzort (%, d1), (%2, d2), ... kde

> vstupy Xk = (Xk1,-- -, Xkn) € R" jsou generovany nahodné s
danym rozdélenim pravdépodobnosti
» kazdy vstup Xx mé pfifazen pozadovany vystup dx € R.

» Oznaéme )?k = (Xko, XK1, - ,an) kde Xko = 1.
Vystup sité pro k-ty vzor je potom w - Xi.
» Pro danou konfiguraci w definujeme chybu:

1p 502 2
E(W) = EZ (W X — dk)

N I

Poznamka: Podle zakona o velkych &islech je E(w) stfedni hodnota
Y 2 N S 3 2
proménné, ktera vraci %(W < Xk — dk) ,tedy E(W) = E [% (W <Xk — dk) ]



ADALINE - statistické uceni

Vypo&teme gradient VE(W) = (gvﬁ)(vT/)

3E - . 1 £ > O
w) = Ilim —- w- Xk —dk)-
aw,( ) p—e P !;( k k
n
= Z‘Wr'Ari_Ci
r=0
kde
1 &
An—A@OOE-I;Xkr'in
1 &
Cl—p“_rgoﬁ‘;dk Xki




ADALINE - statistické uceni

Hledame minimum E(w), tedy w* takové, ze VE(w*) = 0.

Pokud dokazeme statisticky odhadnout A,; a C; pak muzeme
rovnou poloZit:

8W ZWr Ari — Ci
i

a dostat w* jako feseni systému linearnich rovnic.

Problémy:

1. feSeni nemusi existovat
(pfestoze minimum funkce E vzdy existuje)

2. nemusime mit odhad pro A, a C;



ADALINE - statistické uceni

Pokud Ize odhadnout A;; a C;j, mizeme pouzit gradientni
sestup stejné jako v pripadé normalniho ADALINE uceni:

» vahy v w(© jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v t-tém kroku (zde t = 1,2,...) je w(!) vypo&teno takto:
w® = WD — e VEWI)
p

1 - =
— w1 _ ol im = . 2(-1) .y, _ .
= W lim w X —di)- X
YD NCAE TR
n
— w1 _¢. [Z LA, - Ci]
r=0

Co kdyz ani nelze odhadnout A;; a C; ?



ADALINE - statistické uceni

Nastésti funguje online algoritmus (Widrow & Hoff), ktery je
Uplné stejny jako v predchozi ,nestatistické” varianté!

» vahy v w¥ jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v t-tém kroku (zde t = 1,2,...) je w(!) vypo&teno takto:

wt) = w1 — g(1) - (W(H) Xy — dt) X
kde 0 < ¢(t) < 1 je rychlost uCeni v t-tém kroku.

Véta (Widrow & Hoff)
Pro ¢(t) = 1 posloupnost w(®, w(), w(?), ... konverguje ke

globalnimu minimu chybové funkce E(W).

Matematickd poznamka: zde se nejedna o konvergenci po slozkach, ale o
konvergenci primeéru &tvercd vzdalenosti (mean square convergence).



Vicevrstva sit’ a zpétna propagace

» Vicevrstvé sité - znaceni
» ucici pravidlo zpétné propagace
» algoritmus zpétné propagace



Vicevrstva sit’

Organizac¢ni dynamika:

Vystupni

Skryté

Vstupni

P
QL
LEDp

N

>

>

Neurony jsou rozdéleny do
vrstev (vstupni a vystupni vrstva,
obecné nékolik skrytych vrstev)
Vrstvy Cislujeme od 0; vstupni
vrstva je nulta
» Napt. tfivrstva sit se sklada z

jedné vstupni, dvou skrytych a

jedné vystupni vrstvy.
Neurony v ¢-té vrstvé jsou
spojeny se véemi neurony ve
vrstveé £ + 1.
Vicevrstvou sit’ Ize zadat pocty
neuronu v jednotlivych vrstvach
(napt. 2-4-3-2)



Vicevrstva sit’

Znaceni:

» Oznacme

» X mnozinu vstupnich neuront
» Y mnozinu vystupnich neuront
» Z mnozinu vSech neuronu (tedy X, Y C 2)

jednotlivé neurony budeme znacit indexy i, j apod.

&j je vnitfni potenciél neuronu j po skonceni vypoctu

y; je stav (vystup) neuronu j po skonceni vypoctu

(zde definujeme yo = 1 jako hodnotu formalniho jednotkového vstupu)
wj; je vaha spoje od neuronu i do neuronu j

v

v

\4

v

(zejména wj, je véha specialniho jednotkového vstupu, tj. wjp = —b; kde
b; je bias neuronu j)

j— je mnozina v§ech neurond, z nichz vede spoj do |
(zejména 0 € )

» j~ je mnozina vSech neuront, do nichz vede spoj z j

v



Vicevrstva sit’

Aktivni dynamika:
» vnitfni potencial neuronu j:

&= 2 Wijiyi

i€j—

» aktivacni funkce o; pro neuron j je libovolna
diferencovatelna funkce
[ napf. logisticka sigmoida (&) =

]

1
1+e
» Stav nevstupniho neuronu j € Z '\ X po skonéeni vypoctu je
Y = 0j(&))
(y; zavisi na konfiguraci w a vstupu X, proto budu obcas psat y;(w, X))

> Sit potita funkci z R* do R'Y!. Vypotet probiha po vrstvach. Na
zacatku jsou hodnoty vstupnich neuronl nastaveny na vstup sité. V
kroku ¢ jsou vyhodnoceny neurony z ¢£-té vrstvy.



Vicevrstva sit’

Adaptivni dynamika:
» Dana mnozina 7~ tréninkovych vzoru tvaru

{(zk,a’k) | k= 1,...,p}

kde kazdé X« € RX je vstupni vektor a kazdé di € RY! je
ocekavany vystup sité. Pro kazdé j € Y oznaCme dy;
ocekavany vystup neuronu j pro vstup Xk

(vektor ak Ize tedy psét jako (dkj)jey).

» Chybova funkce:

E(W) = ), Ex(W)
k=1
kde

Ex(W) = %Z (vi(W, %) - dkj)2



Vicevrstva sit’ - ucici algoritmus
Davkovy algoritmus (gradientni sestup):
Algoritmus po&ita posloupnost vektorti vah w(®, w1, .

» vahy v w(© jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v t-tém kroku (zde t = 1,2,...) je w(!) vypo&teno takto:
t _ , (t=1) (1)
W/l - Wj/ + iji
kde
3

0 _ _ (4. p(t=1)
Aw; e(t) 8Wj,-(w )
je zména vahy w; v t-tém kroku a 0 < £(t) < 1 je rychlost

uéeni v t-tém kroku.

Vsimnéte si, ze ,39—@("7’“_1)) je komponenta gradientu VE, tedy zménu vah v
t-tém kroku Ize zapsat také takto: w(® = w(t=1) — ¢(t) - VE(w(-1).



Vicevrstva sit’ - gradient chybové funkce

Pro kazdé wj mame

kde pro kazdé k = 1,...,p plati

JEx JEx ., ..
wi oy a;(&j) - Yi
a pro kazdé j € Z \ X dostaneme
JdE .
8—;:yj—dkj projeyY
j
Zaaik al(Er) - Wy projeZ~(YUX)
r

rej—

(Zde véechna y; jsou ve skutecnosti y;(w, Xx)).



Vicevrstva sit’ - gradient chybové funkce

> Pokud 0/(&) = —L pro kazdé j € Z pak

1+e it
ai(&) = Ay(1 - y)

a dostaneme pro kazdé j e Z \ X:

JdEx .
8_yj_y’_dk’ projeyY

JEx JdEk ' .

8_}/,'_ E g—yr'Ar)’r(‘]_Yr)'er proje Z\(YUX)

rej=

» Pokud 0j(&) = a - tanh(b - &;) pro kazdé j € Z pak

0j(&) = g(a —y)(@+y)



Vicevrstva sit’ - vypocet gradientu

IEx

Algoritmicky Ize j—m‘f]_i =Yr_, Swr spocitat takto:

Poloz &; := 0 (na konci vypo&tu bude &; = g—v‘fji)
Pro kazdé k = 1,..., p udélej nasledujici

1. spocitej yj pro kazdé j € Z a k-ty vzor, tedy y; = y;(W, Xk)
(tj. vyhodnot sit ve standardnim aktivnim rezimu)
2. pro v8echna j € Z spocitej 5 3Ek pomoci zpétného Siteni

(viz. nasledujici slajd!)
3. spocitej B—Ef pro vSechna wj; pomoci vzorce

8Ek _ aEk
4. & =& + ok

v = 4 JE
Vysledne Ej; se rovna 7.



7

Vicevrstva sit’ - zpétné Sireni

JE, v, , v, wry .
a—’_‘ Ize spocitat pomoci zpétného Sireni:

aEk pro j € Y pomoci vzorce aEk =yj—dy

8Ek

> spomtame

» rekurzivné spocname zbyle 5
Necht j je v (-té vrstvé a predpoklédejme, ze % uz mame
spocitano pro vSechny neurony z vysSich vrstev (tedy
vrstev £+ 1,0+ 2,...).

Pak Ize aEk spocitat pomoci vzorce

B\ 9B |
% rez,: ay, e M

protoze vSechny neurony r € j— patii do vrstvy € + 1.



Slozitost davkového algoritmu

O IE (\7(t-1
Vypoget hodnoty T%(W( )) probiha v linearnim éase
vzhledem k velikosti sité a poCtu tréninkovych vzor(

(za predpokladu jednotkové ceny operaci v€etné vyhodnoceni o}(&,) pro
dané &;)

Zdavodneéni: Algoritmus provede p krat nasledujici
1. vyhodnoceni sité (tj. vypocet y;(W, Xk))
aEk

2. vypocet ¢ zpétnym Sitenim

3. vypocet 3= aEk

4. pricteni 3—W k &ji

Kroky 1. - 3. probéhnou v linearnim ¢ase a krok 4. v
konstantnim vzhledem k velikosti sité.

Pocet iteraci gradientniho sestupu pro pfiblizeni se (lokalnimu) minimu muze
byt velky ...



Vicevrstva sit’ - ucici algoritmus
Online algoritmus:
Algoritmus po&ita posloupnost vektorti vah w(®, w1, .

» vahy v w(© jsou inicializovany nahodné blizko 0
» v t-tém kroku (zde t = 1,2,...) je w(!) vypo&teno takto:

(1) _ 2(t-1 (t)

kde

9Bk

) _ _
Aw;” = e(t) W,

(‘Nj(it—1))

kde k = ((t—1) mod p) +1a0 < ¢(t) <1 jerychlost
uceni v t-tém kroku.

Lze pouzit i stochastickou verzi tohoto algoritmu, v niz je k
voleno nahodné z {1, ..., p}.



