
1. termı́n závěrečné ṕısemky — MB101 — jaro 2013 — 22. 5.

Na řešeńı je 100 minut. Pǐste jen na předńı strany list̊u. (Zadńı strany nebudou opraveny ani skenovány.)

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (5 bod̊u) Nalezněte všechny symetrické matice A rozměru 3×3 s jedničkami na diagonále,
pro které plat́ı A · (1, 1, 1)T = (1, 2, 3)T .

2. (5 bod̊u) Necht’ ϕ je shodné zobrazeńı prostoru R
3 do sebe a to symetrie podle roviny

zadané rovnićı x1 − x3 = 0. Určete matici zobrazeńı ϕ ve standardńı bázi.

3. (5 bod̊u) Pańı Podlahová, aby si přivydělala k penzi, se rozhodla, že zavař́ı a prodá ovoce
ze své zahrady. Má k dispozici 70 zavařovaćıch sklenic, 40 kg třešńı, 30 kg hrušek a cukr,
z něhož vyrob́ı 9 kg nálevu. Na jednu sklenici zavařených třešńı spotřebuje 0, 6 kg třešńı
a 0, 1 kg nálevu, kdežto na sklenici zavařených hrušek spotřebuje 0, 5 kg hrušek a 0, 2 kg
nálevu. Přitom sklenici třešńı prodá za 30Kč a sklenici hrušek za 40Kč.

Určete kolik má čeho pańı Podlahová vyrobit, pokud chce utržit co nejv́ıce peněz.

4. (5 bod̊u) Uvažujme jako Leslieho model r̊ustu následuj́ıćı př́ıklad, v němž farmář chová
ovce, a to výhradně samice, nebot’ má speciálńı vyšlechtěné plemeno, kde se samci rod́ı
naprosto výjimečně, a proto s nimi v našem př́ıkladě v̊ubec nepoč́ıtáme.

Farmář ovce rozděluje do tř́ı věkových kategoríı: jehňata (0–1 rok), mladé ovce (1–2 roky)
a staré ovce (2–3 roky). Na konci každé sezóny – v ř́ıjnu – farmář přepoč́ıtává stádo,
přičemž pravidelně zjǐst’uje, že vždy polovina mladých ovćı mu během roku porodila jedno
zdravé jehně a druhá polovina mladých ovćı bud’ neporodila, nebo porodila jehně, které
nepřežilo do konce sezóny. Farmář proto přes zimu odešle na jatka tuto druhou polovinu
mladých ovćı a dále všechny staré ovce, protože staré ovce se mu dále nevyplat́ı chovat.
Prvńı polovinu mladých ovćı si ponechá a ony mu během následuj́ıćıho léta, nyńı již jako
staré ovce, porod́ı po jednom jehněti. Stejně tak si v chovu ponechá všechna jehňata, která
se dožila ř́ıjnového sč́ıtáńı a která mu potom během léta, nyńı jako mladé ovce, porod́ı nová
jehňata již popsaným zp̊usobem. Takto se stará o své stádo ovćı již mnoho let.

Určete, jak se farmáři dař́ı. Tj. rozhodněte, zda se chov rozšǐruje, je stabilizován na nějakém
počtu nebo vymı́rá. Dále určete, k jakému poměru se bĺıž́ı počty ovćı v jednotlivých
věkových kategoríıch.



Výsledky

1. Matici A hledáme ve tvaru

A =
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 .

Podmı́nka A · (1, 1, 1)T = (1, 2, 3)T dává následuj́ıćı soustavu rovnic pro neznámé a, b, c.

1 + a+ b = 1

a + 1 + c = 2

b+ c+ 1 = 3
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. Proto matice A existuje jediná a to
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Bodováńı: tvar matice 1b, sestaveńı soustavy 1b, vyřešeńı soustavy 2b, výsledek 1b.

2. Normálový vektor roviny je u1 = (1, 0,−1) a můžeme dále volit dva vektory ze zaměřeńı
roviny: např. u2 = (1, 0, 1) a u3 = (0, 1, 0). V bázi α = (u1, u2, u3) má zobrazeńı ϕ matici

(ϕ)α,α =





−1 0 0
0 1 0
0 0 1



 .

Pomoćı vztahu (ϕ)ǫ,ǫ = (id)ǫ,α · (ϕ)α,α · (id)α,ǫ dostaneme

(ϕ)ǫ,ǫ =





0 0 1
0 1 0
1 0 0



 .

Pro návod jak se poč́ıtaj́ı matice přechodu (id)ǫ,α a (id)α,ǫ doporučujeme znovu přeč́ıst vzorové
řešeńı druhé vnitrosemestrálńı ṕısemky.

Bodováńı: výběr vhodné báze 1b, matice zobrazeńı ve vhodné bázi 1b, matice přechodu 2×1b,
výsledek 1b.

3. Označ́ıme-li x1 počet sklenic třešńı a x2 počet sklenic hrušek, potom se jedná o úlohu
lineárńıho programováńı maximalizovat funkci 30 · x1 + 40 · x2 při omezeńıch

x1 + x2 ≤ 70 ,

0, 6 · x1 ≤ 40 ,

0, 5 · x2 ≤ 30 ,

0, 1 · x1 + 0, 2 · x2 ≤ 9 .

Po načrtnut́ı př́ıslušných př́ımek, vyznačeńı polorovin určeńı směrnic hraničńıch př́ımek ome-
zené oblasti zjǐst’ujeme, že maximum se nalézá v pr̊useč́ıku př́ımek x1 + x2 = 70 a 0, 1 · x1 +
0, 2 · x2 = 9, tj. v bodě [50, 20]. Maximálńı zisk tak lze doćılit vyrobeńım 50 sklenic třešńı a 20
sklenic hrušek, a čińı 2 300Kč.

Bodováńı: sestaveńı úlohy lineárńıho programováńı 2b, geometrické řešeńı 2b, výsledek 1b.
(Uhádnut́ı výsledku bez zd̊uvodněńı 2b.)



4. Označme počty jehňat, mladých ovćı a starých ovćı v n-té sezóně postupně jn, mn a sn.
Pro počty na konci následuj́ıćı sezóny plat́ı vztahy

jn+1 =
1

2
mn + sn ,

mn+1 = jn ,

sn+1 =
1

2
mn .

Maticově můžeme zapsat předchoźı vztahy pomoćı Leslieho matice
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jako (jn+1, mn+1, sn+1)
T = L · (jn, mn, sn)

T . Charakteristický polynom matice L je −λ3 + 1

2
λ+
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2
. Dominantńı vlastńı č́ıslo je λ = 1 a chov je tud́ıž stabilizovaný. Vlastńı vektor př́ıslušný

vlastńımu č́ıslu λ = 1 je (2, 2, 1). Proto se chov stabilizuje ve struktuře: 40% jehňat, 40%
mladých ovćı a 20% starých ovćı. Jinými slovy: jehňat bude stejně jako mladých ovćı a starých
ovćı bude polovina tohoto počtu.

Poznamenejme, že daná matice L je primitivńı (je třeba spoč́ıtat L5) a tedy jakákoli počátečńı
struktura stáda skutečně konverguje k popsané stabilńı struktuře.

Bodováńı: sestaveńı matice 2b, vlastńı kladné reálné č́ıslo 1b, př́ıslušný vlastńı vektor 1b,
interpretace 1b.


