
2. termı́n závěrečné ṕısemky — MB101 — jaro 2013 — 29. 5.

SKUPINA — A

Na řešeńı je 100 minut. Pǐste jen na předńı strany list̊u. (Zadńı strany nebudou opraveny ani skenovány.)

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (5 bod̊u) Uvažujme v rovině R
2 př́ımku p danou obecnou rovnićı x + 2y = 10. Napǐste

obecnou rovnici př́ımky α, která procháźı bodem [1, 2] a sv́ırá s př́ımkou p úhel 60◦.

2. (5 bod̊u) Určete explicitńı formuli pro posloupnost celých č́ısel, která je dána následuj́ıćı
rekurentńı formuĺı a počátečńımi podmı́nkami:

xn+2 = 5xn+1 − 6xn − 2n+ 3, x0 = 0, x1 = 0 .

3. (5 bod̊u) V prostoru R
3 určete vzdálenost mimoběžek p : [5, 0, 0] + s(2,−1,−1) a q :

[−6, 0, 0] + t(4,−1, 1). Dále najděte body, v nichž se vzdálenost realizuje, tj. určete krajńı
body osy mimoběžek p a q.

4. (5 bod̊u) Čtyři bratři Adam, Boris, Cyril a Petr sed́ı kolem stolu a hraj́ı hru
”
Černý Petr

háže kostkou“. Předávaj́ı si postupně kartičku
”
Černý Petr“, a to podle toho jaké č́ıslo

padne na čtyřstěnné kostce se stěnami označenými č́ısly 1 – 4, kterou háźı Petr. Kartičku
si pak v každém kole předaj́ı podle následuj́ıćıch pravidel.

• Pokud padne 1, putuje kartička od jej́ıho držitele k bratrovi po pravé ruce.

• Pokud padne 2, putuje kartička od jej́ıho držitele k bratrovi sed́ıćımu naproti.

• Pokud padne 3, putuje kartička od jej́ıho držitele k bratrovi po levé ruce.

• Pokud padne 4, putuje kartička
”
Černý Petr“ k Petrovi (pokud je držitelem Petr, tak

se kartička v tomto kole nepřesouvá).

Takto odehraj́ı dostatečný počet kol. Hra konč́ı v okamžiku, kdy je maminka zavolá
k obědu. Určete, jaká je pravděpodobnost, že na konci hry z̊ustane kartička Petrovi a jaká
je pravděpodobnost, že z̊ustane Adamovi.

Úlohu řešte jako Markov̊uv proces. Poznamenejme, že v každý okamžik je pravděpodobnost
padnut́ı jakéhokoli č́ısla na čtyřstěnné kostce 1

4
.



2. termı́n závěrečné ṕısemky — MB101 — jaro 2013 — 29. 5.

SKUPINA — B

Na řešeńı je 100 minut. Pǐste jen na předńı strany list̊u. (Zadńı strany nebudou opraveny ani skenovány.)

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

51. (5 bod̊u) Každý ze čtveřice student̊u Adam, Boris, Cyril a David naṕı̌se nezávisle, tajně
a náhodně na ĺıstek č́ıslo od 1 do 19. Jaká je pravděpodobnost, že

i) právě jeden student napsal č́ıslo 7,

ii) aspoň jeden student napsal č́ıslo 7,

iii) součet všech napsaných č́ısel je 7,

iv) součet č́ısel napsaných Adamem a Borisem je sudý,

v) součet všech napsaných č́ısel je 20.

52. (5 bod̊u) V prostoru R
3 určete př́ımku β, která procháźı bodem M = [1, 1, 2] a prot́ıná

př́ımky p : [0, 2, 2] + s(1,−1, 1) a q : [1,−2,−1] + t(1, 2, 1). Určete také pr̊useč́ık př́ımek β
a p a pr̊useč́ık př́ımek β a q.

53. (5 bod̊u) V prostoru R
3 uvažujeme zobrazeńı ϕ kolmé projekce do roviny dané rovnićı

x1 + x2 − x3 = 0. Určete matici zobrazeńı ϕ ve standardńı bázi. Dále určete ϕ((1, 1, 1)).

Pokud neumı́te naj́ıt (ϕ)ǫ,ǫ, pokuste se určit ϕ((1, 1, 1)) jiným zp̊usobem.

54. (5 bod̊u) Starš́ı manželský pár každoročně jezd́ı na jednu velkou dovolenou, a to bud’ k moři
nebo na hory. Každý rok se rozhoduj́ı podle toho, kde byli posledńı dva roky, a to částečně
náhodně za použit́ı klasické kostky. Rozhoduj́ı se podle následuj́ıćıch pravidel.

• Pokud byli posledńı dva roky u moře, tak jedou na hory.

• Pokud byli posledńı dva roky na horách, tak jedou k moři.

• Pokud byli loni u moře a předloni na horách, pak háźı kostkou, a když padne liché
č́ıslo, tak jedou k moři, a když sudé č́ıslo, tak jedou na hory.

• Pokud byli loni na horách a předloni u moře, pak háźı kostkou, a když padne 1 nebo
2, pak jedou na hory, jinak jedou k moři.

T́ımto zp̊usobem se o dovolené rozhoduj́ı celý sv̊uj dlouholetý společný život. Určete, jaká
je pravděpodobnost, že pojedou letos k moři.

Úlohu řešte jako Markov̊uv proces. Vzhledem k zadáńı nevystač́ıte se dvěma stavy, protože muśıte rozlǐsovat,

kde byli posledńı dva roky. Naproti tomu otázka se týká letošńı dovolené, a nikoliv posledńıch dvou let.

Samozřejmě předpokládáme, že manželé házej́ı dokonalou kostkou, jej́ı̌z stěny jsou označeny č́ısly 1, 2, 3, 4, 5

a 6. Tedy předpokládáme, že pravděpodobnost padnut́ı jakéhokoli č́ısla na kostce je 1

6
.



Výsledky — skupina A

1. Směrový vektor př́ımky p je (2,−1). Směrový vektor hledané př́ımky źıskáme otočeńım
vektoru (2,−1) o 60◦. Matice otáčeńı je

A =

(

cos 60◦ − sin 60◦

sin 60◦ cos 60◦

)

.

Obraz (2,−1)T je A · (2,−1)T = (1 +
√
3

2
,
√
3 − 1

2
)T . Normálový vektor př́ımky α je (

√
3 −

1

2
,−1−

√
3

2
) a obecná rovnice α je (

√
3− 1

2
)x− (1 +

√
3

2
)y = −5

2
, kde pravou stranu jsme zjistili

dosazeńım zadaného bodu [1, 2].

Úloha má ještě jedno řešeńı α: pokud vektor (2,−1) otoč́ıme opačným směrem, tj. o úhel

−60◦, bude obecná rovnice hledané př́ımky α potom (
√
3+ 1

2
)x+(1−

√
3

2
)y = 5

2
. Poznamenejme

ještě, že bylo možné otáčet rovnou normálový vektor př́ımky p o 60◦ a dostat normálový vektor
př́ımky α. Daľśı možnost́ı bylo hledad vektor (a, 1), který sv́ırá s (2,−1) úhel 60◦.

Bodováńı výše popsaného postupu: idea 1b, matice otáčeńı 1b, obraz směrového vektoru 1b,
obecná rovnice 1b, dosazeńı zadaného bodu 1b. Jiné postupy bodovány adekvátně.

2. Charakteristický polynom je λ2−5λ+6 = (λ−2)(λ−3). Proto xn = a2n+b3n+cn+d, kde
cn+d je partikulárńı řešeńı, které se urč́ı nejdř́ıve. Dosazeńım yn = cn+d do rekurentńı formule
dostaneme c(n+2)+d = 5(c(n+1)+d)−6(cn+d)−2n+3, tedy 0 = n(−2c−2)+3c−6d+3.
Odtud c = −1 a d = 0. Nyńı najdeme a a b porovnáńım vyjádřeńı xn = a2n + b3n − n s
počátečńımi podmı́nkami. Dostaneme a + b = 0 (pro n = 0) a 2a + 3b − 1 = 0 (pro n = 1),
tud́ıž b = 1 a a = −1. Celkem xn = 3n − 2n − n.

Bodováńı: charakteristický polynom včetně kořen̊u 1b, předpokládaný tvar pro xn 1b, nalezeńı
partikulárńıho řešeńı 2b, nalezeńı parametr̊u a, b 1b.

3. Vektor kolmý ke směrovým vektor̊um př́ımek p a q je (1, 3,−1). Rovina obsahuj́ıćı př́ımku
p se zaměřeńım obsahuj́ıćım vektor (1, 3,−1) je [5, 0, 0] + s(2,−1,−1) + a(1, 3,−1) a hledáme
pr̊unik s př́ımkou q : [−6, 0, 0] + t(4,−1, 1). Př́ıslušná soustava rovnic, kterou dostaneme z
rovnosti [5, 0, 0]+ s(2,−1,−1)+ a(1, 3,−1) = [−6, 0, 0]+ t(4,−1, 1), má řešeńı s = −1, a = −1
a t = 2. Proto dostáváme krajńı body osy mimoběžek A = [5, 0, 0] + (−1) · (2,−1,−1) =

[3, 1, 1] ∈ p a B = [−6, 0, 0]+2 · (4,−1, 1) = [2,−2, 2] ∈ q. Vektor
−→
AB = (−1,−3, 1) má velikost√

11, což je vzdálenost daných mimoběžek. (Lze řešit i jinými zp̊usoby.)
Bodováńı: vzdálenost 3b, krajńı body 2b .

4. Petr má významněǰśı roli, necht’ je držeńı kartičky Petrem čtvrtý stav našeho systému. Na
pořad́ı ostatńıch stav̊u nezálež́ı. Pro každého z bratr̊u je pravděpodobnost, že předaj́ı kartičku
Petrovi, 1

2
a pravděpodobnost předáńı jinému bratrovi je 1

4
, přičemž pravděpodobnost, že si

kartičku ponechá, je 0. Pro Petra jsou pravděpodobnosti předáńı kartičky každému z bratr̊u 1

4
,

včetně pravděpodobnosti, že si kartičku ponechá. Matice Markovova procesu je proto











0 1

4

1

4

1

4

1

4
0 1

4

1

4

1

4

1

4
0 1

4

1

2

1

2

1

2

1

4











.

Vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu 1 je (1, 1, 1, 2). Pronásobeńım zlomkem 1

5
dostaneme

pravděpodobnostńı vektor (1
5
, 1

5
, 1

5
, 2

5
). Pravděpodobnost držeńı kartičky Petrem je tedy 2

5
, tj.

40% a Adamem 20%.
Bodováńı: sestaveńı matice 2b, vlastńı vektor 2b, interpretace 1b.



Výsledky — skupina B

51. Celkový počet možných čtveřic č́ısel je 194. T́ımto celkovým počtem jev̊u budeme obvykle
dělit počet př́ıznivých jev̊u.

i) Můžeme čtyřmi zp̊usoby vybrat studentna, který napsal č́ıslo 7. Zbývaj́ıćı tři studenti

”
vyb́ıraj́ı“ již jen z osmnácti č́ısel. Proto máme 4 · 183 př́ıznivých jev̊u. Pravděpodobnost je
4·183

194
.

ii) Spoč́ıtáme pravděpodobnost opačného jevu, tj. jevu, že nikdo nenaṕı̌se č́ıslo 7. Máme
184 př́ıznivých jev̊u a pravděpodobnost opačného jevu je (18

19
)4. Hledaná pravděpodobnost je

1− (18
19
)4.

iii) Rozlǐśıme možnosti, jak může vzniknout součet 7. Bud’ součtem č́ısel 1, 1, 1, 4 nebo
1, 1, 2, 3 nebo 1, 2, 2, 2. V každém ze tř́ı př́ıpad̊u urč́ıme, kolika zp̊usoby mohou studenti takovou
neuspořádanou čtveřici napsat. Uspořádané čtveřice sestavené z tř́ı jedniček a jedné čtyřky
jsou 4. Uspořádaných čtveřic sestavených z č́ısel 1,1,2 a 3 je dvanáct, protože čtyřmi zp̊usoby
vybereme studenta, co naṕı̌se 3, a následně třemi zp̊usoby vybereme ze zbývaj́ıćıch student̊u
toho, co naṕı̌se č́ıslo 2. Konečně máme 4 možnosti pro čtveřici 1,2,2,2. Celkem máme 4+12+4
př́ıznivých jev̊u. Pravděpodobnost je 20

194
.

iv) Sudý součet může vzniknout ze dvou sudých č́ısel nebo ze dvou lichých č́ısel. V prvńım

př́ıpadě máme 9·9 možnost́ı a v druhém př́ıpadě 10·10 možnost́ı. Pravděpodobnost je 92+102

192
. Zde

je celkový počet možnost́ı 192. Jinou možnost́ı je započ́ıtat, co zapsali zbývaj́ıćı dva studenti,
tj. př́ıznivých jev̊u je (92 + 102) · 192 a děĺıme opět 194.

v) Označme x1, x2, x3 a x4 jednotlivá č́ısla napsaná studenty. Hledáme počet řešeńı rovnice
x1 + x2 + x3 + x4 = 20 v kladných celých č́ıslech. (Zde využ́ıváme, že každé řešeńı rovnice
splňuje podmı́nku xi ≤ 19.) Označ́ıme-li yi = xi − 1 zaj́ımáme se o počet řešeńı rovnice
y1 + y2 + y3 + y4 = 16 v přirozených č́ıslech (yi může být nezáporné, ovšem xi muśı být
kladné). Nyńı se jedná o kombinace s opakováńım, kdy vyb́ıráme celkem 16

”
jedniček“ pro

jednotlivé yi. Máme tedy
(

19

3

)

př́ıznivých jev̊u. Pravděpodobnost je
(

19

3

)

/194. Poznamenejme,

že stejným zp̊usobem bylo možné poč́ıtat př́ıklad iii), kde bychom dostali
(

7−4+3

3

)

=
(

6

3

)

= 20
př́ıznivých jev̊u.

Bodováńı: pětkrát 1b.

52. Nejdř́ıve urč́ıme rovinu ρ procházej́ıćı bodem M a obsahuj́ıćı př́ımku p. (V rovině
ρ muśı totiž ležet př́ımka β.) Kromě směrového vektoru př́ımky p vezmeme daľśı vektor,
např́ıklad spojuj́ıćı bod M a bod [0, 2, 2], tj. (−1, 1, 0). Parametrické vyjádřeńı ρ je tedy
[1, 1, 2] + a(−1, 1, 0) + s(1,−1, 1). Hledáme pr̊useč́ık s př́ımkou q. Př́ıslušná soustava rovnic,
kterou dostaneme z rovnosti [1, 1, 2] + a(−1, 1, 0) + s(1,−1, 1) = [1,−2,−1] + t(1, 2, 1), má
řešeńı s = −2, a = −3 a t = 1. Pr̊useč́ık ρ a q, a tedy zároveň pr̊useč́ık β a q je bod

X = [1,−2,−1] + 1 · (1, 2, 1) = [2, 0, 0]. Př́ımka β má proto směrový vektor
−−→
MX = X −M =

(1,−1,−2) a β má parametrický popis [1, 1, 2]+x(1,−1,−2). Zbývá určit pr̊useč́ık β a p. Tzn.
řeš́ıme rovnici [1, 1, 2] + x(1,−1,−2) = [0, 2, 2] + s(1,−1, 1). Řešeńı x = −1

3
, s = 2

3
nám dává

pr̊useč́ık [1, 1, 2] + (−1

3
) · (1,−1,−2) = [2

3
, 4

3
, 8

3
].

Bodováńı: př́ımka β 3b, pr̊useč́ıky 2b.

53.
Normálový vektor roviny je u1 = (1, 1,−1) a můžeme dále volit dva vektory ze zaměřeńı

roviny: např. u2 = (1, 0, 1) a u3 = (0, 1, 1). V bázi α = (u1, u2, u3) má zobrazeńı ϕ matici

(ϕ)α,α =





0 0 0
0 1 0
0 0 1



 .



Pomoćı vztahu (ϕ)ǫ,ǫ = (id)ǫ,α · (ϕ)α,α · (id)α,ǫ dostaneme

(ϕ)ǫ,ǫ =
1

3





2 −1 1
−1 2 1
1 1 2



 .

Pro návod, jak se poč́ıtaj́ı matice přechodu (id)ǫ,α a (id)α,ǫ, doporučujeme znovu přeč́ıst vzorové
řešeńı druhé vnitrosemestrálńı ṕısemky. Konečně ϕ((1, 1, 1))T = (ϕ)ǫ,ǫ · (1, 1, 1)T = (2

3
, 2

3
, 4

3
)T .

Bodováńı: výběr vhodné báze 1b, matice zobrazeńı ve vhodné bázi 1b, matice přechodu 1b,
výsledek 1b, obraz vektoru (1, 1, 1) 1b.

54. Označme čtyři stavy postupně MM , MH , HM , HH , kde prvńı ṕısmeno znač́ı, kde byli
na dovolené loni, a druhé, kam jedou letos. Sledujme pravděpodobnosti změny stavu následuj́ıćı
rok. Ze stavu MM , který znač́ı, že byli dvakrát u moře, muśı jet na hory, tj. s pravděpodobnost́ı
1 se přesouvá systém do stavu MH . Ve stavu MH házej́ı kostkou a s pravděpodobnost́ı 1

3
jedou

na hory (nový stav HH) a s pravděpodobnost́ı 2

3
jedou k moři (nový stav HM). Podobně ze

stavu HM s pravděpodobnost́ı 1

2
jde systém do stavu MM resp. MH . Konečně ze stavu HH

s pravděpodobnost́ı 1 do stavu HM . Matice Markovova procesu je proto
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.

Vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu 1 je (3, 6, 6, 2). Pronásobeńım zlomkem 1

17
dostaneme

pravděpodobnostńı vektor ( 3

17
, 6

17
, 6

17
, 2

17
). Pravděpodobnost stavu MM je 3

17
, a stavu HM je

6

17
. Pravděpodobnost, že pojedou k moři, je proto 3

17
+ 6

17
= 9

17
.

Bodováńı: sestaveńı matice 2b, vlastńı vektor 2b, interpretace 1b.


