2. termin zavérecné pisemky — MB101 — jaro 2013 — 29. 5.
SKUPINA — A

Na fegen{ je 100 minut. Piste jen na pfedn{ strany listi. (Zadn{ strany nebudou opraveny ani skenovany.)
Veskeré odpovédi musf byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reeni sestdvajici
pouze z odpovédi budou povazovéna za opsané a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodi) Uvazujme v roviné R? pifmku p danou obecnou rovnici x + 2y = 10. Napiste
obecnou rovnici piimky «, kterd prochdzi bodem [1,2] a svird s piimkou p thel 60°.

2. (5 bodu) Urcete explicitni formuli pro posloupnost celych ¢isel, kterd je dédna nésledujici
rekurentni formuli a poc¢atecnimi podminkami:

Tpao = DTpy1 — 6, —2n+3, 29=0, 1 =0.

3. (5 bodi) V prostoru R? urcete vzddlenost mimobézek p : [5,0,0] + s(2,—1,—1) a ¢ :
[—6,0,0] + t(4, —1,1). Déle najdéte body, v nichz se vzdélenost realizuje, tj. urcete krajnf
body osy mimobézek p a q.

4. (5 bodi) Ctyfi bratfi Adam, Boris, Cyril a Petr sedf kolem stolu a hraji hru ,Cerny Petr
haze kostkou“. Pieddvaji si postupné karticku ,Cerny Petr“, a to podle toho jaké &slo
padne na ¢tytsténné kostce se sténami oznacenymi ¢isly 1 — 4, kterou hazi Petr. Karticku
si pak v kazdém kole predaji podle nasledujicich pravidel.

Pokud padne 1, putuje karticka od jejiho drzitele k bratrovi po pravé ruce.

Pokud padne 2, putuje karticka od jejiho drzitele k bratrovi sedicimu naproti.

Pokud padne 3, putuje karticka od jejiho drzitele k bratrovi po levé ruce.

Pokud padne 4, putuje karticka ,,Cerny Petr“ k Petrovi (pokud je drzitelem Petr, tak
se karticka v tomto kole neptesouvéd).

Takto odehraji dostatecny pocet kol. Hra kon¢i v okamziku, kdy je maminka zavola
k obédu. Urcete, jakd je pravdépodobnost, ze na konci hry zustane karticka Petrovi a jaka
je pravdépodobnost, ze zustane Adamovi.

Ulohu reste jako Markovuv proces. Poznamenejme, Ze v kaZdy okamZzik je pravdépodobnost
padnuti jakéhokoli ¢isla na ctyrstenné kostce i.



2. termin zavérecné pisemky — MB101 — jaro 2013 — 29. 5.
SKUPINA — B

Na fegen{ je 100 minut. Piste jen na pfedn{ strany listi. (Zadn{ strany nebudou opraveny ani skenovany.)
Veskeré odpovédi musf byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reeni sestdvajici

pouze z odpovédi budou povazovéna za opsané a hodnocena 0 body.)

51.

52.

53.

54.

(5 bodu) Kazdy ze ¢tverice studentu Adam, Boris, Cyril a David napiSe nezdvisle, tajné
a nahodné na listek ¢islo od 1 do 19. Jaka je pravdépodobnost, ze
i) préave jeden student napsal ¢islo 7,
ii) aspon jeden student napsal ¢islo 7,
iii) soucet vSech napsanych ¢isel je 7,
iv) soucet ¢isel napsanych Adamem a Borisem je sudy,
v) soucet vSech napsanych ¢isel je 20.
(5 bodu) V prostoru R? urcete pifmku 3, kterd prochdzi bodem M = [1,1,2] a protind
piimky p: [0,2,2] + s(1,—1,1) a ¢ : [1,—2,—1] +¢(1,2,1). Urcete také prusecik piimek 3
a p a prusecik primek S a q.
(5 bodi) V prostoru R3 uvazujeme zobrazeni ¢ kolmé projekce do roviny dané rovnici
x1 + 23 — w3 = 0. Urcete matici zobrazeni ¢ ve standardni bézi. Déle urcete ¢((1,1,1)).
Pokud neumite najit (p)e., pokuste se urcit ¢((1,1,1)) jingm zpusobem.
(5 bodt) Starsi manzelsky péar kazdorocné jezdi na jednu velkou dovolenou, a to bud k moti
nebo na hory. Kazdy rok se rozhoduji podle toho, kde byli posledni dva roky, a to castecné
nahodné za pouziti klasické kostky. Rozhoduji se podle nasledujicich pravidel.
e Pokud byli posledni dva roky u mote, tak jedou na hory.
e Pokud byli posledni dva roky na horach, tak jedou k mofi.
e Pokud byli loni u moie a predloni na horach, pak hazi kostkou, a kdyz padne liché
¢islo, tak jedou k morti, a kdyz sudé ¢islo, tak jedou na hory.
e Pokud byli loni na horach a ptfedloni u mote, pak hazi kostkou, a kdyz padne 1 nebo
2, pak jedou na hory, jinak jedou k mori.

Timto zpusobem se o dovolené rozhoduji cely svuj dlouholety spoleény zivot. Urcete, jaka
je pravdépodobnost, ze pojedou letos k mofti.

Ulohu Feste jako Markovuv proces. Vzhledem k zaddni nevystacite se dvéma stavy, protoze musite rozliSovat,
kde byli posledni dva roky. Naproti tomu otdzka se tykd letosni dovolené, a nikoliv poslednich dvou let.
Samozrejmé predpoklidime, Ze manZelé hdzeji dokonalou kostkou, jejiz stény jsou oznaceny ¢isly 1,2,3,4,5

a 6. Tedy predpoklddame, Ze pravdépodobnost padnuti jakéhokoli ¢isla na kostce je %.



Vysledky — skupina A

1. Smérovy vektor piimky p je (2,—1). Smérovy vektor hledané piimky ziskdme otocenim
vektoru (2, —1) o 60°. Matice otaceni je

A cos 60° — sin 60°
—\ sin60° cos 60° |-

Obraz (2,-1)T je A- (2,-1)T = (1 + @, V3 — 1T, Normalovy vektor pifmky «a je (v/3 —

3, —1- @) a obecnd rovnice « je (vV3— 1)z — (1+ @)y = —2, kde pravou stranu jsme zjistili
dosazenim zadaného bodu [1,2].

VVVVV

—60°, bude obecnd rovnice hledané pifmky @ potom (v3+ 1)z +(1— @)y = 2. Poznamenejme

jesté, ze bylo mozné otacet rovnou normélovy vektor primky p o 60° a dostat normélovy vektor
piimky «. Dalsi moznosti bylo hledad vektor (a, 1), ktery svird s (2, —1) thel 60°.

Bodovdani vyse popsaného postupu: idea 1b, matice oticeni 1b, obraz smerového vektoru 10,
obecnd rovnice 1b, dosazeni zadaného bodu 1b. Jiné postupy bodovany adekvatné.

2. Charakteristicky polynom je A2 —5A+6 = (A—2)(A—3). Proto x,, = a2"+b3"+cn+d, kde
cn+d je partikularni feseni, které se urci nejdrive. Dosazenim y,, = ¢n+d do rekurentni formule
dostaneme ¢(n+2)+d = 5(c(n+1)+d) —6(cn+d) —2n+3, tedy 0 = n(—2¢—2)+3c—6d+ 3.
Odtud ¢ = —1 a d = 0. Nyni najdeme a a b porovnanim vyjadieni z, = a2"” + b3" — n s
pocatecnimi podminkami. Dostaneme a +b =0 (pron =0) a2a+3b—1 =0 (pron = 1),
tudizb=1a a = —1. Celkem z,, = 3" — 2" — n.

Bodovani: charakteristicky polynom vcetné korent 1b, predpokldidany tvar pro x, 1b, nalezeni
partikuldrniho reseni 2b, nalezeni parametri a,b 1b.

3. Vektor kolmy ke smérovym vektorum piimek p a ¢ je (1,3, —1). Rovina obsahujici piimku
p se zaméfenim obsahujicim vektor (1,3, —1) je [5,0,0] 4+ s(2, —1,—1) + a(1,3,—1) a hleddme
prunik s pifmkou ¢ : [—6,0,0] + #(4, —1,1). Piislusnd soustava rovnic, kterou dostaneme z
rovnosti [5,0,0] +s(2,—1,—1)+a(1,3,—1) = [-6,0,0] + ¢(4, —1,1), m4 feseni s = —1, a = —1
a t = 2. Proto dostavame krajni body osy mimobézek A = [5,0,0] + (=1) - (2,-1,—-1) =
3,1,1] €epaB=[-6,0,0]4+2-(4,—1,1) = [2,-2,2] € q. Vektor AB = (—1,—3, 1) m4 velikost
V11, coz je vzdélenost danych mimobézek. (Lze fesit i jinymi zpiisoby.)

Bodovani: vzdalenost 3b, krajni body 2b .

4. Petr m4 vyznamnéjsf roli, necht je drzen{ karticky Petrem ¢tvrty stav naseho systému. Na

poradi ostatnich stavi nezalezi. Pro kazdého z bratru je pravdépodobnost, ze predaji karticku
Petrovi, % a pravdépodobnost piedéni jinému bratrovi je i, pricemz pravdépodobnost, ze si
karticku ponechd, je 0. Pro Petra jsou pravdépodobnosti predani karticky kazdému z bratru i,

vcéetné pravdépodobnosti, ze si karticku ponecha. Matice Markovova procesu je proto

1 1 1
0 7 1 1
1 1 1
1 03 4
1 1 1
4404
1101 1
2 2 2 4

Vlastni vektor piislusny vlastnimu éislu 1 je (1,1,1,2). Prondsobenim zlomkem % dostaneme
pravdépodobnostni vektor (%, %, %, %) Pravdépodobnost drzeni karticky Petrem je tedy %, tj.
40% a Adamem 20%.

Bodovani: sestaveni matice 2b, vlastni vektor 2b, interpretace 1b.



Vysledky — skupina B

51. Celkovy pocet moznych étvefic éisel je 19*. Timto celkovym poétem jevii budeme obvykle
délit pocet priznivych jevi.

i) Muzeme ¢tyimi zpusoby vybrat studentna, ktery napsal ¢islo 7. Zbyvajici tii studenti
,ﬁ%f;biraji“ jiz jen z osmndcti ¢isel. Proto mame 4 - 18% piiznivych jevi. Pravdépodobnost je

.

¥ ii) Spocitame pravdépodobnost opaéného jevu, tj. jevu, ze nikdo nenapiSe ¢islo 7. Mame
18% pifznivych jevi a pravdépodobnost opaéného jevu je (%)4. Hledana pravdépodobnost je
- (1)1,

iii) Rozlisfme moznosti, jak muze vzniknout soucet 7. Bud souctem ¢&isel 1,1,1,4 nebo
1,1,2,3 nebo 1,2, 2,2. V kazdém ze tii pripadu urcime, kolika zpusoby mohou studenti takovou
neusporadanou ¢tvetici napsat. Usporadané ctverice sestavené z tii jednicek a jedné ctytky
jsou 4. Usporadanych ¢tveric sestavenych z ¢isel 1,1,2 a 3 je dvanéct, protoze ¢tyfmi zpusoby
vybereme studenta, co napise 3, a nasledné tfemi zpusoby vybereme ze zbyvajicich studentu
toho, co napise ¢islo 2. Koneéné mame 4 moznosti pro ¢tverici 1,2,2,2. Celkem mame 4+ 1244
priznivych jevi. Pravdépodobnost je %.

iv) Sudy soucet muze vzniknout ze dvou sudych ¢isel nebo ze dvou lichych ¢isel. V prvnim

pripadé mame 9-9 moznosti a v druhém piipadé 10-10 moznosti. Pravdépodobnost je 92$£02 . Zde
je celkovy pocet moznosti 192. Jinou moznosti je zapocitat, co zapsali zbyvajici dva studenti,
tj. pifznivych jevi je (92 + 10?) - 19? a délime opét 19,

v) Oznacme x1, T3, T3 a x4 jednotlivd ¢isla napsana studenty. Hleddme pocet feseni rovnice
1 + 9 + x3 + 4 = 20 v kladnych celych ¢islech. (Zde vyuzivame, ze kazdé feSeni rovnice
spliuje podminku z; < 19.) Oznacime-li y; = x; — 1 zajimame se o pocet FeSeni rovnice
Y1 + Y2 + ys + ya = 16 v piirozenych ¢islech (y; muze byt nezdporné, ovsem x; musi byt
kladné). Nyni se jednd o kombinace s opakovanim, kdy vybirdme celkem 16 ,jednicek® pro
jednotlivé y;. Mame tedy (139) priznivych jevu. Pravdépodobnost je (1?;9) /19%. Poznamenejme,
Ze stejngm zpusobem bylo mozné pocitat priklad iii), kde bychom dostali (7_§+3) = (g) = 20
priznivych jeuvii.

Bodovdni: pétkrat 1b.

52. Nejdiive uréime rovinu p prochazejici bodem M a obsahujici pitimku p. (V roviné
p musi totiz lezet piimka (.) Kromé smérového vektoru piimky p vezmeme dalsi vektor,
napiiklad spojujici bod M a bod [0,2,2], tj. (—1,1,0). Parametrické vyjddieni p je tedy
1,1,2] + a(—1,1,0) + s(1,—1,1). Hleddme prusecik s pifmkou ¢. Pfislusnd soustava rovnic,
kterou dostaneme z rovnosti [1,1,2] + a(—1,1,0) + s(1,—-1,1) = [1,-2,—1] + #(1,2,1), m&
feSeni s = —2, a = —3 a t = 1. Prusecik p a ¢, a tedy zaroven prusecik 8 a ¢ je bod
X=[1,-2,-1]+1-(1,2,1) = [2,0,0]. Pifimka § m4 proto smérovy vektor M X = X — M =
(1,—1,—-2) a  mé parametricky popis [1,1,2] +x(1, —1, —2). Zbyva uréit prusecik S a p. Tzn.

fesfme rovnici [1,1,2] + (1, -1, -2) = [0,2,2] + s(1,—1,1). Reseni z = —1, s = 2 ndm davd
prisecik [1,1,2] + (=3) - (1, =1, -2) = [3, 5, 5]

Bodovani: primka 5 3b, pruseciky 2b.

53.

Normaélovy vektor roviny je u; = (1,1, —1) a muzeme ddle volit dva vektory ze zaméteni
roviny: napi. ug = (1,0,1) a ug = (0,1,1). V bézi a = (uq, ug, u3) ma zobrazeni ¢ matici

00O
(‘P)a,a: 0
0

)

1
0



Pomoci vztahu (¢)c = (id)ea - (©)a,a - (id)q, dostaneme
2 —-11
-1 2 1
1 1 2

1
(90)6,6 - g

Pro névod, jak se pocitaji matice prechodu (id)e o a (id)q,, doporucujeme znovu piecist vzorové
FeSenf druhé vnitrosemestralni pisemky. Konecne ¢((1,1,1))" = (@) - (1,1, 1)7 = (3,2, 3)7
Bodovdni: vybér vhodné bdze 1b, matice zobrazeni ve vhodné bdzi 1b, matice prechodu 1b,

vysledek 1b, obraz vektoru (1,1,1) 1b.

54. Oznacme CtyTi stavy postupné MM, MH, HM, HH, kde prvni pismeno znaci, kde byli
na dovolené loni, a druhé, kam jedou letos. Sledujme pravdépodobnosti zmény stavu nasledujici
rok. Ze stavu M M, ktery znaci, ze byli dvakrat u motre, musi jet na hory, tj. s pravdépodobnosti
1 se presouva systém do stavu M H. Ve stavu M H hazeji kostkou a s pravdépodobnosti % jedou
na hory (novy stav HH) a s pravdépodobnosti % jedou k mofi (novy stav HM). Podobneé ze
stavu HM s pravdépodobnosti % jde systém do stavu M M resp. M H. Konec¢né ze stavu HH
s pravdépodobnosti 1 do stavu H M. Matice Markovova procesu je proto

00 3 0
1040
0201
05 00

Vlastni vektor prislusny vlastnimu éislu 1 je (3,6, 6,2). Prondsobenim zlomkem %7 dostaneme

pravdépodobnostni vektor (1—37, %, %, %) Pravdépodobnost stavu MM je %, a stavu HM je
1%. Pravdépodobnost, ze pojedou k moii, je proto % + 1% = 1%.

Bodovdni: sestaveni matice 2b, vlastni vektor 2b, interpretace 1b.



