
2. vnitrosemestrálńı ṕısemka — MB101 — jaro 2013 — 25. 4.

SKUPINA — A

Na řešeńı je 45 minut. Pǐste jen na předńı strany list̊u. (Zadńı strany nebudou opraveny ani skenovány.)

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (3 body) Necht’ je dána matice (lineárńıho zobrazeńı ve standardńı bázi vektorového pro-
storu R

4 do sebe) A, o niž v́ıme, že má vlastńı č́ıslo 2. Určete podprostor vektorového
prostoru R

4 sestávaj́ıćı z vlastńıch vektor̊u př́ıslušných vlastńımu č́ıslu 2.

A =









2 3 −2 1
−1 −4 4 −1
1 3 0 0
2 −3 2 −1









Poznámka: ostatńı vlastńı č́ısla a jim př́ıslušné vektory nehledejte.

2. (3 body) Ve vektorovém prostoru R
4 uvažme podprostor

U = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R
4 | x2 + 2x3 + 3x4 = 0} .

a) Určete nějakou bázi podprostoru U .

b) Určete nějakou ortogonálńı bázi podprostoru U .

Připomeňme, že ortogonálńı báze sestává z navzájem kolmých vektor̊u. Neztrácejte tedy čas s normováńım vektor̊u

a hledáńım ortonormálńı báze.

3. (4 body) Ve vektorovém prostoru R
3 uvažme bázi α = (u1, u2, u3) složenou z vektor̊u

u1 = (1, 0, 1), u2 = (0, 1, 1) a u3 = (1, 1, 1). Dále bud’ ϕ : R3 → R
3 lineárńı zobrazeńı

o němž v́ıme, že ϕ(u1) = u1, ϕ(u2) = u3 a ϕ(u3) = u2.

a) Určete matici přechodu od báze α ke standardńı bázi ǫ = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)).

b) Určete matici přechodu od báze ǫ k bázi α.

c) Určete matici zobrazeńı ϕ v bázi ǫ.

V části c) m̊užete zač́ıt t́ım, že urč́ıte matici zobrazeńı ϕ v nějakých báźıch (např́ıklad od báze α k bázi α nebo od

α k ǫ) a poté využijete matic určených v částech a) a b).

Pokud neumı́te matice v a) a b) vypoč́ıtat, napište aspoň, jak byste postupovali, kdybyste jednu z nich znali.



2. vnitrosemestrálńı ṕısemka — MB101 — jaro 2013 — 25. 4.

SKUPINA — B

Na řešeńı je 45 minut. Pǐste jen na předńı strany list̊u. (Zadńı strany nebudou opraveny ani skenovány.)

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (3 body) Necht’ je dána matice (lineárńıho zobrazeńı ve standardńı bázi vektorového pro-
storu R

4 do sebe) A, o niž v́ıme, že má vlastńı č́ıslo 3. Určete podprostor vektorového
prostoru R

4 sestávaj́ıćı z vlastńıch vektor̊u př́ıslušných vlastńımu č́ıslu 3.

A =









0 2 −3 2
−1 2 −6 4
1 0 6 −2
0 1 3 1









Poznámka: ostatńı vlastńı č́ısla a jim př́ıslušné vektory nehledejte.

2. (3 body) Ve vektorovém prostoru R
4 uvažme podprostor

U = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R
4 | x1 − 2x3 + 2x4 = 0} .

a) Určete nějakou bázi podprostoru U .

b) Určete nějakou ortogonálńı bázi podprostoru U .

Připomeňme, že ortogonálńı báze sestává z navzájem kolmých vektor̊u. Neztrácejte tedy čas s normováńım vektor̊u

a hledáńım ortonormálńı báze.

3. (4 body) Ve vektorovém prostoru R
3 uvažme bázi α = (u1, u2, u3) složenou z vektor̊u

u1 = (1, 1, 1), u2 = (0, 1, 1) a u3 = (1, 1, 0). Dále bud’ ϕ : R3 → R
3 lineárńı zobrazeńı

o němž v́ıme, že ϕ(u1) = u2, ϕ(u2) = u3 a ϕ(u3) = u1.

a) Určete matici přechodu od báze α ke standardńı bázi ǫ = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)).

b) Určete matici přechodu od báze ǫ k bázi α.

c) Určete matici zobrazeńı ϕ v bázi ǫ.

V části c) m̊užete zač́ıt t́ım, že urč́ıte matici zobrazeńı ϕ v nějakých báźıch (např́ıklad od báze α k bázi α nebo od

α k ǫ) a poté využijete matic určených v částech a) a b).

Pokud neumı́te matice v a) a b) vypoč́ıtat, napište aspoň, jak byste postupovali, kdybyste jednu z nich znali.



2. vnitrosemestrálńı ṕısemka — MB101 — jaro 2013 — 25. 4.

SKUPINA — X

Na řešeńı je 45 minut. Pǐste jen na předńı strany list̊u. (Zadńı strany nebudou opraveny ani skenovány.)

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (3 body) Necht’ je dána matice (lineárńıho zobrazeńı ve standardńı bázi vektorového pro-
storu R

4 do sebe) A, o niž v́ıme, že má vlastńı č́ıslo 3. Určete podprostor vektorového
prostoru R

4 sestávaj́ıćı z vlastńıch vektor̊u př́ıslušných vlastńımu č́ıslu 3.

A =









1 3 1 0
−2 6 0 1
4 −6 2 −1
2 −3 2 0









Poznámka: ostatńı vlastńı č́ısla a jim př́ıslušné vektory nehledejte.

2. (3 body) Ve vektorovém prostoru R
4 uvažme podprostor

U = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R
4 | x1 − x2 + 3x4 = 0} .

a) Určete nějakou bázi podprostoru U .

b) Určete nějakou ortogonálńı bázi podprostoru U .

Připomeňme, že ortogonálńı báze sestává z navzájem kolmých vektor̊u. Neztrácejte tedy čas s normováńım vektor̊u

a hledáńım ortonormálńı báze.

3. (4 body) Ve vektorovém prostoru R
3 uvažme bázi α = (u1, u2, u3) složenou z vektor̊u

u1 = (1, 1, 0), u2 = (1, 1, 1) a u3 = (1, 0, 1). Dále bud’ ϕ : R3 → R
3 lineárńı zobrazeńı

o němž v́ıme, že ϕ(u1) = u3, ϕ(u2) = u1 a ϕ(u3) = u3.

a) Určete matici přechodu od báze α ke standardńı bázi ǫ = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)).

b) Určete matici přechodu od báze ǫ k bázi α.

c) Určete matici zobrazeńı ϕ v bázi ǫ.

V části c) m̊užete zač́ıt t́ım, že urč́ıte matici zobrazeńı ϕ v nějakých báźıch (např́ıklad od báze α k bázi α nebo od

α k ǫ) a poté využijete matic určených v částech a) a b).

Pokud neumı́te matice v a) a b) vypoč́ıtat, napište aspoň, jak byste postupovali, kdybyste jednu z nich znali.



2. vnitrosemestrálńı ṕısemka — MB101 — jaro 2013 — 25. 4.

SKUPINA — Y

Na řešeńı je 45 minut. Pǐste jen na předńı strany list̊u. (Zadńı strany nebudou opraveny ani skenovány.)

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (3 body) Necht’ je dána matice (lineárńıho zobrazeńı ve standardńı bázi vektorového pro-
storu R

4 do sebe) A, o niž v́ıme, že má vlastńı č́ıslo 2. Určete podprostor vektorového
prostoru R

4 sestávaj́ıćı z vlastńıch vektor̊u př́ıslušných vlastńımu č́ıslu 2.

A =









−1 2 −3 2
0 0 3 1

−1 4 −4 −1
1 −2 3 2









Poznámka: ostatńı vlastńı č́ısla a jim př́ıslušné vektory nehledejte.

2. (3 body) Ve vektorovém prostoru R
4 uvažme podprostor

U = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R
4 | x2 + 3x3 − x4 = 0} .

a) Určete nějakou bázi podprostoru U .

b) Určete nějakou ortogonálńı bázi podprostoru U .

Připomeňme, že ortogonálńı báze sestává z navzájem kolmých vektor̊u. Neztrácejte tedy čas s normováńım vektor̊u

a hledáńım ortonormálńı báze.

3. (4 body) Ve vektorovém prostoru R
3 uvažme bázi α = (u1, u2, u3) složenou z vektor̊u

u1 = (1, 1, 0), u2 = (1, 0, 1) a u3 = (1, 1, 1). Dále bud’ ϕ : R3 → R
3 lineárńı zobrazeńı

o němž v́ıme, že ϕ(u1) = u1, ϕ(u2) = u3 a ϕ(u3) = u1.

a) Určete matici přechodu od báze α ke standardńı bázi ǫ = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)).

b) Určete matici přechodu od báze ǫ k bázi α.

c) Určete matici zobrazeńı ϕ v bázi ǫ.

V části c) m̊užete zač́ıt t́ım, že urč́ıte matici zobrazeńı ϕ v nějakých báźıch (např́ıklad od báze α k bázi α nebo od

α k ǫ) a poté využijete matic určených v částech a) a b).

Pokud neumı́te matice v a) a b) vypoč́ıtat, napište aspoň, jak byste postupovali, kdybyste jednu z nich znali.



Výsledky

Skupina A:

1. Odečteme vlastńı č́ıslo 2 na diagonále a dostaneme homogenńı soustavu:

A =









0 3 −2 1 0
−1 −6 4 −1 0
1 3 −2 0 0
2 −3 2 −3 0









.

Eliminaćı matice (pokud začneme např́ıklad přemı́stěńım třet́ıho řádku na prvńı) obdrž́ıme
matici ve schodovitém tvaru

A =









1 3 −2 0 0
0 3 −2 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0









.

Při zavedeńı parametr̊u s a t za x3 a x4 dostaneme následuj́ıćı vyjádřeńı podprostoru vlastńıch
vektor̊u {s(0, 2

3
, 1, 0)+ t(1,−1

3
, 0, 1) | s, t ∈ R}. Tud́ıž se jedná o dvoudimenzionálńı podprostor

s báźı např́ıklad ((0, 2
3
, 1, 0), (1,−1

3
, 0, 1)) nebo s báźı ((0, 2, 3, 0), (3,−1, 0, 3)), pokud předchoźı

bazické vektory pronásob́ıme vhodným skalárem. Báze neńı samozřejmě určena jednoznačně,
tj. je v́ıce možných popis̊u podprostoru.

2. Zd̊urazněme, že výsledek neńı jednoznačný, tzn. je možné v́ıce správných odpověd́ı!
a) V dané soustavě o jedné rovnici, lze za x3 a x4 vźıt volné parametry, tj. x3 = s a x4 = t.

Potom x2 = −2x3 − 3x4 = −2s − 3t a za x1 můžeme vźıt daľśı volný parametr x1 = r. Tedy
řešeńı rovnice jsou tvaru (r,−2s− 3t, s, t) = r(1, 0, 0, 0)+ s(0,−2, 1, 0)+ t(0,−3, 0, 1). Proto za
bázi můžeme vźıt např́ıklad ((1, 0, 0, 0), (0,−2, 1, 0), (0,−3, 0, 1)).

b) Protože prvńı dva vektory předchoźı báze jsou na sebe kolmé, zbývá nahradit třet́ı vek-
tor vhodným vektorem, který je k prvńım dvěma vektor̊um kolmý. Dle Gramova-Schmidtova
ortogonalizačńıho procesu, hledáme vektor v3 = (0,−3, 0, 1)+ a(1, 0, 0, 0)+ b(0,−2, 1, 0) kolmý
k vektor̊um v1 = (1, 0, 0, 0) a v2 = (0,−2, 1, 0). Skalárńı součin v3 s v1 dává podmı́nku 0 = a.
Skalárńı součin v3 s v2 dává 0 = 6 + 5b, tj. b = −6

5
. Odtud v3 = (0,−3

5
,−6

5
, 1). Mı́sto něj lze

také vźıt jakýkoli násobek, např́ıklad −5v3 = (0, 3, 6,−5). Ortogonálńı báze je proto např́ıklad
((1, 0, 0, 0), (0,−2, 1, 0), (0, 3, 6,−5)).
Poznamenejme, že v3 je dán, až na násobek, t́ım, že je kolmý k vektor̊um v1 a v2 a také k vektoru

(0, 1, 2, 3) a neńı tedy nezbytně nutné použ́ıt Gram̊uv-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces.

3. a) Matice přechodu od báze α k bázi ǫ se sestav́ı tak, že vektory z α dáme do sloupc̊u.

(id)ǫ,α =





1 0 1
0 1 1
1 1 1



 .

b) Matice přechodu od báze ǫ k bázi α je inverzńı matice k předchoźı matici.

(id)α,ǫ =





0 −1 1
−1 0 1
1 1 −1



 .

c) Matice zobrazeńı ϕ v bázi α se sestav́ı tak, že souřadnice obraz̊u bázových vektor̊u dáme
do sloupc̊u této matice. Tedy (ϕ(u1))α = (u1)α = (1, 0, 0), (ϕ(u2))α = (u3)α = (0, 0, 1) a
(ϕ(u3))α = (u2)α = (0, 1, 0). Odtud

(ϕ)α,α =





1 0 0
0 0 1
0 1 0



 .



Pro výpočet matice zobrazeńı ϕ v bázi ǫ použijeme předchoźı výpočty. Plat́ı

(ϕ)ǫ,ǫ = (id)ǫ,α · (ϕ)α,α · (id)α,ǫ =





−1 −1 2
0 1 0
0 0 1



 .

Skupina B:

1. {s(3, 3,−1, 0) + t(2, 2, 0, 1) | s, t ∈ R}.
2. a) ((0, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 0), (−2, 0, 0, 1)), b) ((0, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 0), (−2, 0, 4, 5)).
3.

a) (id)ǫ,α =





1 0 1
1 1 1
1 1 0



 b) (id)α,ǫ =





1 −1 1
−1 1 0
0 1 −1





c) (ϕ)α,α =





0 0 1
1 0 0
0 1 0



 , (ϕ)ǫ,ǫ =





−1 2 −1
0 1 0
1 0 0





Skupina X:

1. {s(3, 2, 0, 0) + t(1, 0, 2, 2) | s, t ∈ R}.
2. a) ((1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (−3, 0, 0, 1)), b) ((1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (−3, 3, 0, 2)).
3.

a) (id)ǫ,α =





1 1 1
1 1 0
0 1 1



 b) (id)α,ǫ =





1 0 −1
−1 1 1
1 −1 0





c) (ϕ)α,α =





0 1 0
0 0 0
1 0 1



 , (ϕ)ǫ,ǫ =





1 0 0
−1 1 1
2 −1 −1





Skupina Y:

1. {s(0, 3, 2, 0) + t(2, 1, 0, 2) | s, t ∈ R}.
2. a) ((1, 0, 0, 0), (0,−3, 1, 0), (0, 1, 0, 1)), b) ((1, 0, 0, 0), (0,−3, 1, 0), (0, 1, 3, 10)).
3.

a) (id)ǫ,α =





1 1 1
1 0 1
0 1 1



 b) (id)α,ǫ =





1 0 −1
1 −1 0

−1 1 1





c) (ϕ)α,α =





1 0 1
0 0 0
0 1 0



 , (ϕ)ǫ,ǫ =





1 0 0
1 0 0
1 −1 0





Zp̊usob bodováńı

1. Sestaveńı správné homogenńı soustavy 1b, eliminace do schodovitého tvaru 1b, správný
popis podprostoru (např. nějakou báźı nebo pomoćı lineárńıch kombinaćı) 1b.

2. a) 1b, b) postup (Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces nebo jiný vhodný postup)
1b, ortogonálńı báze 1b.

3. a) 1b, b) postup (tj. řečeno, že se jedná o inverzńı matici k předchoźı a postup výpočtu
inverzńı matice) 0.5b, správný výsledek 0.5b (Prohozeńı matic v a) a b): srážka 0.5b ze 2b.)

c) matice zobrazeńı v nějakých báźıch 1b, vhodná převodńı formule pro výpočet matice
zobrazeńı ve standardńı bázi 0.5b, správný výsledek 0.5b. (Jiný metody hodnoceny adekvátně.)

Po sečteńı zaokrouhleno na celé body nahoru.


