Poznamky ke cvicenim
Nékteré poznamky k probéhlym cvicenim:

e Mgjme podmnozinu H* = {a +bv2 | a,b € Q}\ {0} C R* = R\ {0}. Ukazme,
ze (H*,-) je podgrupa (R*,-):

1. Uzavienost na nasobeni. Pro x,y € H* musime ukazat x -y € H*. Z definice
mnoziny H* maji x a y tvar:

r=a+bvV2 a y=c+dV2
pro né&jaké a, b, c,d € Q. Potom:
z-y=(a+bv2) - (c+dV2) = (ac+ 2bd) + (bc + ad)V2

Protoze ac + 2bd € Q a be + ad € Q, plati (ac + 2bd) + (be + ad)v/2 € H*.
2. Inverze. Pro z € H*, x = a + b\/2, a,b € Q, plati:
- 1 (a —bV?2) a b

_a—|—bﬁ: (a+ bv2)(a — b\v/2) T a? 212 7a2—2b2\[2

Nejprve je tfeba si uvédomit, ze a—byv/2 # 0 pro zadna dvé racionélni &isla a, b €
Q, ktera nejsou soucasné rovna nule. Jinak bychom nemohli pifedchozi tpravu
(roziteni zlomku) korektn& provést. Piedpokladejme pro spor, Ze a —byv/2 = 0.
Potom méame dva piipady:
(a) Pokud b # 0, potom a — by/2 = 0 implikuje 7= V2, coz je spor, nebot 7
je racionalni a v/2 neni.
(b) Pokud a # 0, potom a — by/2 = 0 implikuje %b = /2, coz je opét spor,
nebot 2% je raciondlni, kdezto v/2 nen.
Potom jasné plati:
a b
, — €
a? — 2027 a? —2b?

Q
atedy x~! € H*.
Proto je (H*,-) podgrupa (R*,-).

e Model doméci alohy: Uvazme podgrupu ({1,—1,i, —i}, ) grupy (C*,-), C* =
C\ {0}. Jeji tabulka:

. 1 -1 1 —1
1 1 -1 4 —1
-1} -1 1 —1 1
1 1 - -1 1
—i | —1 1 1 -1

Protoze nasobeni neutralnim prvkem je ziejmé, mizete prvni fadek a prvni sloupec
vynechat a uvést pouze tabulku:



Rédy prvki:

nebot:

(-1)>=1=o(-1) =2
iP=—-1 *=—i i*=1=o0(i)=4

(—i)*=—-1 (=i)*=i (=i)*=1=o(—i)=4

Tato grupa je tedy cyklicka, nebot obsahuje prvek fadu 4, dokonce ma takové prvky
dva, a sice ¢ a —i. Systém podgrup:

{1,-1,i,—i}

{1’ _1}

{1}

To, ze jde o podgrupy, je ziejmé (v tloze nemusi byt argumentovano). Musime vSak
argumentovat, pro¢ neexistuji zadné dalsi podgrupy. V tomto pfipadé vSe plyne z
faktu, ze tato grupa je cyklickid. Podgrupy cyklickych grup jsou v bijekci s déliteli
velikosti této grupy, coz jsou v tomto piipadé pravé 1, 2 a 4.

Ukoly

Pro nésledujici grupy urcete:
1. Cayleyho tabulku této grupy.
2. Rad kazdého prvku.

3. Rozhodnéte, zda je grupa cyklicka. V pripadé kladné odpovédi uvedte alesponi
jeden prvek, kterym je generovana.

4. Systém vSech podgrup.

Své fefeni vidy doprovodte vypoctem, ktery podporuje vase tvrzeni.



e (Zs X Zs,+). Grupa Zy x Zy obsahuje:
Zs x 7o = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}
a s¢itani je definovano po slozkach, tj. (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d).

hd (ZT47 : )
o Grupa (A4, 0) < (S4,0) vBech sudych permutaci:

A4 = {1’ (17 27 3)? (1737 2)? (17 274)? (]" 47 2)7 (2’ 374)7 (2’ 45 3)7
(1,3,4),(1,4,3),(1,2) 0 (3,4),(1,3) 0 (2,4),(1,4) o (2,3)}

Pricem?z 1 oznacuje identickou permutaci.

e Grupa (D4, o) symetrii ¢tverce:
D4 = {1a R%aRﬂvR‘%"7ol7 027 035 04}

kde 1 reprezentuje identickou transformaci, R,, rotace o ihel a a O; osovou symetrii
postupné podle prvni a druhé diagonéaly, horizontalni a vertikalni symetrii.



