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Rozklady podle podgrup

Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mnoZiné prvki grupy G
definujeme relaci a ~p b jestlize b1 -a € H,tj. a*- b€ H (tyto
dvé podminky jsou zfejmé& ekvivalentni, neni to ale totéz jako
podminky a- b~! nebo b-a™1).

Je to relace ekvivalence:
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Rozklady podle podgrup

Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mnoZiné prvki grupy G
definujeme relaci a ~p b jestlize b1 -a € H,tj. a*- b€ H (tyto
dvé podminky jsou zfejmé& ekvivalentni, neni to ale totéz jako
podminky a- b~! nebo b-a™1).
Je to relace ekvivalence:
eala=ecH,
o jelibl-a=hecH potomal-b=(b1l-a)t=htlcH,
o je-lic™t- b€ H aziroveii je b1 -a € H, potom
clia=ct-b-blacH.
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Celd grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tfidy rozkladu podle
podgrupy H vzdjemné& ekvivalentnich prvki.
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Celd grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tfidy rozkladu podle
podgrupy H vzdjemné& ekvivalentnich prvki.

T¥du pFisludejici prvku a znatime a- H (zfejmé& a € a- H) a
skute¢né plati, Ze

a-H=1{a-h, he H},

nebot prvek b je ve stejné t¥idé s a, pravé kdy? jde takovymto
zplisobem vyjadfFit.
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Celd grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tfidy rozkladu podle
podgrupy H vzdjemné& ekvivalentnich prvki.

T¥du pFisludejici prvku a znatime a- H (zfejmé& a € a- H) a
skute¢né plati, Ze

a-H=1{a-h, he H},

nebot prvek b je ve stejné t¥idé s a, pravé kdy? jde takovymto
zplisobem vyjadfFit.

Mnozinu vSech levych t¥id rozkladu podle podgrupy H oznalujeme
G/H.

Obdobné definujeme pravé t¥idy rozkladu H - a. P¥islugna
ekvivalence je: a ~ b, jestlize a- b~! € H. Proto

H\G ={H-a; ac G}.
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Pro tFidy rozkladu grupy plati:
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Pro tFidy rozkladu grupy plati:
© Levé a pravé tFidy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji
pravé tehdy, kdyZ pro kadé a€ G, h€ H platia-h-a=! € H.
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Pro tFidy rozkladu grupy plati:
© Levé a pravé tFidy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji
pravé tehdy, kdyZ pro kadé a€ G, h€ H platia-h-a=! € H.
@ VSechny tfidy (levé i pravé) maji shodnou mohutnost jako
podgrupa H.
© Zobrazenia-H — H-a~! zaddvd bijekci mezi levymi a
pravymi tfidami rozkladu G podle H.

Poznamka

Rozmyslete si, pro¢ je v poslednim tvrzeni a~! a nikoliv a.
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Necht G je kone&nad grupa s n prvky (tj. G je ¥adu n), H jeji
podgrupa. Potom
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[ee]eY To)
Disledek

Necht G je kone&nad grupa s n prvky (tj. G je ¥adu n), H jeji
podgrupa. Potom
@ Mohutnost n = |G| je sou¢inem mohutnosti H a mohutnosti
G/H, t
|G| = |G/H| - |H]|

@ P¥irozené &islo |H| je délitelem ¢&isla n.

© Je-lia € G prvek Fadu k, pak k déli n.

Q pro kazdé a € G je 3" = e.

© je-li mohutnost grupy G prvocislo p , pak je G izomorfni
cyklické grupé Z.

Druhému tvrzeni se ¥ikava Lagrangeova véta, predposlednimu mald
Fermatova véta (Last&ji ovéem ve specidlnim p¥ipadé grupy (Z,,))
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Snadnymi disledky p¥edchoziho jsou nasledujici véty:

Véta (Mald Fermatova)

Pro libovolné prvocislo p a ¢&islo a € Z nedélitelné p plati

a”1=1 (mod p).




Rozklady podle podgrup
ooooe

Snadnymi dasledky p¥edchoziho jsou nasledujici véty:

Véta (Mald Fermatova)

Pro libovolné prvocislo p a &islo a € 7. nedélitelné p plati

a”1=1 (mod p).

Véta (Eulerova)

Pro libovolné m € N a kazdé a € Z spliiujici (a, m) = 1 plati

a?(M =1 (mod m).
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Normdlni podgrupy

Podgrupy H, pro které plati, e a- h-a~! € H pro viechna a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy (znatime H < G) . Snadno
se nahlédne platnost nasledujiciho
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Normdlni podgrupy

Podgrupy H, pro které plati, e a- h-a~! € H pro viechna a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy (znatime H < G) . Snadno
se nahlédne platnost nasledujiciho

Podgrupa H je normdini pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé a € G plati
a-H = H - a (jinymi slovy: levy rozklad G podle podgrupy H je
shodny s pravym rozkladem).
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Normdlni podgrupy

Podgrupy H, pro které plati, e a- h-a~! € H pro viechna a € G,
h € H, se nazyvaji normalni podgrupy (znatime H < G) . Snadno
se nahlédne platnost nasledujiciho

Tvrzeni

Podgrupa H je normdini pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé a € G plati
a-H = H - a (jinymi slovy: levy rozklad G podle podgrupy H je
shodny s pravym rozkladem).

Dusledek

011G, GG
e V komutativni grupé je kaZda podgrupa normalni.

e Je-li H podgrupa kone¢né grupy G, kde |H| =|G|/2, pak je H
normdini.

4
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@ Dihedralni grupa D,, ma vzdy normalni podgrupu izomorfni
Z,. Levy (i pravy) rozklad podle této podgrupy je dvojprvkova
mnoZina

{Zn,s-Zn}.

o (r?) = {id, r?} je normalIni podgrupa v Dg. Levy rozklad podle
této podgrupy je EtyFprvkovd mnoZzina

{{id, r2}, {r, r3}, {s, srz}, {sr, sr3}}.




Pro normalni podgrupy je dob¥e definovdno nasobeni na G/H
vztahem

(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.
Skute&ng, volbou jinych reprezentantl a- h, b- b’ dostaneme opét

stejny vysledek
(a-h-b-H)-H=((a-b)- (b~ -h-b)-H)-H.

Je-li H normdini podgrupou G, tvofi rozklad G /H s nasobenim
definovanym prostfednictvim reprezentanti grupu. Je-li G
komutativni, je i G/H komutativni.




Pro normalni podgrupy je dob¥e definovdno nasobeni na G/H
vztahem

(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.
Skute&ng, volbou jinych reprezentantl a- h, b- b’ dostaneme opét

stejny vysledek
(a-h-b-H)-H=((a-b)- (b~ -h-b)-H)-H.

Véta

Je-li H normdini podgrupou G, tvofi rozklad G /H s nasobenim
definovanym prostfednictvim reprezentanti grupu. Je-li G
komutativni, je i G/H komutativni.

Priklad

nZ={na; acZ} CZ

zadédva pro libovolné n € N podgrupu Z a jeji faktorgrupou (az na
izomorfismus) je aditivni grupa zbytkovych t¥id Z, (p¥itom pro
n =1 jde o trividlni grupu) .




Normalni podgrupy
000®00000000

Jednoduché (prosté) grupy

Naproti tomu existuji i grupy, které nemaji Zddné vlastni normalni
podgrupy, takové grupy se nazyvaji jednoduché (simple). Znalost
téchto grup je velmi dileZitad, protoze z nich je v jistém smyslu
sloZena kazd3 konecnd grupa.

1255 stran “tvrdé’ matematiky
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téchto grup je velmi dileZitad, protoze z nich je v jistém smyslu
sloZena kazd3 konecnd grupa.

Mezi koneénymi komutativnimi grupami je situace skute¢né
jednoducha — prostymi jsou pouze grupy Z, pro prvociselné p
(podobné& i kazdd prosta grupa lichého ¥adu je nutn& izomorfni Z,
— diikaz tohoto faktu je ale zna&n& netrividlnil).
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Naproti tomu existuji i grupy, které nemaji Zddné vlastni normalni
podgrupy, takové grupy se nazyvaji jednoduché (simple). Znalost
téchto grup je velmi dileZitad, protoze z nich je v jistém smyslu
sloZena kazd3 konecnd grupa.

Mezi koneénymi komutativnimi grupami je situace skute¢né
jednoducha — prostymi jsou pouze grupy Z, pro prvociselné p
(podobné& i kazdd prosta grupa lichého ¥adu je nutn& izomorfni Z,
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V nekomutativnim pt¥ipadé je situace vyrazné sloZitéj$i — aZ v roce
1982 (samozfejmé s pomoci pocitali) se podafilo zavrsit usili
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Jednoduché (prosté) grupy

Naproti tomu existuji i grupy, které nemaji Zddné vlastni normalni
podgrupy, takové grupy se nazyvaji jednoduché (simple). Znalost
téchto grup je velmi dileZitad, protoze z nich je v jistém smyslu
sloZena kazd3 konecnd grupa.

Mezi koneénymi komutativnimi grupami je situace skute¢né
jednoducha — prostymi jsou pouze grupy Z, pro prvociselné p
(podobné& i kazdd prosta grupa lichého ¥adu je nutn& izomorfni Z,
— diikaz tohoto faktu je ale zna&n& netrividlnil).

V nekomutativnim pt¥ipadé je situace vyrazné sloZitéj$i — aZ v roce
1982 (samozfejmé s pomoci pocitali) se podafilo zavrsit usili

o uplnou klasifikaci jednoduchych grup.

Napfiklad alternujici grupa A, (tj. podgrupa sudych permutaci
grupy X,) je jednoduchd pro n > 5, z &ehoZ (s pomoci tzv.
Galoisovy teorie) plyne nemoznost existence obecnych vzorci pro
kofeny polynomi stupné 5 a vyssiho.

1255 stran “tvrdé’ matematiky
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Vztah normalnich podgrup a homomorfismi

Vsechna jadra homomorfismi jsou normalni podgrupy. Naopak,
jestliZze je podgrupa H C G normdlni, pak zobrazeni (projekce na
faktorgrupu)

p:G—G/H, a—a-H

je surjektivni homomorfismus grup s jadrem H. Skute¢ng, p je
dobte definované, pfimo z definice ndsobeni na G/H je vidét, Ze to
musi byt homomorfismus, ktery je zjevné na. Je tedy vidét, Ze
normalni podgrupy jsou pravé vSechna jadra homomorfisma.
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Vztah normalnich podgrup a homomorfismi

Vsechna jadra homomorfismi jsou normalni podgrupy. Naopak,
jestliZze je podgrupa H C G normdlni, pak zobrazeni (projekce na
faktorgrupu)

p:G—G/H, a—a-H

je surjektivni homomorfismus grup s jadrem H. Skute¢ng, p je
dobte definované, pfimo z definice ndsobeni na G/H je vidét, Ze to
musi byt homomorfismus, ktery je zjevné na. Je tedy vidét, Ze
normalni podgrupy jsou pravé vSechna jadra homomorfisma.

Dualni pojmy

@ Homomorfismus f = normalni podgrupa ker f
@ Normdlni podgrupa H = homomorfismus G — G/H
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Véty o izomorfismu

Vé&ta (prvni, zdkladni)

Pro libovolny homomorfismus grup f : G — K je dobFe definovdn
také homomorfismus

f:G/kerf — K, f(a-H) = f(a),

ktery je injektivni.
Zejména dostavame G/ ker f = (G).
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PY¥edchozi véta je nejéastéji pouzivanou vétou z vét o
izomorfismech. PouZiva se zejména pro uréeni struktury
faktorgrupy (resp. &asto spi¥e pro potvrzeni, tj. dikaz, intuitivn&
z¥ejmé struktury).

Cemu je izomorfni faktorgrupa reguldrnich matic ¥adu n nad R
podle podgrupy matic determinantu 1 (tj., ¢emu se rovnd

GLa(R)/ SLa(R))?
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Regeni

Postupujme nejprve intuitivné (pfedeviim je t¥eba si uv&domit, Ze
zmin&na podgrupa je normalnil): délime reguldrni matice ¥ddu n
matice do t¥id podle toho, jaky davaji (nenulovy) determinant. Zd3
se tedy, Ze zminénou faktorgrupou by mohla byt grupa nenulovych
redlnych &isel R* s operaci ndsobeni (diky Cauchyové vét&

o determinantu soucinu matic).
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Regeni

Postupujme nejprve intuitivné (pfedeviim je t¥eba si uv&domit, Ze
zmin&na podgrupa je normalnil): délime reguldrni matice ¥ddu n
matice do t¥id podle toho, jaky davaji (nenulovy) determinant. Zd3
se tedy, Ze zminénou faktorgrupou by mohla byt grupa nenulovych
redlnych &isel R* s operaci ndsobeni (diky Cauchyové vét&

o determinantu soucinu matic).

To, Ze je to skutetné ono, dokdZeme pomoci konstrukce
surjektivniho homomorfismu z (GL,(R), ) do (R*,-), jehoZ jadrem
bude prav& SL,(R).
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Regeni

Postupujme nejprve intuitivné (pfedeviim je t¥eba si uv&domit, Ze
zmin&na podgrupa je normalnil): délime reguldrni matice ¥ddu n
matice do t¥id podle toho, jaky davaji (nenulovy) determinant. Zd3
se tedy, Ze zminénou faktorgrupou by mohla byt grupa nenulovych
redlnych &isel R* s operaci ndsobeni (diky Cauchyové vét&

o determinantu soucinu matic).

To, Ze je to skutetné ono, dokdZeme pomoci konstrukce
surjektivniho homomorfismu z (GL,(R), ) do (R*,-), jehoZ jadrem
bude prav& SL,(R).

Nyni uz by mélo byt vidét, Ze pFirozenou volbou pro takovy
homomorfismus je A — det(A).
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Priklad

Necht (G, o) je grupa nekonstantnich linedrnich zobrazeni redlnych
¢isel s operaci skldadani zobrazeni, tj.

G={f: R—R|f(x)=ax+ b,aeR*, beR}.
Urcete, ktera z podgrup

T={f: R— R|f(x) =ax,ae R*}
S={f: R->R|f(x)=x+b,beR}

je normalni a v p¥ipadé normality urlete strukturu p¥islusné
faktorgrupy.

Regeni
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Priklad

Necht (G, o) je grupa nekonstantnich linedrnich zobrazeni redlnych
¢isel s operaci skldadani zobrazeni, tj.

G={f: R—R|f(x)=ax+ b,aeR*, beR}.
Urcete, ktera z podgrup
T={f: R— R|f(x) =ax,ae R*}
S={f: R->R|f(x)=x+b,beR}

je normalni a v p¥ipadé normality urlete strukturu p¥islusné
faktorgrupy.

Regeni

Normdlni je S, hledany homomorfismus na faktorgrupu (R*,-) pak
f — a (pro f(x) = ax+ b).
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Dalsi véty o izomorfismu

Sou&inem podgrup A, B < G rozumime podgrupu

AB = {abla € A, b € B}. Normalizdtorem podgrupy B v G
rozumime mnoZinu Ng(B) = {g € G; gB = Bg} (tj. mnoZinu t&h
prvki G, pro néz splyvaji pfislusné levé a pravé t¥idy rozkladu; B je
tedy normalni podgrupou G, prav& kdyz Ng(B) = G).
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Dalsi véty o izomorfismu

Sou&inem podgrup A, B < G rozumime podgrupu

AB = {abla € A, b € B}. Normalizdtorem podgrupy B v G
rozumime mnoZinu Ng(B) = {g € G; gB = Bg} (tj. mnoZinu t&h
prvki G, pro néz splyvaji pfislusné levé a pravé t¥idy rozkladu; B je
tedy normalni podgrupou G, prav& kdyz Ng(B) = G).

Véta (druhd, diamantova)

Necht A, B < G jsou podgrupy spliiujici A < Ng(B). Pak
(AN B) < A a plati

AB/B = A/(AN B).
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Véta (t¥eti)

Jsou-li A, B <1 G normalni podgrupy splriujici A < B, pak
B/A< G/A a plati

(G/A)/(B/A) = G/B.
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Véta (t¥eti)

Jsou-li A, B <1 G normalni podgrupy splriujici A < B, pak
B/A< G/A a plati

(G/A)/(B/A) = G/B.

V&ta (&tvrtd, svazovy izomorfismus)

Necht je N <1 G. Pak existuje bijekce mezi mnoZinou podgrup A
obsahujicich N a mnoZinou podgrup A/N faktorgrupy G/N. Navic
normalnim podgrupam odpovidaji normalni podgrupy.
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Véta (t¥eti)

Jsou-li A, B <1 G normalni podgrupy splriujici A < B, pak
B/A< G/A a plati

(G/A)/(B/A) = G/B.

V&ta (&tvrtd, svazovy izomorfismus)

Necht je N <1 G. Pak existuje bijekce mezi mnoZinou podgrup A
obsahujicich N a mnoZinou podgrup A/N faktorgrupy G/N. Navic
normalnim podgrupam odpovidaji normalni podgrupy.

P¥iklad
Urete svaz podgrup Dg grupy symetrii &tverce a odvodte z ng]
svaz podgrup Dg/ < r? >.

| A
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P¥iklad

Zdanlivé paradoxni je pfiklad homomorfismu C* — C* definovany
na nenulovych komplexnich &islech vztahem z — z* s p¥irozenym
k. Zjevné jde o surjektivni homomorfismus a jeho jadro je mnoZina
k-tych odmocnin z jednicky, tj. cyklickd podgrupa Zy. Prvni véta
o izomorfismu tedy ddva pro vSechna pfirozena k izomorfismus

f:C*/Zy — C*.

Tento ptiklad ukazuje, Ze u nekoneénych grup nejsou pocty
s mohutnostmi tak ptehledné jako u kone&nych grup




Okruhy a télesa

Plan prednéasky

© Okruhy a télesa
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S grupami se potkavame nejastéji jako s mnoZinami transformaci.
U skaldrii i vektor(i ale vystupovalo hned vice obdobnych struktur
zaroven.
Jako standardni p¥iklady m&me na mysli skalary (tj. cela &isla Z,
raciondIni &isla Q, redlni &i komplexni &isla R, C) a mnoZiny
polynomii nad takovymi skalary R. Klasickym p¥ikladem
kone¢ného okruhu je pak Z,.
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S grupami se potkavame nejastéji jako s mnoZinami transformaci.
U skaldrii i vektor(i ale vystupovalo hned vice obdobnych struktur
zaroven.
Jako standardni p¥iklady m&me na mysli skalary (tj. cela &isla Z,
raciondIni &isla Q, redlni &i komplexni &isla R, C) a mnoZiny
polynomii nad takovymi skalary R. Klasickym p¥ikladem
kone¢ného okruhu je pak Z,.

Definice

Komutativni grupa (R, +) s neutrdlnim prvkem 0 € R, spolu s dal3f
operaci - spliiujici

@ (a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a,b,c € R (asociativita);

@ a-b=b-a, pro véechny a,b € R (komutativita);

@ existuje prvek 1 takovy, Ze pro v8echny a€ R platil-a=a
(existence jednicky);

@a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a,b,c € R

(distributivita);

se nazyva komutativni okruh. Takovy okruh zapisujeme (R, +,-).
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Definice

Jestlize v komutativnim okruhu R plati ¢ - d = 0 pravé, kdyz je
alespori jeden z prvkl c a d nulovy, pak okruh R nazyvame
oborem integrity.

P¥iklad
o Okruhy (Z,+,),(Q,+, ") jsou obory integrity.

@ Okruh Gaussovych celych &isel Z[i] = {a+ bi;a,b € Z} je
oborem integrity.

@ Okruh (Z4,+,-) neni obor integrity, narozdil od (Zs, +, -).
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Definice

Jestlize v komutativnim okruhu R plati ¢ - d = 0 pravé, kdyz je
alespori jeden z prvkl c a d nulovy, pak okruh R nazyvame
oborem integrity.

Priklad
o Okruhy (Z,+,),(Q,+, ") jsou obory integrity.
@ Okruh Gaussovych celych &isel Z[i] = {a+ bi;a,b € Z} je
oborem integrity.
@ Okruh (Z4,+,-) neni obor integrity, narozdil od (Zs, +, -).

Pokud neplati vlastnost komutativity operace -, hovofime
o nekomutativnim okruhu (nebo pouze o okruhu). V daldim se
ovéem omezime pouze na okruhy komutativni.
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Definice

Jestlize v komutativnim okruhu R plati ¢ - d = 0 pravé, kdyz je
alespori jeden z prvkl c a d nulovy, pak okruh R nazyvame
oborem integrity.

Priklad
o Okruhy (Z,+,),(Q,+, ") jsou obory integrity.
@ Okruh Gaussovych celych &isel Z[i] = {a+ bi;a,b € Z} je
oborem integrity.
@ Okruh (Z4,+,-) neni obor integrity, narozdil od (Zs, +, -).

Pokud neplati vlastnost komutativity operace -, hovofime

o nekomutativnim okruhu (nebo pouze o okruhu). V daldim se
ovéem omezime pouze na okruhy komutativni.

Operaci + budeme Fikat sé€itani a operaci - nasobeni. Navic
budeme vzdy pfedpokladat existenci jedni¢ky 1 pro operaci
nasobeni, neutralnimu prvku pro séitani ¥fikame nula.
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Zakladni vlastnosti operaci v okruhu

V kaZzdém komutativnim okruhu R s jedni¢kou plati ndsledujici
vztahy (které ndm jist& p¥ipadaji samozfejmé u skalard)

Q@ 0-c=c-0=0 pro viechny c € R,
—c=(-1)-c=c-(—1) pro vdechny c € R,
—(c-d)=(—c)-d=c-(—d) pro viechny c,d € R,

a-(b—c)=a-b—a-c,

909
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Délitelnost v okruhu

Obecné ¥ikdme, Ze a € R déli ¢ € R, jestliZe existuje b tak, Ze
a- b= c. Skute€nost Ze c € R je dé&litelné a € R zapisujeme ac.
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Délitelnost v okruhu

Obecné ¥ikdme, Ze a € R déli ¢ € R, jestliZe existuje b tak, Ze
a- b= c. Skute€nost Ze c € R je dé&litelné a € R zapisujeme ac.
Dodatecnou vlastnosti oboru integrity oproti obecnému okruhu je
neexistence netrivialnich délitelt nuly. OkamZité odtud také
vyplyva jednoznaénost déliteli:
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Délitelnost v okruhu

Obecné ¥ikdme, Ze a € R déli ¢ € R, jestliZe existuje b tak, Ze
a- b= c. Skute€nost Ze c € R je dé&litelné a € R zapisujeme ac.
Dodatecnou vlastnosti oboru integrity oproti obecnému okruhu je
neexistence netrivialnich délitelt nuly. OkamZité odtud také
vyplyva jednoznaénost déliteli:

Plati-li v oboru integrity a= b -c a b # 0, pak c je jednozna¢né
ddno volbou a, b.
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Délitelnost v okruhu

Obecné ¥ikdme, Ze a € R déli ¢ € R, jestliZe existuje b tak, Ze
a- b= c. Skute€nost Ze c € R je dé&litelné a € R zapisujeme ac.
Dodatecnou vlastnosti oboru integrity oproti obecnému okruhu je
neexistence netrivialnich délitelt nuly. OkamZité odtud také
vyplyva jednoznaénost déliteli:

Véta

Plati-li v oboru integrity a= b -c a b # 0, pak c je jednozna¢né
ddno volbou a, b.

Diikaz.
Pro a = bc = bc’ totiz plati 0 = b- (c — ¢’) a b # 0, proto
c=c. O

| \

A
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Délitelé jednicky, tj. invertibilni prvky v R, se nazyvaji jednotky.
Jednotky v komutativnim okruhu vzdy tvofi komutativni grupu.
Netrividlni (komutativni) okruh, ve kterém jsou viechny nenulové
prvky invertibilni, se nazyva (komutativni) téleso.
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Délitelé jednicky, tj. invertibilni prvky v R, se nazyvaji jednotky.
Jednotky v komutativnim okruhu vzdy tvofi komutativni grupu.
Netrividlni (komutativni) okruh, ve kterém jsou viechny nenulové
prvky invertibilni, se nazyva (komutativni) téleso.

V Ceské literatufe se nékdy v pfipadé komutativniho télesa miZete
setkat s pojmenovanim pole (z angl. field).
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Typickym p¥ikladem komutativnich téles jsou &iselné obory Q, R,
C. Déle pak v8echny okruhy zbytkovych t¥id Z, s prvo&iselnym p.
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Typickym p¥ikladem komutativnich téles jsou &iselné obory Q, R,
C. Déle pak v8echny okruhy zbytkovych t¥id Z, s prvo&iselnym p.
Zakladnim p¥ikladem nekomutativniho okruhu s jedni¢kou je
mnoZina Maty(R) v8ech &tvercovych matic nad okruhem R

s k Yadky a sloupci. Jak jsme vidéli ddvno, neni to ani obor
integrity.
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Typickym p¥ikladem komutativnich téles jsou &iselné obory Q, R,
C. Déle pak v8echny okruhy zbytkovych t¥id Z, s prvo&iselnym p.
Zakladnim p¥ikladem nekomutativniho okruhu s jedni¢kou je
mnoZina Maty(R) v8ech &tvercovych matic nad okruhem R

s k Yadky a sloupci. Jak jsme vidéli ddvno, neni to ani obor
integrity.

Jako ptiklad nekomutativniho okruhu, kde existuji inverze

k nenulovym prvkiim (tzv. okruh s d&lenim) uved me okruh
kvaternion(i

H={a+b-i+c-j+d-k; ab,c,deR},

se s¢itanim po sloZkdch a nasobenim odvozenym ze zdkladnich
relaci

P=pP=k=-1, ij=—ji=k, jk=—ki=i, ki=—ik=].
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Obor integrity vs. téleso

KaZdy konecny obor integrity je téleso. \

Dokazuje se prostfednictvim homomorfismu f : R — R, f(x) = ax
(je to injekce, proto surjekce, proto je R t&leso (rozmyslete!). [
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KaZdy konecny obor integrity je téleso. \

Dokazuje se prostfednictvim homomorfismu f : R — R, f(x) = ax
(je to injekce, proto surjekce, proto je R t&leso (rozmyslete!). [

A co obracen&? Samozifejmé je kaZdé téleso oborem integrity.
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Obor integrity vs. téleso

KaZdy konecny obor integrity je téleso.

Dokazuje se prostfednictvim homomorfismu f : R — R, f(x) = ax
(je to injekce, proto surjekce, proto je R t&leso (rozmyslete!). [

A co obracen&? Samozifejmé je kaZdé téleso oborem integrity.

Ztejmé je napt. Z obor integrity, ktery nenfi téleso.
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Polynomy

Polynomem rozumime jakykoliv koneény vyraz, ktery lze poskliddat
ze zndmych konstantnich prvkd R a jedné nezndmé proménné
pomoci operaci s¢itani a nasobeni:
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Polynomy

Polynomem rozumime jakykoliv koneény vyraz, ktery lze poskliddat
ze zndmych konstantnich prvk( R a jedné nezndmé proménné
pomoci operaci s¢itani a nasobeni:

Definice

Necht R je jakykoliv (dale vzdy) komutativni okruh skaldrd.
Polynomem nad R rozumime koneény vyraz

k
f(x) = Z aix’
i=0
kde a; € R, i =0,1,...,k, jsou tzv. koeficienty polynomu. Je-li

ax # 0, ¥fikdme, Ze f(x) ma stupeii k, piseme st f = k. Nulovy
polynom nem3 stupefi, polynomy stupné nula jsou prdvé nenulové
prvky v R, kterym ¥ikdme konstantni polynomy.
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Polynomy

Polynomem rozumime jakykoliv koneény vyraz, ktery lze poskliddat
ze zndmych konstantnich prvk( R a jedné nezndmé proménné
pomoci operaci s¢itani a nasobeni:

Definice

Necht R je jakykoliv (dale vzdy) komutativni okruh skaldrd.
Polynomem nad R rozumime koneény vyraz

k
f(x) = Z aix’
i=0
kde a; € R, i =0,1,...,k, jsou tzv. koeficienty polynomu. Je-li

ax # 0, ¥fikdme, Ze f(x) ma stupeii k, piseme st f = k. Nulovy
polynom nem3 stupefi, polynomy stupné nula jsou prdvé nenulové
prvky v R, kterym ¥ikdme konstantni polynomy.

Polynomy f(x) a g(x) jsou stejné, jestlize maji stejné koeficienty.
MnoZinu viech polynomi nad okruhem R budeme znatit R[x].




000000008000
Kazdy polynom zaddava zobrazeni f : R — R, jehoZz hodnota

vznikne dosazenim hodnoty ¢ za nezdvislou proménnou x, tj.

f(c) = a0+ aic+ -+ arck.

Vsimnéme si, Ze konstantni polynomy odpovidaji pravé
konstantnim zobrazenim.
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Kazdy polynom zaddava zobrazeni f : R — R, jehoZz hodnota
vznikne dosazenim hodnoty ¢ za nezdvislou proménnou x, tj.

f(c) = a0+ aic+ -+ arck.

Vsimnéme si, Ze konstantni polynomy odpovidaji pravé
konstantnim zobrazenim.

Kofen polynomu f(x) je takovy prvek ¢ € R, pro ktery je
f(c)y=0€eR.
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Kazdy polynom zaddava zobrazeni f : R — R, jehoZz hodnota
vznikne dosazenim hodnoty ¢ za nezdvislou proménnou x, tj.

f(c) = a0+ aic+ -+ arck.

Vsimnéme si, Ze konstantni polynomy odpovidaji pravé
konstantnim zobrazenim.

Kofen polynomu f(x) je takovy prvek ¢ € R, pro ktery je
f(c)y=0€eR.

Obecné se miZe stat, Ze rizné polynomy definuji stejnd zobrazeni.
Nap¥. polynom x? + x € Zy[x] zad4va identicky nulové zobrazeni.
Obecngji, pro kazdy koneny okruh R = {ag, a1, ..., ax} zadava
polynom f(x) = (x — ap)(x — a1) ... (x — ax) identicky nulové
zobrazeni. Zaroveni ale plati tvrzeni, které dokaZeme zanedlouho:

JestliZe je R nekone&ny okruh, pak dva polynomy f(x) a g(x) nad
R jsou stejné pravé tehdy, kdyZ jsou stejna pFislusnd zobrazeni f a
g.
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Dva polynomy f(x) = ", aix’ a g(x) = >, bix" umime pF¥irozen&
také séitat i nasobit:
(f +8)(x) = (a0 + bo) + (a1 + by)x + - + (ak + by)x"
(f - g)(x) = (aobo) + - - + (aoby + + - - + agho)x" + ...
kde uvaZujeme nulové koeficienty vSude, kde v plvodnim vyrazu

pro polynomy nenulové koeficienty nejsou a u s¢itdni necht je k
maximalni ze stupiii ¥ a g.
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Tato definice vskutku odpovida pFislusnym operacim s&itani a
nasobeni hodnot zobrazeni f, g : R — R, diky vlastnostem skalarii
v ptvodnim okruhu R.



Tato definice vskutku odpovidd pFislusnym operacim séitani a
nasobeni hodnot zobrazeni f, g : R — R, diky vlastnostem skalari
v ptvodnim okruhu R.

P¥imo z definice vyplyva, Ze mnoZina polynomi R[x] nad
komutativnim okruhem s jedni¢kou je op&t komutativnim okruhem
s jednitkou, p¥itemz jedni¢kou v R[x] je opé&t jednitka 1 v okruhu
R vnimana jako polynom stupné nula.

Okruh polynomii nad oborem integrity je opét obor integrity.




Tato definice vskutku odpovidd pFislusnym operacim séitani a
nasobeni hodnot zobrazeni f, g : R — R, diky vlastnostem skalari
v ptvodnim okruhu R.

P¥imo z definice vyplyva, Ze mnoZina polynomi R[x] nad
komutativnim okruhem s jedni¢kou je op&t komutativnim okruhem
s jednitkou, p¥itemz jedni¢kou v R[x] je opé&t jednitka 1 v okruhu
R vnimana jako polynom stupné nula.

Okruh polynomii nad oborem integrity je opét obor integrity.

Mame ukdzat, Ze v R[x] mohou byt netrividlni délitelé nuly pouze
tehdy, jestlize jsou uZz v R. To je ale zfejmé z vyrazu pro nasobenf
polynomii. Jsou-li f(x) a g(x) polynomy stupn& k a ¢ jako vy3e,

pak koeficient u x¥*¢ v soutinu f(x) - g(x) je sou&in ay - by a ten

musi byt nenulovy, pokud nejsou délitelé nuly v R. [
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Formalni mocninné Fady

V Matematice Il jsme pracovali s formalnimi mocninnymi fadami a
neformalné jsme prohlasili, Ze s nimi miZeme provadét analogické
operace jako s polynomy. Nyni toto tvrzeni miiZeme zasadit do
formalniho algebraického kontextu:
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Formalni mocninné Fady

V Matematice Il jsme pracovali s formalnimi mocninnymi fadami a
neformalné jsme prohlasili, Ze s nimi miZeme provadét analogické
operace jako s polynomy. Nyni toto tvrzeni miiZeme zasadit do
formalniho algebraického kontextu:

Necht R je okruh skaldri. FormdIni mocninou Fadou nad R
rozumime (obecn& nekonetny) formalni vyraz f(x) = > 2 aix’,
kde a; € R, i =0,1,..., jsou tzv. koeficienty Fady.
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Formalni mocninné Fady

V Matematice Il jsme pracovali s formalnimi mocninnymi fadami a
neformalné jsme prohlasili, Ze s nimi miZeme provadét analogické
operace jako s polynomy. Nyni toto tvrzeni miiZeme zasadit do
formalniho algebraického kontextu:

Necht R je okruh skaldri. FormdIni mocninou Fadou nad R
rozumime (obecn& nekonetny) formalni vyraz f(x) = > 2 aix’,
kde a; € R, i =0,1,..., jsou tzv. koeficienty Fady.

Snadno se ukaZe, Ze s dfive definovanymi operacemi s&itani a
nasobeni tvofi formalni mocniné ¥ady okruh, ktery znatime R[[x]]
(a jehoz je R[x] podokruhem).tvo¥i formalni mocniné ¥ady okruh,
ktery znatime R[[x]] (a jehoZ je R[x] podokruhem). Sami si zkuste
rozmyslet, Ze invertibilnimi prvky tohoto okruhu jsou pravé
mocninné Yady, které maji invertibilni absolutni ¢len.



	Rozklady podle podgrup
	Normální podgrupy
	Okruhy a telesa

