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Délitelnost a nerozloZitelnost
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Smé&Fujeme nyni ke zobecn&ni rozkladi polynomil na ireducibilni
polynomy nad &iselnymi obory a k tomu nejprve potfebujeme
ujasnit, co je délitelnost v zakladnim okruhu R samotném.
UvaZujme proto néjaky pevné zvoleny obor integrity R, tfeba celd
gisla Z nebo okruh Z, s prvotiselnym p. V R definujeme délitelnost
analogicky jako to zndme ze Z: bla <= Jc€ R:a=b-c.

Pak plati:
@ je-li a|b a zarovefi b|c pak také alc;
@ a|b a zaroveh a|c pak také a|(ab+ (c) pro viechny «, 5 € R;
@ 2|0 pro viechny a € R (je totiz a- 0 = 0);

o kazdy prvek a € R je d&litelny viemi jednotkami e € R* a
jejich ndsobky a - e (jak p¥imo plyneza=a-e-e 1)
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Rekneme, Ye prvek a € R je ireducibilni (nerozloZitelny), jestlize
@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),
@ je délitelny pouze jednotkami e € R* a &isly a- e (tzv. &isla
asociovand s a — tj. takova b € R, Ze a|b a b|a; znatime
a~ b).
Rekneme, 7e okruh R je obor integrity s jednozna&nym
rozkladem, jestliZe plati:

@ pro kazdy nenulovy prvek a € R, ktery neni jednotkou, existuji
nerozlozZitelné a1,...,a, € R takové, Ze a=a1-a>...a,

@ jsou-li prvky a1,...,a, a by, ..., bs ireducibilni, nejsou mezi
nimi Zadné jednotky a ajay...a, = biby... bs, pak je r =s a
ve vhodném preusporddani plati a; = e;b; pro vhodné
jednotky e; (tj. tyto dva rozklady jsou stejné aZ na potadi a
asociovanost &initeld).
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@ Z,R[x] jsou obory integrity s jednozna&nym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvoéisla a &isla k nim opa¢na).

@ KaZdé téleso je obor integrity s jednoznatnym rozkladem (kde
kazdy nenulovy prvek je jednotka).

@ Napt. v okruhu R[v/—5] = {a + b\/—5; a, b € R} existuji dva
rtizné rozklady &isla 6 na nerozlozitelné prvky:

6=2-3=(1-+v-5)(1++v-b).?

?To, ze uvedené prvky jsou ireducibilni a Ze nejsou asociované, je ale t¥eba
trochu ,,odpracovat”.
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Zakladnim nastrojem pro diskusi dé&litelnosti, spole¢nych déliteli
apod. v okruhu celych &isel Z je procedura déleni se zbytkem a
Eukliddv algoritmus pro hledani nejvétsich spoleénych déliteld.
Tyto postupy nyni zobecnime.

Lemma (Vé&ta o dé&leni se zbytkem pro polynomy)

Necht R je komutativni okruh bez dé&liteli nuly a f, g € R[x]
polynomy, g # 0. Pak existuje a € R, a # 0, a polynomy q a r
spliiujici af = qg + r, kde r = 0 nebo st r < stg. Je-li navic R
téleso nebo je aspori vedouci koeficient polynomu g roven jedné,
potom Ize volit a =1 a polynomy q a r jsou v tomto pFipadé
uréeny jednoznacné.

Poznamka

Toto tvrzeni je mozné aplikovat i obecngji (viz Euklidovské
okruhy), je ale tfeba sprdvné& definovat, jak budeme porovndvat
prvky.
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Proceduru déleni se zbytkem miZeme okamzité vyuzit k diskusi
kofenl polynomi nad obory integrity R.

Uvazme polynom f(x) € R[x], stf > 0, a délme jej polynomem
x—b, beR.

Protoze je vedouci koeficient délitele jedni¢ka, algoritmus pro
déleni dava jednoznaény vysledek. Dostdvame tedy jednoznainé
zadané polynomy q a r spliiujici f = q-(x — b) + r, kde r =0
nebostr =0, tj. r € R. Tzn., Ze hodnota polynomu f v b € R je
rovna pravé f(b) = r (toto je zdklad postupu zndmého jako
Hornerovo schéma).

Proto je prvek b € R koFen polynomu f pravé, kdyz (x — b)|f.
ProtoZe po vydéleni polynomem stupné jedna vZdy klesne stupeni
vysledku alespofi o jedni¢ku, dokdazali jsme nasledujici tvrzeni:

Dusledek

KaZdy nenulovy polynom f nad télessm R ma nejvyse st f koFend.




Kofeny a rozklady polynomi
0®0000000

Polynom x3 m4 nad Zg 4 koteny ([0]s, [2]s, [4]s, [6]s.)-
Je to tim, Ze tento okruh neni oborem integrity (a tedy ani
télesem).

Disledkem p¥edchoziho tvrzeni je nasledujici velmi dalezity fakt.

Disledek

Libovolna kone¢nad podgrupa multiplikativni grupy (K*,-) télesa
(K, +,") je cyklickd. Specidlné existuje prvek g € Z, tak, Ze jeho
mocniny generuji celou grupu 7 .
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Plati-li pro k > 1, %e dokonce (x — b)¥|f, kde k je nejv&té mo¥né
(tj. (x — b)kTL [f), ¥ikdme, Ze koten b je nasobnosti k.

Dva polynomy nad nekoneénym télesem, které zaddvaji stejné
zobrazeni R — R, maji rozdil, jehoZ kofenem je kazdy prvek v R.
ProtoZe rozdil polynom{ ma jen konecny stupeni, pokud neni
nulovy, dokdzali jsme tak jiz dfive uvedené tvrzeni:

JestliZe je R nekonecné té&leso, pak dva polynomy f(x) a g(x) nad
R jsou stejné pravé, kdyZ jsou stejna pFislusna zobrazeni f a g.
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Polynom h je nejvétsi spoleény délitel dvou polynomi f a
g € R[x], jestlize:

e h|f a zdrovefi h|g

o jestlize k|fa zarovefi k|g pak také k|h.

Véta (Bezoutova rovnost)

Necht R je té&leso a necht f,g € R[x|. Pak existuje nejvétsi
spole¢ny délitel h polynomi f a g. Polynom h je uréeny
Jjednoznacné, aZ na nasobek nenulovym skalarem. PFitom existuji
polynomy A, B € R[x] takové, Ze h = Af + Bg.

Eukliddv algoritmus. [
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Dikaz nasledujiciho tvrzeni je pomé&rné technicky a nebudeme jej

prezentovat v detailech (i kdyZ jsme si vie potfebné pro ngj jiz
v podstat& p¥ipravili).

Je-li R obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také okruh
polynomi R|[x]| je obor integrity s jednozna&nym rozkladem.

Z|x], Zs|x] jsou okruhy s jednozna&nym rozkladem.
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Dasledkem této véty je skute€nost, Ze kazdy polynom nad
komutativnim okruhem s jednoznaénym rozkladem miiZzeme
rozloZit tak, jak to zndme s polynomy s redlnymi nebo komplexnimi
koeficienty. Pokud ma polynom tolik ko¥en(i, véetné nasobnosti,
jako je jeho stupeii st f = k, je odpovidajici rozklad tvaru

f(x)=>b-(x—a1) (x—a2)...(x — ak).

Zatimco redlné polynomy mohou byt i tiplné bez kofen(i, kazdy
komplexni polynom naopak takovyto rozklad p¥ipousti. To je
obsahem tzv. zakladni véty algebry?:

Vé&ta (Zakladni véta algebry)

Téleso komplexnich &isel C je tzv. algebraicky uzavrené, tj. kaZdy
nekonstatni polynom ma v C koren.

'Wikipedia: ,, This fact has led some to remark that the Fundamental
Theorem of Algebra is neither fundamental, nor a theorem of algebra."
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Hledani kofenu a ireducibilita

Véta (Gaussovo lemma)

Je-li polynom f € 7Z[x] ireducibilni nad Z, pak je rovnéz ireducibilni
JjakoZto polynom nad Q.

Disledek

\/2 neni raciondini &islo.

Véta
Ma-li polynom f(x) = anx" + - - - 4 ag € Z[x] raciondIni koFen
r/s € Q v zakladnim tvaru, pak rlag a s|ap.

P¥iklad
o DokaZte, e x3 — 3x — 1 € Q[x] je ireducibilni.
o Dokazte, 7e x> — 3x — 1 € Z[x] je ireducibilni.

A\
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Hledani kofenli a ireducibilita, pokr.

Véta (Eisensteinovo kritérium ireducibility)

Je-li f(x) = anx" + -+ + aix + ap € Z[x]|, pFicemz:
° plaog,---,pn-1,P1an
° p?1fap.

Pak je f ireducibilni nad Z (a tedy i nad Q).

Dusledek

Nad okruhem Z existuji ireducibilni polynomy libovolného stupné.

Stadi uvazit f, = x" + 2, ktery je podle Eisensteinova kritéria
(s p = 2) ireducibilni stupn& n. O
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Pozndmka

UZite¢na je Casto také tzv. lokalizace, tj. redukce koeficientl
modulo zvolené prvoéislo p, pfip. posunuti prom&nné o konstantu.
Nap¥., e polynom x3 + 27x? + 5x + 97 je ireducibilni, zjistime diky
redukci (modulo 3),ireducibilitu tzv. kruhového polynomu

xP —1

=xPl 4+ x+1
x—1

diky substituci x = y + 1.

Véta
Je-li a koFenem polynomu f nad télesem nasobnosti k > 1, je
koFenem f' ndsobnosti k — 1.

Disledek
Ndsobné koFeny polynomu f jsou pravé koFeny (f,f'). Vsechny
kofeny polynomu f obdrZime jako (jednoduché) koFeny polynomu

f/(f, ).
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Polynomy vice proménnych

Okruhy polynomi v proménnych xi, ..., x, definujeme induktivné
vztahem
Rx1, ...y xr] i= R[x1, ..., xr—1][x]-

Nap¥. R[x, y] = R[x][y], tzn. Ze uvaZujeme polynomy v promé&nné
y nad okruhem R[x]. Snadno se ovéFi, Ze polynomy v promé&nnych
X1,...,Xr |lze chapat jako vyrazy vzniklé z pismen xi,...,x, a
prvki okruhu R kone&nym po&tem (formdlniho) s¢itdni a ndsobeni
v komutativnim okruhu.
Naptiklad prvky v R[x, y] jsou tvaru

f=an(x)y" +an1(x)y" '+ +a(x)
= (amnx™ + -+ aon)y” + -+ + (bpox” + -+ + boo)

= oo + C10X + o1y + c20x? + crixy + coay? + ...
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Jako diisledek nasi definice a pfedchozich vysledkl pro polynomy
nad obecnymi komutativnimi okruhy dostavame:

Dusledek

Q Jestlize v okruhu R nejsou délitelé nuly, pak také v okruhu
polynomi R[xi, ..., x| nejsou délitelé nuly.

@ Je-li R obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také
okruh polynomii R[xi,...,x,| je obor integrity
s jednoznaénym rozkladem.

Z[x,y] je okruh s jednozna&nym rozkladem.
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Symetrické polynomy

Definice
Polynom f € R[x1, ..., xp|, ktery se nezmé&ni pf¥i libovolné
permutaci proménnych xi, ..., X, se nazyva symetricky polynom.

Elementarnimi symetrickymi polynomy rozumime polynomy

S =X1+X2+ -+ Xp,
S2 :X1X2+X1X3+"'+X,-,_1Xn,

Véta (zdkladni véta o symetrickych polynomech)

Libovolny symetricky polynom lze vyjadFit jako polynom
v proménnych sy, ..., Sp.

N
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Dusledek (Vietovy (Newtonovy) vztahy)

Vztahy mezi koFeny a koeficienty polynomu
f(x) = x" = ap_1x"" 14 Fagxtag = (x—x1)-(x—x2) - (x—xp):

an-1=—(a+---+xp)=—s1

ap—2 =X1X2 + -+ + Xp_1Xp = 2

Priklad
Urcete polynom s kofeny
o X]?7X21
11
Q 5
jsou-li x1, xo koFeny polynomu x? 4+ 13x + 7 (aniZ byste je
vy&islovali).
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Nasi snahou nyni bude zobecnit zplisob konstrukce raciondlnich
¢isel jakozto zlomki &isel celych.

Necht R je obor integrity. Jeho podilové téleso(Ring of Fractions)
definujeme jako t¥idy ekvivalence dvojic (a,b) € R x R, b # 0,
které zapisujeme ¢, a ekvivalence je ddna

a a4

B = E = ab/ = a/b.

S&itani a ndsobeni definujeme prostfednictvim reprezentanti t¥id

E+£_ad+bc

b d  bd
ac_ac
bd bd

Snadno se ové&fi korektnost této definice a viechny axiomy télesa.

Zejména je % neutralni prvek vzhledem ke s&itani, % je neutrdlni
a 1

b
ba 1

prvek vzhledem k nasobeni a pro a# 0, b # 0 je
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Podilové t&leso okruhu R[xi,...,x,] nazyvdme téleso
racionalnich funkci a zna&ime je R(xy,...,x).

Touto konstrukci ,,pfidame” k okruhu R minimalni mnoZstvi prvki
tak, abychom jiz mohli délit libovolnymi nenulovymi prvky.
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