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p̌ŕıklad̊u), Masarykova univerzita, 3. vydáńı, 2004, 117 stran,
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Vrat’me se k jednoduchému a názornému p̌ŕıkladu statistik kolem
výsledk̊u student̊u v daném p̌redmětu, který je a neńı podobný
klasické pravděpodobnosti a s ńı souvisej́ıćı statistice p̌ri házeńı
kostkou.
Na jedné straně jsme p̌ripustili pouze konečný počet možných
bodových hodnoceńı (v tomto p̌ŕıpadě celá č́ısla od 0 do 40),
zároveň ale neńı patrně vhodné p̌redstavovat si výsledky
jednotlivých student̊u jako analogii nezávislého házeńı kostkou (to
by byla skutečně divně vedená p̌rednáška).
Mı́sto toho máme na základńım prostoru Ω všech student̊u
definovánu funkci bodového ohodnoceńı X : Ω→ R. Je to typický
p̌ŕıklad náhodné veličiny.
U každé náhodné veličiny poťrebujeme umět pracovat s vhodnou
množinou jev̊u. Zpravidla požadujeme, abychom mohli pracovat
s pravděpodobnostmi p̌ŕıslušnosti hodnoty X do p̌redem zadaného
intervalu.
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Přirozeněǰśı interpretaćı výsledku pokusu je totiž často sṕı̌se než
zjǐstěńı, zda náhodný jev nastal či nenastal, nějaká hodnota:

součet bodů na dvou kostkách,

počet bakteríı v daném množstv́ı roztoku nebo

počet student̊u, ktěŕı uspěli u zkoušky nebo ktěŕı źıskali
alespoň 5 bodů z konkrétńıho p̌ŕıkladu.

Od pravděpodobnostńıho prostoru (Ω,A,P) tedy poťrebujeme
p̌rej́ıt k obdobné dvojici (R,B) tak, abychom podmnožinám R,
lež́ıćım v σ-algeb̌re B byli schopni p̌rǐradit pravděpodobnost
odvozenou z (Ω,A,P).
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Na prostoru Rk uvažujme nejmenš́ı jevové pole B obsahuj́ıćı
všechny k–rozměrné intervaly. Množinám v B ř́ıkáme borelovské
množiny (nebo také mě̌ritelné množiny) na Rk .
Speciálně pro k = 1 jde o množiny, které obdrž́ıme z interval̊u
konečnými pr̊uniky a nejvýše spočetnými sjednoceńımi.

Definice

Náhodná veličina X na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P)
je taková funkce X : Ω→ R, že vzor X−1(B) paťŕı do A pro
každou Borelovskou množinu B ∈ B na R (tj. X : Ω→ R je tzv.
borelovsky mě̌ritelná).
Množinová funkce

PX (B) = P(X−1(B))

se nazývá rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny X .
Náhodný vektor (X1, . . . ,Xk) na (Ω,A,P) je k–tice náhodných
veličin.
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Př́ıklad

Hod́ıme jedenkrát kostkou, množina elementárńıch jev̊u je
Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}. Jevovým polem necht’ je
A = {∅, {ω1, ω2}, {ω3, ω4, ω5, ω6},Ω}.
Zjistěte jestli zobrazeńı X : Ω→ R dané p̌redpisem

a) X (ωi ) = i pro každé i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6},
b) X (ω1) = X (ω2) = −2,X (ω3) = X (ω4) = X (ω5) = X (ω6) = 3

je náhodnou veličinou vzhledem k A.

Př́ıklad

Je dáno jevové pole (Ω,A), kde Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5} a

A = {∅, {ω1, ω2}, {ω3}, {ω4, ω5}, {ω1, ω2, ω3},
{ω1, ω2, ω4, ω5}, {ω3, ω4, ω5},Ω}.

Najděte nějaké (co nejobecněǰśı) zobrazeńı X : Ω→ R, které bude
náhodnou veličinou vzhledem k A.
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Definice náhodné veličiny zajǐst’uje, že pro všechny
−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ existuje pravděpodobnost P(a < X ≤ b), kde
použ́ıváme stručné značeńı pro jev A = (ω ∈ Ω; a < X (ω) ≤ b)).

Definice

Distribučńı funkćı (distribution, cumulative density function)
náhodné veličiny X je funkce F : R→ R definovaná pro všechny
x ∈ R vztahem

F (x) = P(X ≤ x).

Distribučńı funkćı náhodného vektoru (X1, . . . ,Xk) je funkce
F : Rk → R definovaná pro všechny (x1, . . . , xk) ∈ Rk vztahem

F (x) = P(X1 ≤ x1 ∧ · · · ∧ Xk ≤ xk).
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Diskrétńı náhodné veličiny

Předpokládejme, že náhodná veličina X na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A,P) nabývá jen konečně mnoha hodnot
x1, x2, . . . , xn ∈ R. Pak existuje tzv. pravděpodobnostńı funkce
f (x) taková, že

f (x) =

{
P(X = xi ) pro x = xi

0 jinak.

Evidentně
∑n

i=1 f (xi ) = 1.
Takové náhodné veličině se ř́ıká diskrétńı.
Každá náhodná veličina definovaná pro klasickou pravděpodobnost
je diskrétńı. Obdobně lze definici pravděpodobnostńı funkce rozš́ı̌rit
na veličiny se spočetně mnoha hodnotami (pracujeme pak
s nekonečnými řadami)
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Spojité náhodné veličiny

I když hodnoty náhodné veličiny X nejsou diskrétńı, můžeme
postupovat podobně s užit́ım diferenciálńıho a integrálńıho počtu.
Intuitivně lze uvažovat takto: hustotu f (x) pravděpodobnosti
pro X si p̌redstav́ıme jako

P(x < X ≤ x + dx) = f (x)dx .

To znamená, že chceme pro −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞

P(a < X ≤ b) =

∫ b

a
f (x)dx . (∗)

Definice

Náhodná veličina X , pro kterou existuje jej́ı hustota
pravděpodobnosti splňuj́ıćı (∗), se nazývá spojitá.
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Vlastnosti distribučńı funkce

Věta

Necht’ X je náhodná veličina, F (x) je jej́ı distribučńı funkce.

1 F je neklesaj́ıćı.

2 F je zprava spojitá, limx→−∞ F (x) = 0 a limx→∞ F (x) = 1.

3 Je-li X diskrétńı s hodnotami x1, . . . , xn, pak je F (x) po
částech konstantńı, F (x) =

∑
xi≤x P(X = xi ) a F (x) = 1

kdykoliv x ≥ xn.

4 Je-li X spojitá, pak je F (x) diferencovatelná a jej́ı derivace se
rovná hustotě X , tj. plat́ı F ′(x) = f (x).
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Distribučńı funkce - p̌ŕıklady
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Obdobně definujeme distribučńı funkce a hustotu a
pravděpodobnostńı funkci pro spojité a diskrétńı náhodné vektory.
Hovǒŕıme také o simultánńıch pravděpodobnostńıch funkćıch a
hustotách.
Pro dvě proměnné (vektor (X ,Y ) náhodných veličin):

f (x , y) =

{
P(X = xi ∧ Y = yi ) x = xi ∧ y = yi

0 jinak.

u diskrétńıch a pro všechny a, b ∈ R pro spojité:

P(−∞ < X ≤ a,−∞ < Y ≤ b) =

∫ a

−∞

∫ b

−∞
f (x , y)dxdy .

Marginálńı rozložeńı pro jednu z proměnných obdrž́ıme tak, že
p̌res ostatńı posč́ıtáme nebo zintegrujeme.
Náhodné veličiny X a Y jsou stochasticky nezávislé, jestliže je
jejich simultánńı distribučńı funkce splňuj́ı

F (x , y) = G (x) · H(y)

kde G a H jsou distribučńı funkce veličin X a Y .
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Rovnoměrné (diskrétńı) rozděleńı popisuje náhodnou veličinu,
která může nabývat konečně mnoha hodnot se stejnou
pravděpodobnost́ı, znač́ıme X ∼ Rd(n) (nap̌r. X ∼ Rd(6)
odpov́ıdá hodu kostkou).
Alternativńı rozděleńı popisuje pokus se dvěma možnými
výsledky, často nazývanýni zdar, resp. nezdar. Náhodná veličina
X ∼ A(p) nabývá hodnoty 1 (zdar) s pravděpodobnost́ı p.
Distribučńı a pravděpodobnostńı funkce jsou tedy tvaru:

FX (t) =


0 t < 0

1− p 0 ≤ t < 1

1 t > 1

fX (t) =


p t = 1

1− p t = 0

0 jinak

.

Binomické rozděleńı Bi(n, p) odpov́ıdá n–krát nezávisle
opakovanému pokusu popsanému alternativńım rozděleńım,
p̌ričemž naše náhodná veličina mě̌ŕı počet zdar̊u. Je tedy

fX (t) =

{(n
t

)
pt(1− p)n−t t ∈ {0, 1, . . . , n}

0 jinak
.
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Binomické rozděleńı

Na obrázku jsou pravděpodobnostńı funkce pro Bi(50, 0.2),
Bi(50, 0.5) a Bi(50, 0.9). Rozděleńı pravděpodobnosti dob̌re
odpov́ıdá intuici, že nejv́ıce výsledk̊u bude bĺızko u hodnoty np:
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Binomické rozděleńı

S binomickým rozděleńım se potkáváme velice často v praktických
úlohách. Jednou z nich je popis náhodné veličiny, která popisuje
počet X p̌redmět̊u v jedné zvolené p̌rihrádce z n možných, do
nichž jsme náhodně rozdělili r p̌redmět̊u. Uḿıstěńı kteréhokoliv
p̌redmětu do pevně zvolené p̌rihrádky má pravděpodobnost 1/n
(každá z nich je stejně pravděpodobná). Zjevně tedy bude pro
jakýkoliv počet k = 0, . . . , r

P(X = k) =

(
r

k

)(
1

n

)k (
1− 1

n

)r−k
=

(
r

k

)
(n − 1)r−k

nr
,

jde proto o rozložeńı X typu Bi(r , 1/n).
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Binomické → Poissonovo rozděleńı

Jestliže nám bude vzr̊ustat počet p̌rihrádek n společně s počtem
p̌redmět̊u rn tak, že v pr̊uměru nám na každou p̌rihrádku bude
p̌ripadat (p̌ribližně) stejný počet prvk̊u λ, můžeme dob̌re vyjáďrit
chováńı našeho rozděleńı veličin Xn p̌ri limitńım p̌rechodu n→∞.
Takovéto chováńı popisuje nap̌r. fyzikálńı soustavy s velikým
počtem molekul plynu. Standardńı úpravy vedou p̌ri
limn→∞ rn/n = λ k výsledku:

lim
n→∞

P(Xn = k) = lim
n→∞

(
rn
k

)
(n − 1)rn−k

nrn

= lim
n→∞

rn(rn − 1) . . . (rn − k + 1)

(n − 1)k
1

k!

(
1− 1

n

)rn

=
λk

k!
lim
n→∞

(
1 +
− rn

n

rn

)rn

=
λk

k!
e−λ

protože obecně funkce (1 + x/n)n konverguj́ı stejnoměrně k funkci
ex na každém omezeném intervalu v R.
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Binomické → Poissonovo rozděleńı

Tečky znázorňuj́ı Poissonovo rozděleńı, červeně Bi(10, 1
2 ), moďre

Bi(20, 1
4 ) a zeleně Bi(1000, 1

200 )
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Poissonovo rozděleńı Po(λ)

Poissonovo rozděleńı popisuje náhodné veličiny
s pravděpodobnostńı funkćı

fX (k) =

{
λk

k! e−λ k ∈ N
0 jinak.

Jak jsme odvodili výše, toto diskrétńı rozděleńı (rozložené do
nekonečně mnoha bodů) dob̌re aproximuje binomická rozděleńı
Bi(n, λ) pro konstantńı λ > 0 a veliká n.
Snadno ově̌ŕıme

∞∑
k=0

fX (k) =
∑
k

λk

k!
e−λ = e−λ

∑
k

λk

k!
= e−λ+λ = 1.
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Poissonovo rozděleńı

Dob̌re modeluje výskyt jev̊u:

s očekávanou konstantńı hustotou na jednotku objemu – nap̌r.
bakterie ve vzorku (popis očekávaného výskytu k bakteríı p̌ri
rozděleńı vzorku na n stejných část́ı)

rozděleńı událost́ı, které se vyskytuj́ı náhodně v čase a bez
závislosti na p̌redchoźı historii – v praxi jsou takové procesy
často spojeny s poruchovost́ı stroj̊u a zǎŕızeńı

Př́ıklad

počet branek ve fotbalovém zápase (za 90 minut)

počet telefonńıch hovor̊u za minutu na call centru

počet aut p̌rij́ıžděj́ıćıch na ǩrižovatku

...
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Geometrické rozděleńı

Geometrické rozděleńı má náhodná veličina X ∼ Ge(p), která
udává celkový počet nezdar̊u, které v posloupnosti opakovaných
pokus̊u p̌redcházej́ı prvńımu zdaru, p̌ričemž pravděpodobnost
úspěchu v každém pokusu je rovna p .

fX (t) =

{
(1− p)t · p pro t = 0, 1, . . .

0 jinak.

Hypergeometrické rozděleńı. Mějme N p̌redmět̊u, z nichž právě
M má danou vlastnost. Z těchto N p̌redmět̊u náhodně vybereme n
p̌redmět̊u bez vraceńı. Náhodná veličina X ∼ Hg(N,M, n) udává
počet vybraných prvk̊u s danou vlastnost́ı. Zřejmě tato náhodná
velǐsina může nabývat pouze celoč́ıselných hodnot z intervalu
[max{0,M − N + n},min{n,M}]. Pro t z tohoto intervalu pak

fX (t) =

(M
t

)(N−M
n−t

)(N
n

) .
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