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Vratme se k jednoduchému a nidzornému p¥ikladu statistik kolem
vysledk{ studentl v daném predmétu, ktery je a neni podobny
klasické pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice p¥i hazeni
kostkou.

Na jedné strané jsme pfipustili pouze koneény poéet moznych
bodovych hodnoceni (v tomto pfipad& celd &isla od 0 do 40),
zaroveli ale neni patrné vhodné predstavovat si vysledky
jednotlivych studentl jako analogii nezavislého hazeni kostkou (to
by byla skute¢n& divné vedend predndska).

Misto toho mdme na zdkladnim prostoru Q v3ech studenti
definovanu funkci bodového ohodnoceni X : Q — R. Je to typicky
ptiklad ndhodné veliginy.

U kazdé ndhodné veli¢iny potfebujeme umét pracovat s vhodnou
mnozinou jevl. Zpravidla poZadujeme, abychom mohli pracovat

s pravdépodobnostmi p¥islusnosti hodnoty X do pfedem zadaného
intervalu.
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P¥irozengjsi interpretaci vysledku pokusu je totiz Casto spiSe neZ
zjisténi, zda ndhodny jev nastal &i nenastal, néjakd hodnota:

@ soulet bodil na dvou kostkach,
@ podet bakterii v daném mnoZstvi roztoku nebo

@ pocet studentl, ktefi uspéli u zkousky nebo ktefi ziskali
alespon 5 bodil z konkrétniho ptikladu.

Od pravdépodobnostniho prostoru (2, .4, P) tedy potfebujeme
prejit k obdobné dvojici (R, B) tak, abychom podmnoZindm R,
leZicim v o-algeb¥e B byli schopni pfifadit pravdépodobnost
odvozenou z (2, A, P).
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Na prostoru R¥ uvaZujme nejmeni jevové pole B obsahujici
v8echny k—rozmérné intervaly. Mnozindm v B ¥ikdme borelovské
mnoZiny (nebo také m&Fitelné mnoziny) na RX.

Specidln& pro k = 1 jde o mnoZiny, které obdrzime z intervali
kone¢nymi praniky a nejvySe spocetnymi sjednocenimi.

Definice

Nahodna veli¢ina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P)
je takova funkce X : Q — R, %e vzor X~1(B) pat¥i do A pro
kazdou Borelovskou mnozinu B € B na R (tj. X : Q — R je tzv.
borelovsky méFitelnd).

MnoZinova funkce

Px(B) = P(X"}(B))

se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X.
Nahodny vektor (Xi,...,Xk) na (2,4, P) je k—tice ndhodnych
veli¢in.
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Priklad

Hodime jedenkrat kostkou, mnoZina elementarnich jevi je
Q = {w1, w2, ws, ws,ws, we }. Jevovym polem necht je

A = {0, {w1, w2}, {ws, ws,ws,we}, Q}.
Zjistéte jestli zobrazeni X : Q — R dané predpisem

a) X(wj) =1 pro kazdé i € {1,2,3,4,5,6},
b) X(wl) = X(WQ) = —2,X(W3) = X((,U4) = X((,«.)5) = X(wﬁ) =

je ndhodnou veli¢inou vzhledem k A.

Priklad

Je déno jevové pole (Q2,.4), kde Q = {w1, w2, w3, ws,ws} a

A = {wu {wlu W2}, {w3}7 {W4,W5}, {w1,WQ,(A)3}7

{w1, w2, wa,ws}, {ws, ws, ws }, Q}.

Najdéte n&jaké (co nejobecngjsi) zobrazeni X : Q — R, které bude
nahodnou veli¢inou vzhledem k A.
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Definice ndhodné veli¢iny zajistuje, e pro vdechny
—00 < a < b < oo existuje pravdépodobnost P(a < X < b), kde
pouZivdme stru€né znaleni pro jev A = (w € Q; a < X(w) < b)).

Definice

Distribuéni funkci (distribution, cumulative density function)
nahodné veli¢iny X je funkce F : R — R definovana pro vsechny
x € R vztahem

F(x) = P(X < x).

Distribuéni funkci ndhodného vektoru (Xi, ..., Xx) je funkce
F : Rk — R definovana pro viechny (xi,...,xx) € R vztahem

F(x)=P(X1 <x1 A~ A Xk < xk).
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Diskrétni nahodné veli¢iny

Pfedpokladejme, Ze nahodnd veli¢ina X na pravdépodobnostnim
prostoru (€2, A, P) nabyva jen kone&n& mnoha hodnot

X1, X2, ..., X, € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni funkce
f(x) takova, ze

Flx) = {P(X = X;) f).ro X = X;
0 jinak.

Evidentn& >~7 | f(x;) = 1.

Takové nahodné veli¢ing se ¥ika diskrétni.

KaZd3a ndhodna veli¢ina definovana pro klasickou pravd&podobnost
je diskrétni. Obdobné& Ize definici pravdépodobnostni funkce roz¥i¥it
na veli¢iny se spoetn& mnoha hodnotami (pracujeme pak

s nekone&nymi ¥adami)
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Spojité nahodné veli¢iny

| kdyZ hodnoty ndhodné veli¢iny X nejsou diskrétni, mizeme
postupovat podobné s uZitim diferencidlniho a integrdlniho poctu.
Intuitivn& Ize uvaZovat takto: hustotu f(x) pravdépodobnosti
pro X si predstavime jako

P(x < X < x+dx) = f(x)dx.

To znamena, Ze chceme pro —co < a< b <

Pla< X < b) = /b F(x)dx. (%)

Nahodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota
pravdé&podobnosti spliiujici (*), se nazyva spojita.




Ndahodné veliginy
00000@00

Vlastnosti distribuéni funkce

Necht X je ndhodna veli¢ina, F(x) je jeji distribu&ni funkce.

© F je neklesajici.

@ F je zprava spojitd, limy_,_ o F(x) =0 a limy_o F(x) = 1.

© Je-li X diskrétni s hodnotami x, ..., x,, pak je F(x) po
&astech konstantni, F(x) =3 ., P(X =x;) a F(x) =1
kdykoliv x > x,.

Q Je-li X spojitd, pak je F(x) diferencovatelna a jeji derivace se
rovnd hustot& X, tj. plati F'(x) = f(x).
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Distribuéni funkce - ptiklady

N

1
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Obdobné definujeme distribuéni funkce a hustotu a
pravdépodobnostni funkci pro spojité a diskrétni ndhodné vektory.
Hovofime také o simultannich pravdépodobnostnich funkcich a
hustotach.

Pro dv& prom&nné (vektor (X, Y) ndhodnych veli&in):

P(X=xiNY =y, =X Ny =Y
f(x,y) _ { ( Xi )/l) X XiNYy =VYi
0 jinak.
u diskrétnich a pro v8echny a, b € R pro spojité:

a b
P(—oo < X <a,—co <Y <b)= / / f(x,y)dxdy.

Marginalni rozloZeni pro jednu z promé&nnych obdrzime tak, Ze
pFes ostatni poséitdme nebo zintegrujeme.
Ndhodné veli¢iny X a Y jsou stochasticky nezavislé, jestlize je
jejich simultanni distribuéni funkce spliiuji

F(x,y) = G(x) - H(y)
kde G a H jsou distribu&ni funkce veli¢in X a Y.
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Rovnomérné (diskrétni) rozdéleni popisuje ndhodnou veli€inu,
kterd miize nabyvat kone¢né mnoha hodnot se stejnou
pravdépodobnosti, znatime X ~ Rd(n) (nap¥. X ~ Rd(6)
odpovida hodu kostkou).

Alternativni rozdéleni popisuje pokus se dvéma moZnymi
vysledky, €asto nazyvanyni zdar, resp. nezdar. Nahodnd veli¢ina
X ~ A(p) nabyva hodnoty 1 (zdar) s pravdépodobnosti p.
Distribuéni a pravdépodobnostni funkce jsou tedy tvaru:

0 t<O0 p t=1
Fx(t)=q1-p 0<t<l  f(t)=q1-p t=0.
1 t>1 0 jinak

Binomické rozdéleni Bi(n, p) odpovidd n—krat nezavisle
opakovanému pokusu popsanému alternativnim rozdélenim,
pFi¢emZ nase ndhodnd veli¢ina mé&¥i polet zdard. Je tedy

fe(t) = {é?)pt(l —p)"t J_tineak{o, 1,...,n} '
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Binomické rozdéleni

Na obrazku jsou pravd&podobnostni funkce pro Bi(50,0.2),
Bi(50,0.5) a Bi(50,0.9). Rozd&leni pravdépodobnosti dobte
odpovida intuici, Ze nejvice vysledki bude blizko u hodnoty np:
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Binomické rozdéleni

S binomickym rozdé&lenim se potkdvame velice €asto v praktickych
Ulohach. Jednou z nich je popis ndhodné veli¢iny, kterd popisuje
polet X pfedméti v jedné zvolené pt¥ihrddce z n moznych, do
nichZ jsme ndhodné rozdélili r predméti. Umisténi kteréhokoliv
predmé&tu do pevné zvolené p¥ihrddky ma pravd&podobnost 1/n
(kazdd z nich je stejn& pravdépodobnd). Zjevné tedy bude pro
jakykoliv potet k =0,...,r

o= () (3 (e

jde proto o rozloZzeni X typu Bi(r,1/n).
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Binomické — Poissonovo rozdéleni

Jestlize ndm bude vzristat pocet pfihrddek n spole¢né s poctem
predméti r, tak, Ze v priiméru ndm na kaZdou pfihradku bude
pripadat (pfiblizn&) stejny polet prvki A\, miZeme dobfe vyjadfit
chovani naseho rozdéleni veli¢in X, pfi limitnim pfechodu n — oc.
Takovéto chovani popisuje nap¥. fyzikalni soustavy s velikym
po¢tem molekul plynu. Standardni Gpravy vedou pfi

limp—00 rn/n = A k vysledku:

lim P(X, = k)= lim <’>("—1)r—k

n—o00 n—oo \ k nn
— im r(ra—1)...(m—k+1) 1 1_} o
n—o00 (n—l)k k! n
Ak ] _%1 I'n )\k _a
—mnl";o<1+ ) T

protoZe obecné funkce (1 4 x/n)" konverguji stejnomérn& k funkci
e* na kazdém omezeném intervalu v R.
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Binomické — Poissonovo rozdéleni

0.20+

0.151

010+

005+

Tetky znazortiuji Poissonovo rozd&len, &erveng Bi(10, 3), modre
Bi(20, 1) a zelen& Bi(1000, 555)
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Poissonovo rozdéleni Po(\)

Poissonovo rozdéleni popisuje ndhodné veli¢iny
s pravdépodobnostni funkci

Ae=2 keN
F(k) = { M€
x(k) {0 jinak.

Jak jsme odvodili vyZe, toto diskrétni rozd&leni (rozloZené do
nekonetn& mnoha bodi) dobfe aproximuje binomicka rozdéleni
Bi(n, A) pro konstantni A > 0 a velikd n.

Snadno ové&fime

k
fo >\ A —Azkl e MA_ 1

k



Typy diskrétnich nahodnych veli¢in
00000080

Poissonovo rozdéleni

Dobfe modeluje vyskyt jev(:
@ s otekavanou konstantni hustotou na jednotku objemu — nap¥.

bakterie ve vzorku (popis otekdvaného vyskytu k bakterii p¥i
rozdéleni vzorku na n stejnych &asti)

@ rozdéleni udélosti, které se vyskytuji ndhodné& v €ase a bez

zavislosti na predchozi historii — v praxi jsou takové procesy
¢asto spojeny s poruchovosti strojii a zaFizeni

polet branek ve fotbalovém zapase (za 90 minut)

polet telefonnich hovori za minutu na call centru

polet aut p¥ijizdéjicich na k¥fizovatku
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Geometrické rozdéleni

Geometrické rozdéleni md ndhodna veli¢ina X ~ Ge(p), kterd
udava celkovy potet nezdari, které v posloupnosti opakovanych
pokusl pfedchazeji prvnimu zdaru, pfi¢emz pravdépodobnost
Uspéchu v kazdém pokusu je rovna p .

1-p)t- rot=20,1,...
fe(t) = (L=p)-p P
0 jinak.

Hypergeometrické rozdéleni. M&me N pfedmétl, z nichZ pravé
M ma danou vlastnost. Z té&chto N predmétd ndhodné vybereme n
predmétl bez vraceni. Ndhodna veli¢ina X ~ Hg(N, M, n) udava
polet vybranych prvki s danou vlastnosti. Z¥ejmé& tato ndhodna
veliS§ina miZe nabyvat pouze celodiselnych hodnot z intervalu
[max{0, M — N + n}, min{n, M}]. Pro t z tohoto intervalu pak

(%) (=)

(n)

fx(t) =
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