Matematika IV — 9. pfednaska
Nahodné veli¢iny a jejich transformace

Michal Bulant

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

17. 4. 2013



Obsah prednasky

@ Spojité nadhodné velitiny
@ Typy spojitych ndhodnych veligin

© Funkce nihodnych velitin
@ Transformace nahodnych veli¢in

© Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in



Doporucené zdroje

@ Martin Pandk, Jan Slovik, Drsnda matematika, e-text.

o Karel Zvdra, Josef Sté&pan, Pravdépodobnost a
matematicka statistika, Matfyzpress, 4. vydani, 2006, 230
stran, ISBN 80-867-3271-1.

@ Marie Budikova, étépén Mikolas, Pavel Osecky, Teorie
pravdépodobnosti a matematicka statistika (sbirka
prikladil), Masarykova univerzita, 3. vyddni, 2004, 117 stran,
ISBN 80-210-3313-4.

@ Marie Budikova, Statistika, Masarykova univerzita, 2004,
distan¢ni studijni opora ESF, http:
//www.math.muni.cz/~budikova/esf/Statistika.zip.

@ Marie Budikovd, Tomas Lerch, gtépa’n Mikolas, Zakladni

statistické metody, Masarykova univerzita, 2005, 170 stran,
ISBN 80-210-3886-1.


http://www.math.muni.cz/~budikova/esf/Statistika.zip
http://www.math.muni.cz/~budikova/esf/Statistika.zip

Spojité nahodné velitiny
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Typy spojitych nahodnych veli¢in

Rovnomérné spojité rozdéleni Rs(a, b) je nejjednodudim
ptikladem spojitého rozdé&leni. llustruje, Ze p¥i jednoduse
formulovaném poZzadavku na chovéni rozdéleni ndm nezbude moc
prostoru pro jeho definici. Nyni chceme, aby pravdépodobnost
kazdé hodnoty v pfedem daném intervalu (a, b) C R byla stejna, tj.
hustota fx naseho rozdéleni nahodné veli¢iny X ma byt konstantni.
Pak ov8em jsou pro libovolnd redlnd ¢isla —oo < a < b < oo jen
jediné mozné hodnoty

0 t<a 0 t<a
f(t) =1 55 t€(ab) Fx(t) =14 =2 te(a,b)
0 t>b, 1 t>b
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Exponencialni rozdé&leni Ex()\) je dalsim rozdé&lenim, které je
snadno uréeno poZadovanymi vlastnostmi nahodné veliciny.
Pfedpokladejme, Ze sledujeme nahodny jev, jehoZ vyskyty

v nepfekryvajicich se ¢asovych intervalech jsou nezdvislé. Je-li tedy
P(t) pravd&podobnost, Ze jev nenastane b&hem intervalu délky t,
pak nutn& P(t +s) = P(t)P(s) pro v8echna t,s > 0.
P¥edpokladejme navic diferencovatelnost funkce P a P(0) = 1.
Pak jist& In P(t 4+ s) = In P(t) + In P(s), takZe limitnim pfechodem

im InP(t+s)—InP(t)

s—04 S

= (In P)’(0).

Ozna&me si spotenou derivaci zprava v nule jako —\ € R. Pak
tedy pro P(t) plati In P(t) = —At 4+ C a po&ate¢ni podminka dava
jediné Yeseni

P(t) = e .

Vsimnéme si, Ze z definice nasich objektd vyplyva, Ze A > 0.
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Nyni uvaZme ndhodnou veli¢inu X udédvajici (ndhodny) okamzik,
kdy nds jev poprvé nastane (je vidét analogie s geometrickym
rozdélenim?). Z¥ejm& tedy je distribu&ni funkce rozdéleni pro X
dana

1—e ™ t>0

0 t <0.

Fx(t)zl—P(t):{

Je vidét, Ze skute¢né jde rostouci funkci s hodnotami mezi nulou a
jednickou a spradvnymi limitami v £oo.
Hustotu tohoto rozdéleni dostaneme derivovanim distribuéni
funkce, tj.

Xe ™ t>0

f =
Yo t<0.
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Normalni rozdéleni

Jde o nejdileZit&jsi rozdéleni. Uved me nejprve motivaci pro jeho
zavedeni.
Pokud budeme v binomickém rozdéleni Bi(n, p) zvy%ovat n p¥i

zachovani tsp&nosti p, bude mit pravdépodobnostni funkce porad
pFiblizné stejny tvar.
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Normalini rozdé&leni N(0, 1)

Vzhledem k uvedené motivaci se nabizi hledat vhodné spojité
rozdéleni, které by mélo hustotu danou né&jakou obdobnou funkci.
- 2 ~ 7 v - v/

Protoze je e */2 vidy kladna funkce, pottebovali bychom spogist

b _—x2/2 y . . . . ¥ v
fa e dx coZ neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je viak
mozné (i kdyZ ne UplIn& snadné) ov&Fit, Ze ptisludny nevlastni
integral konverguje k hodnoté

/ e /2 gy = V27,

Odtud vyplyvd, Ze hustota rozd&leni ndhodné veli¢iny miZe byt

1 —X
fx(x) = Wor ’/2,

Rozd&leni s touto hustotou se nazyva normalni rozdéleni N(0, 1).
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Normalini rozdé&leni N(0, 1)

P¥islusnou distribué&ni funkci

Fx(x) :/ e /2 dx

oo

nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkci, pfesto se s ni
numericky b&Zn& potitd (pomoci tabulek nebo softwarovych
aplikaci).

Hustoté fx se také casto Fikda Gaussova k¥ivka.

Abychom uméli presnéji zformulovat asymptotickou blizkost
normalniho a binomického rozdéleni pro n — oo, musime si
vytvotit dalsi ndstroje pro praci s ndhodnymi veli¢inami. Budeme
k tomu pouZivat funkce dvojim rliznym zptisobem.
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Priklad

Necht ma ndhodnd veli¢ina X rovnomé&rné rozd&leni na intervalu
(0, r). Urcete distribu¢ni funkci a hustotu pravd&podobnosti
rozdéleni objemu koule o poloméru X.

Regeni

Ur¢eme nejprve distribu¢ni funkci F (pro 0 < d < 37r3)

d
X<3d]—34’r

F(d)=P [:wxi“ < d] =P

T r
celkem
0 pro x<0
1
F(x)=1 {/z25x3 pro 0<x< 3mr’
1 pro x > %7‘(!‘3

Derivovanim pak obdrzime hustotu pravdépodobnosti.
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Ptiklad (rozdg&leni (1))

Necht Z ma normované normalni rozdéleni. Uréete hustotu
transformované nahodné veli¢iny X = Z2.

Regeni

Z¥ejmé je pro x < 0 distribuéni funkce nulovd, pro x > 0
dostdvame: Fx(x) = P[Z%2 < x] = P[-y/x < Z < /x| =

/ﬁ 1 24 2/X L -detar
= e z= — _t3e
—/x V21 0 2V2mw

Nl
(0]
NIX

a derivaci podle x dostaneme hustotu fx(x) = \/%TTX
Rozdé&leni ndhodné veli¢iny s touto hustotou se nazyva

(Pearsonovo) x? rozd&leni s jednim stupn&m volnosti a zna&i se
X ~ x%(1).
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Transformace nahodnych veli¢in

Misto ndhodné veli¢iny X, nap¥. ,ro&ni plat zaméstnance",
budeme vy¢islovat jinou zavislou hodnotu 1(X), nap¥. , ro&ni isty
pfijem zaméstnance po zdanéni a v¢etné socidlnich davek".

V systému se znaénou socialni solidaritou je prvni veli¢ina hodné&
variabilni, zatimco druhd mize byt skoro konstantni. Statisticky se
proto budou zna¢né odliSovat.

P¥ipomeiime si pfechod od binomického k Poissonovu rozdélent:

Véta (Poissonova)

Je-li Xp, ~ Bi(n, pn) takovd, Ze lim,_,oc npp = A @ X ~ Po(\), pak
lim P[X, = k] = P[X = ]
n—o00

prok=0,1,....




Nejjednodussi funkci, po konstantach, je afinni zavislost

P(x) = a+ bx.

V pt¥ipadé afinni zavislosti x = %(y — a) je proto
pravdépodobnostni funkce nenulova pravé v bodech y; = ax; + b.
Ukazeme si, Ze v p¥ipad& rozdéleni X, typu Bi(n, p) pFevadi
transformace x = y+/np(1 — p) + np ndhodnou veli&inu X, na
rozdéleni Y, s distribu¢ni funkci blizkou distribu¢ni funkci spojitého
rozdéleni N(0, 1).

D¥ive uvedend Poissonova véta popisuje asymptotické chovani
binomického rozdéleni p¥ n — oo a p — 0, nasledujici v&ta pak
chovani v pfipadé konstantni pravdépodobnosti zdaru p.

Véta (de Moivre-Laplaceova)

Pro ndhodné veli¢iny X, s rozdélenim Bi(n, p) plati

Xy —
lim Pla<—t—TP _ _p| = o(b) - d(a),
n—o0 np(]_ — p)

kde © je distribuc¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni.
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Hodime kostkou celkem 12000 krat. Urcete pravdépodobnost toho,
Ze pocet hozenych Sestek je mezi 1800 a 2 100.

Regeni

PYesnd pravdépodobnost je ddna vyrazem

,%LO{JSOO (12200)(%)"(%)12000_", co? je obtizn& vy&islitelné.

Vyuzijeme tvrzeni Moivre-Laplaceovy véty, pfepsaného do tvaru

B—np A—np
sy (o ) o Az ) o

pro n — 0.
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Redeni (pokr.)
Volbou p =1/6,A = 1800, B = 2100, n = 12000 dostdvdme odhad

2100 — 2000 ® 1800 — 2000

\/12000 - £2 12000 - 2

= d(v/6) — d(—2v/6) ~ 0,992.

Pozndmka

Statistické tabulky — viz nap¥. https://is.muni.cz/auth/el/
1433/jaro2013/MB104/um/StatTab.pdf nebo sbirka prikladl
[BMO].

P¥iklad

Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jaka je
pravdépodobnost, Ze mezi tisici novorozenci bude alespoii tolik
déveat jako chlapci?



https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2013/MB104/um/StatTab.pdf
https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2013/MB104/um/StatTab.pdf
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Ptiklad

Nezavisle opakujeme pokus s vysledky 1 a 0, které maji neznamé
pravdépodobnosti p a 1 — p. Parametr p chceme odhadnout
pomoci relativnich &etnosti X,/n (X, je polet jednicek p¥i n
pokusech). Vime, Ze je X, ~ Bi(n, p), proto nam
Moivre-Laplaceova véta umozni urdit polet pokust n potfebny

k zajisté&ni pozadované presnosti odhadu J se spolehlivosti 1 — 3.

Reseni

VyuZijeme Moivre-Laplaceovu vétu zapsanou ve tvaru

n—o0

(=) - v
np(1 — p) np(1 — p)

0= Iim‘PH);n—p‘<6]—
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Regeni

Hleddme nejmensi n, splfiujici nerovnost
P[|Xn/n— p| < 6] > 1 — B, kterou miZeme podle véty
aproximovat nerovnosti

(ets) ol i)
np(1—p) np(1—p)

nd
:2¢<np(1_p)>—121—ﬁ.

Ta je ekvivalentni s podminkou nd/\/np(1 — p) > z(/2), kde
z(p) je ¥eSeni rovnice ®(z(p)) =1 — p (tzv. kritickd hodnota

normovaného normélniho rozdéleni). Pro 6 =0,05a1— 3 =10,9
mdme z tabulek z(3/2) ~ 1,645 a s vyuZitim zfejmého odhadu
p(1 — p) < 1/4 dostavame n > (z(3/2)/26)? ~ 270,6.
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Transformace normalné rozdélené veliciny

Podobné zkusme opaénou transformaci provést na veli¢inu Y

s normalnim rozd&lenim N(0,1). Pro pevn& zvolend &isla i, o € R,
o > 0 spoctéme rozdéleni ndhodné veli¢iny Z =+ a.
Dostavame distribuéni funkci

Fz(z)=P(Z<z)=P(u+oY < 2)

z—p
o

zZ—p 1 _»

z 1 _(x=w)?
= ———e 207 dx,
—o0 V21O

kde posledni tprava vychazi ze substituce x = y 4 ot. Hustota
nasi nové ndhodné veli¢iny Z je proto
1 _e=w?

e 202
V2To

a takovému rozdéleni se ¥ika normalni typu N(u, o).

fr =
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St¥edni hodnota

P¥i statistickém zkoumdani hodnot ndhodnych veli¢in (nap¥.
zpracovani vysledki n&jakého mé&Feni) hleddme vypovédi o ndhodné
veli¢iné pomoci riiznych z ni odvozenych ¢&isel.

Jako nejjednodu¥si priklad miiZe slouzit stfedni hodnota! E(X)
nahodné veli¢iny X, kterd je definovana

E(X) = >oixi - tx(xi) pro diskrétni veli¢inu
a J75 x - fx(x)dx  pro spojitou veli€inu.

Obecné stfedni hodnota ndhodnych veli¢in nemusi existovat,
protoZe ptislusné sumy ¢&i integraly nemusi konvergovat.

!Casto se misto E(X) pi¥e EX.
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Stfedni hodnota transformované ndhodné veli¢iny

Stfedni hodnotu miZeme p¥imo vyjadfit také pro funkce Y = ¢(X)
nahodné veli¢iny X. V diskrétnim p¥ipadé miZeme pfimo spocist

Y):ZYJP(Y:YJ)
—ny > PX

P(xi)=y;
= Z Y(x)P(X =x) = Z P(xi)x (xi)-

Je tedy E(¢(X)) p¥imo spotitatelnd pomoci pravdépodobnostni
funkce fx.
Podobné& vyjadfujeme stfedni hodnotu funkce ze spojité ndhodné

veliciny: .
= /_ P(x)fx(x) dx

pokud tento integral absolutné konverguje.
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Spottéme st¥edni hodnotu binomického rozdéleni.

Regeni

Pro X ~ Bi(n, p) je

k=0
. n—1)! _ e
=3 e
n—1
_ (n_l)! n—1—j __
B npj:O (n—l—j)!ﬂp]( —p)" =
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Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty

Necht a,b € R a X, Y jsou ndhodné veli¢iny s existujici stfedni
hodnotou. Pak

e E(a) = a,

e E(a+ bX) = a+ bE(X),

o E(X+Y)=EX)+E(Y),

e jsou-li X a Y nezavislé, pak E(XY) = E(X)- E(Y).

Dikazy téchto tvrzeni jsou p¥imocaré, zkuste si je udélat!
Analogicka tvrzeni plati i pro ndhodné vektory.
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P¥iklad
Spocltéme jesté jednou stfedni hodnotu binomického rozdélenti,
tentokrat s vyuZitim vlastnosti stfedni hodnoty.

Regeni

Vyjad¥ime polet zdardi v n pokusech jako polet zdari v
jednotlivych pokusech
n
X=>_ Y
k=1

pficemz nahodné veliiny Yy maji v8echny alternativni rozdé&leni
A(p). Snadno spotitame E(Yx) =1-p+0-(1—p) = p. Dale vime,
Ze stfedni hodnota soudtu je souc¢tem st¥ednich hodnot, proto

E(X)=>_E(Yx) = np.
k=1
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