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Typy spojitých náhodných veličin
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Typy spojitých náhodných veličin

Rovnoměrné spojité rozděleńı Rs(a, b) je nejjednoduš́ım
p̌ŕıkladem spojitého rozděleńı. Ilustruje, že p̌ri jednoduše
formulovaném požadavku na chováńı rozděleńı nám nezbude moc
prostoru pro jeho definici. Nyńı chceme, aby pravděpodobnost
každé hodnoty v p̌redem daném intervalu (a, b) ⊂ R byla stejná, tj.
hustota fX našeho rozděleńı náhodné veličiny X má být konstantńı.
Pak ovšem jsou pro libovolná reálná č́ısla −∞ < a < b <∞ jen
jediné možné hodnoty

fX (t) =


0 t ≤ a

1
b−a t ∈ (a, b)

0 t ≥ b,

FX (t) =


0 t ≤ a
t−a
b−a t ∈ (a, b)

1 t ≥ b.
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Exponenciálńı rozděleńı Ex(λ) je daľśım rozděleńım, které je
snadno určeno požadovanými vlastnostmi náhodné veličiny.
Předpokládejme, že sledujeme náhodný jev, jehož výskyty
v nep̌rekrývaj́ıćıch se časových intervalech jsou nezávislé. Je-li tedy
P(t) pravděpodobnost, že jev nenastane během intervalu délky t,
pak nutně P(t + s) = P(t)P(s) pro všechna t, s > 0.
Předpokládejme nav́ıc diferencovatelnost funkce P a P(0) = 1.
Pak jistě ln P(t + s) = ln P(t) + ln P(s), takže limitńım p̌rechodem

lim
s→0+

ln P(t + s)− ln P(t)

s
= (ln P)′+(0).

Označme si spočtenou derivaci zprava v nule jako −λ ∈ R. Pak
tedy pro P(t) plat́ı ln P(t) = −λt + C a počátečńı podḿınka dává
jediné řešeńı

P(t) = e−λt .

Všimněme si, že z definice našich objekt̊u vyplývá, že λ > 0.
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Nyńı uvažme náhodnou veličinu X udávaj́ıćı (náhodný) okamžik,
kdy náš jev poprvé nastane (je vidět analogie s geometrickým
rozděleńım?). Zřejmě tedy je distribučńı funkce rozděleńı pro X
dána

FX (t) = 1− P(t) =

{
1− e−λt t > 0

0 t ≤ 0.

Je vidět, že skutečně jde rostoućı funkci s hodnotami mezi nulou a
jedničkou a správnými limitami v ±∞.
Hustotu tohoto rozděleńı dostaneme derivováńım distribučńı
funkce, tj.

fX =

{
λe−λt t > 0

0 t ≤ 0.
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Normálńı rozděleńı

Jde o nejdůležitěǰśı rozděleńı. Uved’me nejprve motivaci pro jeho
zavedeńı.
Pokud budeme v binomickém rozděleńı Bi(n, p) zvyšovat n p̌ri
zachováńı úspěšnosti p, bude ḿıt pravděpodobnostńı funkce pǒrád
p̌ribližně stejný tvar.

Bi(500, 0.5) Bi(5000, 0.5) graf funkce e−x
2/2
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Normálńı rozděleńı N(0, 1)

Vzhledem k uvedené motivaci se nab́ıźı hledat vhodné spojité
rozděleńı, které by mělo hustotu danou nějakou obdobnou funkćı.
Protože je e−x

2/2 vždy kladná funkce, poťrebovali bychom spoč́ıst∫ b
a e−x

2/2 dx což neńı pomoćı elementárńıch funkćı možné. Je však
možné (i když ne úplně snadné) ově̌rit, že p̌ŕıslušný nevlastńı
integrál konverguje k hodnotě∫ ∞

−∞
e−x

2/2 dx =
√

2π.

Odtud vyplývá, že hustota rozděleńı náhodné veličiny může být

fX (x) =
1√
2π

e−x
2/2.

Rozděleńı s touto hustotou se nazývá normálńı rozděleńı N(0, 1).
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Normálńı rozděleńı N(0, 1)

Př́ıslušnou distribučńı funkci

FX (x) =

∫ x

−∞
e−x

2/2 dx

nelze vyjáďrit pomoćı elementárńıch funkćı, p̌resto se s ńı
numericky běžně poč́ıtá (pomoćı tabulek nebo softwarových
aplikaćı).
Hustotě fX se také často ř́ıká Gaussova ǩrivka.
Abychom uměli p̌resněji zformulovat asymptotickou bĺızkost
normálńıho a binomického rozděleńı pro n→∞, muśıme si
vytvǒrit daľśı nástroje pro práci s náhodnými veličinami. Budeme
k tomu použ́ıvat funkce dvoj́ım r̊uzným způsobem.
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Př́ıklad

Necht’ má náhodná veličina X rovnoměrné rozděleńı na intervalu
〈0, r〉. Určete distribučńı funkci a hustotu pravděpodobnosti
rozděleńı objemu koule o poloměru X .

Řešeńı

Určeme nejprve distribučńı funkci F (pro 0 < d < 4
3πr 3)

F (d) = P

[
4

3
πX 3 ≤ d

]
= P

[
X ≤ 3

√
3d

4π

]
=

3

√
3d
4π

r
,

celkem

F (x) =


0 pro x ≤ 0
3

√
3

4πr3 x
1
3 pro 0 < x < 4

3πr 3

1 pro x ≥ 4
3πr 3

Derivováńım pak obdrž́ıme hustotu pravděpodobnosti.
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Př́ıklad (rozděleńı χ2(1))

Necht’ Z má normované normálńı rozděleńı. Určete hustotu
transformované náhodné veličiny X = Z 2.

Řešeńı

Zřejmě je pro x ≤ 0 distribučńı funkce nulová, pro x > 0
dostáváme: FX (x) = P[Z 2 < x ] = P[−

√
x < Z <

√
x ] =

=

∫ √x
−
√
x

1√
2π

e−
z2

2 dz = 2

∫ x

0

1

2
√

2π
t−

1
2 e−

t
2 dt

a derivaćı podle x dostaneme hustotu fX (x) = 1√
2π

x−
1
2 e−

x
2 .

Rozděleńı náhodné veličiny s touto hustotou se nazývá
(Pearsonovo) χ2 rozděleńı s jedńım stupněm volnosti a znač́ı se
X ∼ χ2(1).
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Transformace náhodných veličin

Mı́sto náhodné veličiny X , nap̌r.
”
ročńı plat zaměstnance“,

budeme vyč́ıslovat jinou závislou hodnotu ψ(X ), nap̌r.
”
ročńı čistý

p̌ŕıjem zaměstnance po zdaněńı a včetně sociálńıch dávek“.
V systému se značnou sociálńı solidaritou je prvńı veličina hodně
variabilńı, zat́ımco druhá může být skoro konstantńı. Statisticky se
proto budou značně odlǐsovat.
Připomeňme si p̌rechod od binomického k Poissonovu rozděleńı:

Věta (Poissonova)

Je-li Xn ∼ Bi(n, pn) taková, že limn→∞ npn = λ a X ∼ Po(λ), pak

lim
n→∞

P[Xn = k] = P[X = k]

pro k = 0, 1, . . . .
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Nejjednoduš̌śı funkćı, po konstantách, je afinńı závislost
ψ(x) = a + bx .
V p̌ŕıpadě afinńı závislosti x = 1

b (y − a) je proto
pravděpodobnostńı funkce nenulová právě v bodech yi = axi + b.
Ukážeme si, že v p̌ŕıpadě rozděleńı Xn typu Bi(n, p) p̌revád́ı
transformace x = y

√
np(1− p) + np náhodnou veličinu Xn na

rozděleńı Yn s distribučńı funkćı bĺızkou distribučńı funkci spojitého
rozděleńı N(0, 1).
Dř́ıve uvedená Poissonova věta popisuje asymptotické chováńı
binomického rozděleńı p̌ŕı n→∞ a p → 0, následuj́ıćı věta pak
chováńı v p̌ŕıpadě konstantńı pravděpodobnosti zdaru p.

Věta (de Moivre-Laplaceova)

Pro náhodné veličiny Xn s rozděleńım Bi(n, p) plat́ı

lim
n→∞

P

[
a <

Xn − np√
np(1− p)

< b

]
= Φ(b)− Φ(a),

kde Φ je distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı.
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Př́ıklad

Hod́ıme kostkou celkem 12 000 krát. Určete pravděpodobnost toho,
že počet hozených šestek je mezi 1 800 a 2 100.

Řešeńı

Přesná pravděpodobnost je dána výrazem∑2100
k=1800

(12000
k

)
( 1

6 )k( 5
6 )12000−k , což je obt́ıžně vyč́ıslitelné.

Využijeme tvrzeńı Moivre-Laplaceovy věty, p̌repsaného do tvaru

P [A < Xn < B]−

(
Φ

(
B − np√
np(1− p)

)
− Φ

(
A− np√
np(1− p)

))
→ 0

pro n→ 0.
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Řešeńı (pokr.)

Volbou p = 1/6,A = 1800,B = 2100, n = 12000 dostáváme odhad

P ≈ Φ

 2100− 2000√
12000 · 1

6
5
6

− Φ

 1800− 2000√
12000 · 1

6
5
6

 =

= Φ(
√

6)− Φ(−2
√

6) ≈ 0, 992.

Poznámka

Statistické tabulky – viz nap̌r. https://is.muni.cz/auth/el/
1433/jaro2013/MB104/um/StatTab.pdf nebo sb́ırka p̌ŕıkladů
[BMO].

Př́ıklad

Pravděpodobnost narozeńı chlapce je 0,515. Jaká je
pravděpodobnost, že mezi tiśıci novorozenci bude alespoň tolik
děvčat jako chlapc̊u?

https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2013/MB104/um/StatTab.pdf
https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2013/MB104/um/StatTab.pdf
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Př́ıklad

Nezávisle opakujeme pokus s výsledky 1 a 0, které maj́ı neznámé
pravděpodobnosti p a 1− p. Parametr p chceme odhadnout
pomoćı relativńıch četnost́ı Xn/n (Xn je počet jedniček p̌ri n
pokusech). V́ıme, že je Xn ∼ Bi(n, p), proto nám
Moivre-Laplaceova věta umožńı určit počet pokus̊u n poťrebný
k zajǐstěńı požadované p̌resnosti odhadu δ se spolehlivost́ı 1− β.

Řešeńı

Využijeme Moivre-Laplaceovu větu zapsanou ve tvaru

0 = lim
n→∞

∣∣∣∣P [∣∣∣∣Xn

n
− p

∣∣∣∣ < δ

]
−(

Φ

(
nδ√

np(1− p)

)
− Φ

(
− nδ√

np(1− p)

))∣∣∣∣
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Řešeńı

Hledáme nejmenš́ı n, splňuj́ıćı nerovnost
P[|Xn/n − p| < δ] ≥ 1− β, kterou můžeme podle věty
aproximovat nerovnost́ı

Φ

(
nδ√

np(1− p)

)
− Φ

(
− nδ√

np(1− p)

)
=

= 2Φ

(
nδ√

np(1− p)

)
− 1 ≥ 1− β.

Ta je ekvivalentńı s podḿınkou nδ/
√

np(1− p) ≥ z(β/2), kde
z(p) je řešeńı rovnice Φ(z(p)) = 1− p (tzv. kritická hodnota
normovaného normálńıho rozděleńı). Pro δ = 0,05 a 1− β = 0,9
máme z tabulek z(β/2) ≈ 1,645 a s využit́ım žrejmého odhadu
p(1− p) ≤ 1/4 dostáváme n ≥ (z(β/2)/2δ)2 ≈ 270,6.
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Transformace normálně rozdělené veličiny

Podobně zkusme opačnou transformaci provést na veličinu Y
s normálńım rozděleńım N(0, 1). Pro pevně zvolená č́ısla µ, σ ∈ R,
σ > 0 spočtěme rozděleńı náhodné veličiny Z = µ+ σY .
Dostáváme distribučńı funkci

FZ (z) = P(Z < z) = P(µ+ σY < z)

= FY (
z − µ
σ

) =

∫ z−µ
σ

−∞

1√
2π

e−t
2/2 dt

=

∫ z

−∞

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx ,

kde posledńı úprava vycháźı ze substituce x = µ+ σt. Hustota
naš́ı nové náhodné veličiny Z je proto

fZ =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

a takovému rozděleńı se ř́ıká normálńı typu N(µ, σ).
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Sťredńı hodnota

Při statistickém zkoumáńı hodnot náhodných veličin (nap̌r.
zpracováńı výsledk̊u nějakého mě̌reńı) hledáme výpovědi o náhodné
veličině pomoćı r̊uzných z ńı odvozených č́ısel.
Jako nejjednoduš̌śı p̌ŕıklad může sloužit sťredńı hodnota1 E (X )
náhodné veličiny X , která je definována

E (X ) =

{∑
i xi · fX (xi ) pro diskrétńı veličinu∫∞
−∞ x · fX (x) dx pro spojitou veličinu.

Obecně sťredńı hodnota náhodných veličin nemuśı existovat,
protože p̌ŕıslušné sumy či integrály nemuśı konvergovat.

1Často se ḿısto E(X ) ṕı̌se EX .
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Sťredńı hodnota transformované náhodné veličiny

Sťredńı hodnotu můžeme p̌ŕımo vyjáďrit také pro funkce Y = ψ(X )
náhodné veličiny X . V diskrétńım p̌ŕıpadě můžeme p̌ŕımo spoč́ıst

E (Y ) =
∑
j

yjP(Y = yj)

=
∑
j

yj
∑

ψ(xi )=yj

P(X = xi )

=
∑
i

ψ(xi )P(X = xi ) =
∑
i

ψ(xi )fX (xi ).

Je tedy E (ψ(X )) p̌ŕımo spoč́ıtatelná pomoćı pravděpodobnostńı
funkce fX .
Podobně vyjaďrujeme sťredńı hodnotu funkce ze spojité náhodné
veličiny:

E (ψ(X )) =

∫ ∞
−∞

ψ(x)fX (x) dx ,

pokud tento integrál absolutně konverguje.
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Př́ıklad

Spočtěme sťredńı hodnotu binomického rozděleńı.

Řešeńı

Pro X ∼ Bi(n, p) je

E (X ) =
n∑

k=0

k ·
(

n

k

)
pk(1− p)n−k =

= np
n∑

k=1

(n − 1)!

(n − k)!(k − 1)!
pk−1(1− p)n−k =

= np
n−1∑
j=0

(n − 1)!

(n − 1− j)!j!
pj(1− p)n−1−j =

= np(p + (1− p))n−1 = np.
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Základńı vlastnosti sťredńı hodnoty

Věta

Necht’ a, b ∈ R a X ,Y jsou náhodné veličiny s existuj́ıćı sťredńı
hodnotou. Pak

E (a) = a,

E (a + bX ) = a + bE (X ),

E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ),

jsou-li X a Y nezávislé, pak E (XY ) = E (X ) · E (Y ).

Důkazy těchto tvrzeńı jsou p̌ŕımočaré, zkuste si je udělat!
Analogická tvrzeńı plat́ı i pro náhodné vektory.
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Př́ıklad

Spočtěme ještě jednou sťredńı hodnotu binomického rozděleńı,
tentokrát s využit́ım vlastnost́ı sťredńı hodnoty.

Řešeńı

Vyjáďŕıme počet zdar̊u v n pokusech jako počet zdar̊u v
jednotlivých pokusech

X =
n∑

k=1

Yi ,

p̌ričemž náhodné veličiny Yk maj́ı všechny alternativńı rozděleńı
A(p). Snadno spoč́ıtáme E (Yk) = 1 · p + 0 · (1− p) = p. Dále v́ıme,
že sťredńı hodnota součtu je součtem sťredńıch hodnot, proto

E (X ) =
n∑

k=1

E (Yk) = np.
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