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KAPITOLA 11

Algebraické struktury

Cim vetsi abstrakce, tim vetsi zmatek?
— ne, casto to byvd naopak ...

V této kapitole se budeme vénovat zdanlivé velice formadl-
nimu studiu pojmd, které ale ve skutecnosti odrazi spoustu
skutecnych vlastnosti véci kolem nés.

Abstrahujeme z nich pritom jen ty nejjednodussi operace
a ,algebru“ tak lze vnimat jako algoritmické manipulace
s pismeny, které zpravidla maji néjaké souvislosti s vypocty
nebo popisem procest. Zarovei si budeme trochu v§imat, kde
vSude jsme takové objekty potkavali v predchozich kapitolach
(aniz by ale bylo nutné mit tyto kapitoly pfedem proctené).
Pfimo navdZeme viceméné jen na prvni a Sestou ¢ast prvni
kapitoly, kde jsme podobné abstraktné pohliZeli na Cisla, se
kterymi pocitdme, a obecnéji na vztahy mezi objekty, kdyZz
jsme je abstrahovali do tzv. relaci.

V prvni ¢ésti této kapitoly se zastavime u té nejjednodussi
situace — budeme se zamyslet nad pfipadem, kdy mame jen
jednu jedinou operaci, kterd se chovd podobné jako ndsobeni
¢isel. Pak si priddme druhou operaci, podobné jako jsou u
¢isel k dispozici spolecné s¢itdni a ndsobeni. To ndm umozZni
vysvétlit elementdrni zaklady tzv. pocitacové algebry, tj. algo-
ritmickych postupd, diky kterym pocitace umi manipulovat
s formdlnimi vyrazy a pocitat s nimi, véetné feSeni systémut
polynomidlnich rovnic.

V dals{ ¢4sti se vratime k jiné abstrakci situaci s jedinou
operaci a budeme pritom vychdzet z usporadni ¢isel podle
velikosti nebo mnoZinové inkluze. V posledni ¢asti kapitoly se
pak zastavime u nékolika pozndmek ohledné vyuZiti algebraic-
kych néstrojl pro navrhy (samoopravnych) kédi vyuzivahych
hojné& pfi pfenosech dat.

1. Grupy

NasSe prvni dvahy se budou tykat objektd a situaci, ve
> . kterych je moZné rovnice tvaru a - x = b vidy

N Z]

Jednoznacne resit (tak jakou hnearmch rovnic

PUJde 0 tzv teorii grup. VSimnéme si, Ze zatim nic nevime o
povaze objekti, ani co znamena ta tecka. Jen predpokladame,
Ze dvéma objektim @ a x umime pfifradit objekt a - x.
Nejprve si oprasime a rozsifime nd$ slovnik pojmi
ohledné operaci, jak jsme jej zavedli jiZ v kapitole prvni a pro-
jdeme ptitom piiklady ¢isel a transformaci roviny a prostoru,
ve kterych se s takovymi ,,grupovymi‘ objekty potkdvame.

Teprve pak se budeme chvili vénovat zakladim obecné teorie.
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KAPITOLA 11. ALGEBRAICKE STRUKTURY

11.1. Piiklady a pojmy. Pro libovolnou mnoZinu A jsme jiz
diive definovali bindrni operace na A jako libovolné zobrazeni
A x A — A. Vysledek takové operace budeme Casto znacit

(a,b) — a-b.
Mnozina s bindrni operaci se nazyva grupoid.
Abychom mohli néco podstatného fici, potfebujeme

néjaké dalsi vlastnosti operaci. Bindrni operace je asociativni,
jestliZze pro v§echny prvky v A plati

a-(b-¢c)y=(a-b)-c.

.__—._‘ BINARN{ OPERACE A POLOGRUPY L——q

Grupoid s asociativni bindrni operaci, se nazyva polo-
grupa. Binarni operace je komutativni, jestlize pro vSechny
prvky v Aplatia - b =b - a.

Prirozena ¢isla N = {0, 1,2, ...}, spolu s kteroukoliv
z operaci s¢itdni a ndsoben{ jsou asociativni a komutativni
pologrupa. Cela ¢islaZ = {...,—2,—1,0,1,2,...} jsou
grupoid vici kterékoliv z operaci s¢itdni, od¢itani, nasobeni.
Operace od¢itani ale neni asociativni. Napf.

(5-3)-2=0#5-(3-2 =4,

ani komutativni, protoZze a — b = —(b — a).

JEDNOTKY, INVERZE A GRUPY L_—

Leva jednotka v grupoidu (A, -) je takovy prvek e € A,
Ze pro vSechny prvky v A plati e - a = a; obdobné pro pravou
Jednotku musi platit pro vSechny prvky a - e = a. Jednotka
binarni operace je prvek e, ktery je pravou i levou jednotkou
zéroven.

Prvek a~! je levou inverzi k prvku a v pologrupé (A, -)
s jednotkou e, jestlize plati a~! - a = e; obdobné je pravou
inverzi a~! takovy prvek, prokteryjea -a~! = e.

Prvek a~! je inverzni k a v pologrupé s jednotkou, jestlize
je levou i pravou inverzi zaroven.

Monoid (M, -) je pologrupa s jednotkou. Grupa (G, ) je
pologrupa s jednotkou, ve které ma kazdy prvek inverzi.

Komutativni grupa, resp. komutativni pologrupa, je ta-

l kova, kde je operace - komutativni.

Komutativni grupy se také ¢asto nazyvaji abelovské.!

Podivejme se na pifimé jednoduché disledky definic.
V monoidu nemohou byt pravé a levé inverze rtizné. Je-li
totiZza - x = x - b = e, pak také

a=a-(x-b)=(@-x)-b=>b.
Podstatnd je zde pouze asociativita operace. V§Simnéme

si, Ze pro odecitini na celych ¢islech (tady operace nenf aso-
ciativni) je nula pravou jednotkou, tj. a — 0 = a pro vSechna

1Je to na pocest mladého matematika Abela ... V anglic¢tiné se pouziva
ptidavné jméno ,,abelian* a byva to uvadeéno jako priklad absolutni pocty,
protoZe se piSe s malym pismenem, tzn. je to tak obecné pouzivano, Ze se
jiz zapomneélo, Ze jde o jméno ¢loveka.
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KAPITOLA 11. ALGEBRAICKE STRUKTURY

celd ¢isla a, neni vSak levou jednotkou. Dokonce v tomto
pripadé levy neutrdlni prvek neexistuje.

Cela ¢isla jsou zjevné pologrupou vici s¢itani i ndsobni.
Grupou jsou pfitom jen vici s¢itani, protoZe pro nasobeni
neexistuji inverzni prvky, kromé ¢isel £1.

Je-li (A, -) grupa, pak jeji podmnoZinu B C A, kterd
je uzaviend vuci zazeni operace - a zarovei je spolu s touto
operaci grupou, nazyvame podgrupa.

s Mo

Raciondlni ¢isla Q jsou komutativni grupou vzhledem
' ke s¢itani a nenulova raciondlni ¢isla jsou také
komutativni grupou viic¢i ndsobeni. Cela ¢isla

2 spolu se s¢itdnim jsou jejich podgrupou.

Pro kazdé kladné prirozené Cislo k je mnoZina vSech
k-tych odmocnin z jednicky, tj. mnoZina {z € C; 7z = 1}
konecnou grupou vici ndsobeni komplexnich ¢isel. Napft. pro
k = 2 dostaneme grupu {—1, 1} se dvéma prvky, které jsou
oba samy sob¢ inverzi, zatimco pro k = 4 dostdvdme grupu
G={1,i,—-1,—i}.

MnoZina Mat,, n > 1, vSech ¢tvercovych matic je (neko-
mutativni) pologrupa vzhledem k ndsobeni matic a komuta-
tivni grupa vzhledem ke s¢itdni matic (viz odstavce 2.2-2.5).

MnoZina vSech linearnich zobrazeni Hom(V, V') na vek-
torovém prostoru je pologrupa vzhledem ke skldddni zobra-
zeni a komutativni grupa vzhledem ke s¢itdni zobrazeni (viz
odstavec 2.34).

V obou predchozich ptikladech, podmnoZina invertibil-
nich objekti uvaZované pologrupy tvori grupu. V prvnim
pripadé€ jde o tzv. grupu invertibilnich matic, ve druhém o
grupu linearnich transformaci vektorového prostoru.

V diivéjsich kapitoldch jsme jiZ potkali mnoho (polo)gru-
povych struktur, obcas asi i docela necekané. Vzpomerime
napf. rizné podgrupy grupy matic nebo grupovou strukturu
na eliptickych kiivkach.

11.2. Grupy permutaci. Velmi Casto grupy a pologrupy po-
tkdvame jako mnoZiny zobrazeni na pevné dané
mnoziné M, které jsou uzavieny vici skladani
.Y, zobrazeni. Ne vZdy si ale tuto skutecnost piimo
) uvédomujeme, protoZe vidime jen n&které zob-
razeni a na vSechna ostatni vznikajici sloZenimi nemyslime.

Nejsndze je tato souvislost vidét na kone¢nych mnoZi-
nidch M, kde ndm kazd4d podmnoZina invertibilnich zobrazen{
vygeneruje pomoci skldddn{ jistou grupu.

Na kazdé takové mnoZiné o m = |M| € N prvcich
(prazdna mnoZina ma O prvkul) totiZ mame k dispozici m™
moznych definic zobrazeni (kazdy z m prvki mizZeme zob-
razit na kterykoliv v M) a vSechna takov4 zobrazeni umime
sklddat. ProtoZe skldddni zobrazeni je samoziejmé asociativni
operace, dostdvame grupoid.

Pokud chceme, aby existovala k zobrazenia : M — M
jeho inverze o', musi byt « bijekci. SloZenim dvou bijekci
vznikne opét bijekce a proto podmnoZina ¥, vSech bijekci na

464



KAPITOLA 11. ALGEBRAICKE STRUKTURY

mnoZiné M o m prvcich je grupa. Rikdme ji grupa permutaci
(na m prvcich). Je prikladem konec¢né grupy.

Sdm ndzev grupy X,, pfitom uvadi jinou souvislost, kdy
misto bijekci na kone¢né mnoZin€é vnimame permutace jako
prerovnani rozliSitelnych prvka. Potkavali jsme se s permu-
tacemi v tomto smyslu napf. pfi studiu determinantd, viz
odstavec 2.14 na strané 58.

Promysleme si podrobnéji, jak vlastné ndsobeni v takové
grupé vypadd. U (malé) konecné grupy si miizeme snadno
sestavit dplnou tabulku vSech operaci. JestliZze v grupé per-
mutaci X3 na Cislech {1, 2, 3} ozna¢ime jednotliva poradi

a=(1,2,3), b=2,3,1), c=(@3,1,2),
d=(1,3,2),e=3,2,1, f=@213),

pak sklddani naSich permutaci je zaddno tabulkou

a b ¢ d e f
ala b ¢ d e f
b|b ¢ a f d e
clc a b e f d
dld e f a b c
ele f d ¢ a b
flf d e b ¢ a

Vsimnéme si podstatného rozdilu mezi permutacemi a,
b a c a dal8imi tfemi. Ty prvni tii tvoii tzv. cyklus generovany
prvkem b nebo prvkem c:

P=c, bP=a, ?=b, S =a.

Samy o sobé jsou tyto tfi prvky komutativni podgrupou. V této
podgrupé je a jednotka a prvky b s ¢ jsou vzdjemné inverzni.
Je tedy tato podgrupa stejna jako je grupa Zj zbytkovych
tiid celych ¢isel modulo 3, resp. jako grupa tfetich odmocnin
z jednicky.

Dalsi tfi prvky jsou samy sobé€ inverzi a kazdy z nich je
tedy spole¢né s jednotkou a podgrupou stejnou jako je Z,.
Rikdme, Ze b a c jsou prvky Fddu 3, zatimco prvky d, e a f
jsou fadu 2.

Tabulka ale neni symetrickd podle diagonély, naSe ope-
race - tedy neni komutativni.

Obdobné se chovaji vSechny grupy permutaci X%,
kone¢nych mnoZin o m prvcich. Kazdd permutace o rozklada
mnoZinu M na disjunktni sjednoceni maximdlnich invariant-
nich podmnoZin, které dostaneme tak, Ze postupné vybirdme
dosud nezpracované prvky x € M a do tfidy rozkladu M,
priddvame vSechny akce iteraci ok(x),k=1,2,...,dokud
neni o*(x) = x. KaZdou permutaci tak dostdvdme jako
sloZeni jednodussich permutaci, tzv. cykld, které se chovaji
jako identickd permutace vné M, a tak jako o na M,. Pokud
pritom ocislujeme prvky v M, jako potadi (1,2, ..., |M,|)
tak aby i odpovidalo o (x), pak je naSe permutace prostym
posunutim o jednu pozici v cyklu (tj. posledni prvek je

2A 1ze dokézat, ze kazd4 konecnd grupa je podgrupou ve vhodné
konec¢né grupé permutaci. To si mliZeme interpretovat tak, ze grupy %,
jsou tak nekomutativni a slozité, jak to jen jde.
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KAPITOLA 11. ALGEBRAICKE STRUKTURY

zobrazen zpéatky na prvni). Odtud ndzev cyklus. Zjevné
pritom tyto cykly komutuji, takze je jedno, v jakém potadi
z nich permutaci o sloZime.

Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body per-
mutace o a dvouprvkové (x, o (x)), kde o (o (x)) = x. Tém
se fika transpozice. Protoze kazdy cyklus zjevné miZzeme po-
sklddat z permutaci sousednich prvkt (nechdme ,,probublat*
prvni prvek nakonec), 1ze kazdou permutaci napsat jako
sloZen{ transpozic sousednich prvkda.

Vrafme se k piipadu ¥3;. Tam mame jednak moZnost
cyklu, ktery zahrne vSechny tfi prvky a v ném dostaneme
permutace a, b, c. Kromé toho jest¢ miiZzeme mit jeden cyk-
lus o délce 2 a zbyvajici prvek bude pevnym bodem — tak
dostaneme zbyvajici 3 permutace. Vice moZnosti neni. Z po-
stupu je zfejmé, Ze u vétSich poctll prvkd bude moZnosti velmi
mnoho.

Jednotlivé permutce miZeme obecné vyjadfit pomoci
transpozic mnoha zpiisoby. Pfitom ale skuteCnost, jestli
potfebujeme sudy nebo lichy pocet transpozic, je na volbach
nezavisld (miZeme tuto skutecnost vyjadtit pomoci poctu tzv.
inverz{ a posledni tvrzeni pak plyne z toho, Ze kaZd4 transpo-
zice méni pocet inverzi o lichy pocet, viz tivahy v odstavci
2.15 na strané 60).

Maime tedy definovdno dobfe zobrazeni

sgn: X, > Zp, = {1},

tzv. paritu. Dokdzali jsme si znovu tvrzeni, kterd jsme jiz
vyuzivali pfi studiu determinantd (viz 2.14 a ddle):

Véta. KaZda permutace konecné mnoziny je sloZenim cyklii.
Cyklus délky € lze vyjadrit jako sloZeni £ —1 transpozic. Parita
cyklu délky € je (—1)¢~1.

Parita slozeni permutaci o o T je soucinem parit o a t.

Posledni tvrzeni véty fikd, Ze zobrazeni sgn prevadi
sloZzeni permutaci o o T na soucin sgno - sgnt v komuta-
tivni grupé Z,.

HoMOMORFISMY (POLO)GRUP

Obecné fikdme, Ze zobrazeni f : G; — G, je homo-
morfismus (polo)grup, jestliZe respektuje grupové operace,
tzn.

fla-b)=f(a)- f(D).

Zejména tedy vidime, Ze je naSe pravé zavedend signatura
permutaci homomorfismem sgn : X,, — Zo,.

11.3. Symetrie rovinnych ttvara. V paté ¢asti prvni kapi-
toly jsme podrobné a elementédrné rozebrali souvislosti inver-
tibilnich matic se dvéma fddky a dvéma sloupci a linedrnimi
transformacemi v roviné.
Vidéli jsme pritom, Ze matice v Mat, (R) zadavaji linearni
¢ zobrazeni R*? — R?, které zachovévaji standardn{
vzdalenosti pravé, kdyZ jsou jejich sloupce ortonor-
2 mélni bazi R? (co? je jednoduch4 podminka na soufad-
nice matice, viz odstavec 1.29 na strané 32).

.‘“;;f/J
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Ve skute¢nosti je snadné dokézat, Ze kazdé zobrazeni ro-
viny do sebe, které zachovava velikosti, je afinni euklidovské,
tj. je slozenim linedrniho a vhodné translace.’

Jak jsme jiz pfipomnéli, linedrni ¢ast takového zobrazeni
pfitom musi navic byt ortogondlni. VSechna takova zobrazen{
tedy tvori grupu vSech ortogondlnich transformaci (nebo také
euklidovskych transformaci) v rovin€. Navic jsme ukazovali,
ze kromé translaci T, o vektor a jde pouze o rotace R, 0
jakykoliv dhel ¢ kolem pocatku a zrcadleni Z, vici jakékoliv
pfimce £ prochdzejici pocatkem (povSimnéme si, Ze stredova
soumérnost je totéZ jako rotace o ).

Zastav1me se ted’u ilustrace obecnych grupovych pojmi
na problému symetrii rovinnych obrazcti. Bu-
__deme pritom uvaZovat objekty typu dlazdicek.
Nejprve jednotlivé, tj. ve formé ohrani¢eného
obrazku v roving, pozdéji jesté s poZzadavkem
dlazdem v rovinném pésu nebo v celé roving.

Pro zacéatek uvazme tfeba dsecCku a rovnostranny troju-
helnik. Ptdme se, jak moc jsou symetrické, tzn. viici kterym
trasformacim (zachovavajicim velikost) jsou invariantni. Jinak
feceno, chceme aby obraz naseho obrazce byl od ptivodniho
k nerozezndni, dokud si nepopiSeme néjaké vyznacné body,
tieba vrcholy trojihelnika A, B a C a konce tisecek. Zaroveil
je pfedem jasné, Ze vSechny symetrie pevné zvoleného ttvaru
budou vZdy tvofit grupu (vétSinou pouze s jedinym prvkem,
identickym zobrazenim).

P
.
N

N
N
N
N
N
N
<
N
N
N
N
N
N
N
N
N

U tsecky je situace obzvlast jednoduchd — na prvni pohled
je zfejmé, Ze jedinymi jejimi netrividlnimi symetriemi jsou
rotace o 7 kolem stfedu tdsecky, zrcadleni viici ose této tsecky
a zrcadleni viici dseCce samotné. VSechny tyto symetrie jsou
samy sob¢ inverzi. Celd grupa symetrii isecky ma4 tedy Ctyfi
prvky. Jeji tabulka ndsobeni vypad4 takto:

3Jestlize toti# m4 zobrazeni F : R2 — R2 zachovivat velikosti, to-
téZ musi byt pravda pro pfendsené vektory rychlosti, tj. Jacobiho matice
DF(x,y) musi byt v kazdém bod& ortogondlni. Rozepsani této podminky
pro dané zobrazeni F = (f(x,y), g(x, y)) : R? - R? vede na systém di-
ferencidlnich rovnic, ktery ma pouze afinni feSeni, protoZe snadno uvidime,
Ze vSechny druhé derivace F musi byt nulové (a pak uZ je nase tvrzeni
okamZitym ddsledkem Taylorovy véty se zbytkem). Zkuste si promyslet
detaily! Ve skute¢nosti vede stejny postup k vysledku pro euklidovské
prostory libovolné dimenze. VSimnéte si pfitom, Ze dokazovand podminka
je nazdvisld na volbé afinnich soufadnic, proto sloZenim F s linedrnim
zobrazenim vysledek neméni. MliZzeme proto pro pevny bod (x, y) sloZit
(DF )_1 o F abez Gjmy na obecnosti rovnou pfedpokladat, Ze D F (x, y) je
matice identického zobrazeni. Derivovanim rovnic pak dostdvame diisledky,
které piimo fikaji poZadované tvrzeni.
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Ry R, Zy Zy
Ro | Ro R, Zy Zv
RJT R?T RO ZV ZH
Zy|Zy Zv Ry R,
Zv | Zv Zy R, Ry

a je tedy celd tato grupa komutativni.

Pro rovnostranny trojihelnik uZ symetrii nachdzime vic:
muiiZeme rotovat o 7r/3 nebo mizeme zrcadlit vici osdm
stran. Abychom dostali grupu celou, musime ptidat v§echna
sloZeni takovychto transformaci. UZ v 1.29 jsme vidéli, Ze
sloZeni dvou zrcadleni je vZdy otocenim. Zaroveii je zfejmé,
7e sloZeni takovych zrcadleni v opacném potadi d4 otoceni
o stejny dhel, ale s opacnou orientaci. V nasem piipadé tedy
zrcadleni kolem dvou rznych os vygeneruji postupnou opa-
kovanou aplikaci vSechny symetrie, ktery bude dohromady
Sest. Jestlize si umistime trojdhelnik v soutfadnicich jako na
obrazku, bude naSich Sest transformaci zaddno maticemi

Q
I
N
O =
— O
N
Il
|
aml»—
o=l5
o
Il
Sl
|
[

Sestavenim tabulky pro ndsobenti, tak jak jsme ji ud€lali pro
grupu permutaci X3 obdrZime prave stejny vysledek. Pro vetsi
nazornost jsou vrcholy oznadeny Cisly, takze jsou piislusné
permutace piimo Citelné.

Obdobné umime nachézet grupy symetrii s k£ riznymi
rotacemi a k zrcadlenimi. Sta¢i si k tomu vzit pravidelny
k-uhelnik. Takové grupy symetrif se ¢asto oznacuji jako grupy
Dy atika se jim dihedralni grupy fadu k. Tyto grupy jsou ne-
komutativni pro v§echna k > 3, zatimco D, je komutativni.
Nézev patrné je odvozen od skutecnosti, Ze D, je grupa sy-
metrii molekuly vodiku H,, ve které jsou dva atomy vodiku a
geometricky si ji 1ze pfedstavit jako tsecku.

Stejné tak Ize snadno najit obrazce, které maji pouze
rotacni symetrie a jde tedy o komutativni grupy, které se v che-
mii znac{ jako Cy. Rikdme jim cyklické grupy fadu k. K tomu
postaci napf. uvazovat pravidelny mnohotuhelnik, u kterého
nesymetricky, ale porad stejné, pozménime chovdani hran, viz.
¢erchované rozsiteni trojihelniku na obrdzku. V§imnéme si,
Ze grupu C, lze realizovat dvéma zplsoby — bud jedinou
netrividln{ rotaci o w nebo jedinym zrcadlenim.

Jako prvni ukdzku sily naSich abstraktnich dvah do-
kaZeme nésledujici vétu. Rekneme, Ze obrazec ma diskrétni
grupu symetrii, jestliZe mnoZina obrazi libovolného bodu
pfi plisobeni v§emi prvky grupy je diskrétni podmnoZzinou v
roviné (tj. vSechny jeji body maji okoli, ve kterém uz Zadny
dal$i bod mnoZiny neni).

Vsimnéme si, Ze kazdd diskrétni grupa symetrii
ohrani¢eného obrazce je nutné kone¢na.
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Véta. Nechtje M ohranicend mnoZina v roviné R? s diskrétni
grupou grupou symetrii G. Pak je grupa G bud'trividlni nebo
jedna z grup Cy, Dy, sk > 1.

Dtkaz. Kdyby néjakd mnoZina M pripoustéla jako svoji
symetrii translaci, nemize byt ohranic¢end. Po-
: » kud by M piipoustéla rotaci o thel, jehoZ zddny
celociselny ndsobek neni 27 (tj. rotaci o ira-
ciondlni nasobek 27), pak bychom iteracemi
teto rotace obdZeli hustou podmnoZinu obrazl na prislusné
kruznici. Grupa symetrii by tedy nemohla byt diskrétni.

Pokud by M pfipoustéla netrividlni rotace s riznymi
sttedy, opét nemtZe byt ohranicend. NapiSeme-li totiZ
prislusné rotace v komplexni rovin€ jako

R:z— (z—a) +a, Q:zrnz

2mi/k 2mift

pro komplexni jednotky ¢ = e a libovolné

a # 0 € C, pak okamZité vidime
QoRo Q7 'z z4+an(l -1,

coZ je translace o netrividlni vektor, pokud nenf Ghel rotace
Q nulovy. MnoZina M by tedy nemohla byt ohrani¢end.

Totéz plati pro piipad, Ze by existovala rota¢ni symetrie a
zrcadleni podél pfimky, kterd neprochdzi stredem rotace.

Méme tedy k dispozici pouze rotace se spoleCnym
sttedem a zrcadleni podél pifimek timto stfedem prochéze-
jicich.

Zbyva tedy dokazat, Ze je celd grupa sloZzena vzdy bud’
pouze z rotaci nebo vZdy ze stejného poctu rotaci a zrcadleni.
Pfipomenime, Ze vZdy sloZzenim dvou riznych zrcadleni do-
stdvame rotaci o thel rovny poloving thlu sviraného osami zr-
cadlenf (viz 1.29). Proto je i naopak sloZenim zrcadleni podle
piimky p s rotaci o thel ¢/2 zase zrcadleni podél piimky svi-
rajici thel ¢ s p. Odtud jiZ vcelku snadno plyne poZadované
tvrzeni. O

,N=¢

Yev s

11.4. Symetrie rovinnych dlazdéni. Slozitéjsi chovani lze
vypozorovat u rovinnych obrazct v pasech nebo v celé roviné
(feknéme, Ze abstraktné zkoumdme mozZnosti symetrii pro
riizné dlazby).

Nejprve uvazme mnoZinu tvofenou pasem v roviné
uzavieném mezi dvéma rovnobézkami a pfedpokladejme, Ze
je cely tento pds pokryt disjuktnimi obrazy ohrani¢ené podm-
noziny M pomoci néjaké translace. Tato translace bude sa-
moziejmé symetrif zvoleného dlaZdéni rovinného pasu. Grupa
symetrii tedy bude vZdy nekone¢nA.

Pro symetrie takové mnoZiny neptichdzeji v ivahu zZddné
netrividlni rotace, kromé& R, a jedind moZnd zrcadleni jsou
bud horizontélni podle osy pdsu nebo vertikdlni podle které-
koliv pfimky kolmé na hranice pasu. Zlstavajf jesté piipadné
translace zadané vektorem rovnobéZnym s osou pasu.

Neprilis sloZzitd diskuse vede k popisu vSech diskrétnich
grup symetrii pro rovinné pasy. Kazda takové grupa je gene-
rovana nékterymi z ndsledujicich mozZnych symetrii: translace
T, posunuté zrcadleni G (tj. sloZeni horizontélniho zrcadleni
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s translaci), vertikalni zrcadleni V, horizontalni zrcadleni H
arotace Ror.

Véta. Kazda diskrétni grupa symetrii dlazdéni pasu v roviné
Je jednoho z ndsledujicich sedmi typu, tj. je izmorfni s jednou
z grup generovanych ndsledujicimi symetriemi:

(1) jedinou translaci T

(2) jedinym posunutym zrcadlenim G

(3) jednou translaci T a jednim vertikalnim zrcadlenim V
(4) jednou translaci T a jednou rotaci R

(5) jednou posunutou translaci G a jednou rotaci R

(6) jednou translaci T a horizontdlnim zrcadlenim H

(7) jednou translaci T, horizontalnim zrcadlenim H a jednim

vertikdlnim zrcadlenim V. Casem by se mohlo

dat ovéfeni do série
Dikaz zde nyni nebudeme uvadét. Piiklady vzori piikladiza
v/ N . .. « . kapitolou, pfipadné
s prisluSnymi symetriemi jsou aspoti na obrazku. i sem
SloZzitéjsi je to se symetriemi dlaZzdéni, které vyplni ce-
lou rovinu. Nemdme zde prostor pro podrobnéjsi zkoumant,
nicméné alespori poznamenejme, Ze vSech takovych grup sy-
metrif v roving je pouze sedmndct. Rikd se jim dvourozmérné
krystalografické grupy.
Obdobna uplnad diskuse je zndma i pro trojrozmérné
diskrétni grupy symetrii. Bohatd teorie byla vypracovédna
zejména v 19. stoleti v souvislosti se studiem symetrif krystalti

a molekul chemickych prvki.

11.5. Homomorfismy grup. Pfipomeiime, Ze zobrazeni f :
G — H mezi dvémi grupami G a H se na-
, N zyva homomorfismus grup, jestlize respektuje
= nasobent, tj. pro vSechny prvky a, b € G plati

fla-b)= f(a)- f(b).
Pov§imnéme si, Ze ndsobeni vlevo je uvniti grupy G predtim,
neZ zobrazujeme, zatimco vpravo jde o nasobeni v H poté,
co zobrazujeme.
Piimo z definice se snadno oveii nasledujici vlastnosti
homomorfism:

Tvrzeni. Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

(1) obraz jednotky e € G je jednotkav H
(2) obraz inverze k prvku je inverzi obrazu. tj.

fa™ = f@™".

(3) obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.

(4) vzorem f~'(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.

(5) je-li f zdroveri bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~! je
homomorfismus.

(6) f je injektivni zobrazeni pravé, kdyz f~'(e) = {e}.

Dtkaz. Je-li K C G podgrupa, pak pro kazdé dva prvky
y= f(a),z= f(b) v Hnutné také y - z = f(a - b) patii do
obrazu. Je proto vZdy obrazem podgrupy opét podpologrupa
(tj. bude to podgrupa, pokud obraz nutn€ obsahuje i inverze a
jednotku).
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Specielné, trividlni podgrupa {e} m4 za obraz opét podpo-
logrupu. ProtoZe z rovnosti z - z = z v grupé H vyndsobenim
prvkem z~! dostdvdme z = e, ovéfili jsme, Ze jedinou jedno-
prvkovou podpologrupou v grupé je trividlni podgrupa {e}.
Zejména tedy f(e) = e.

Piimo z definice homomorphismu nyni vidime, Ze

f@a" - f@=fl) =e,

tj. f(@)~' = f(a™"). Dokdzali jsme tedy prvni tfi tvrzen.
Stejné postupujeme u vzort: jestlize a, b € G spliiuji
f(a), f(b) € K C H, potom také f(a-b) € K.
Predpoklddejme, Ze existuje inverzni zobrazeni g = f~!
a zvolme libovolné y = f(a),z = f(b) € H.Pak f(a-b) =
y-z = f(a)- f(b), coZ je ekvivalentni vyrazu g(y) - g(z) =
a-b=g(y-z).Jetedy inverze skute¢né homomorfismem.
Pokud plati f(a) = f(b), pak f(a-b~!) = e € H.
Pokud je tedy jedinym vzorem jednotky v H jednotka v G,
pak a - b~' = e, tj. a = b. Opa¢n4 implikace je zfejmd. [

Podgrupa f~!(e) jednotkového prvku e € H se nazyva
Jjadro homomorfismu f a zna¢ime ji ker f. Bijektivn{ homo-
morfismus grup nazyvame izomorfismus.

Z ptedchozich tvrzeni okamZité vyplyvd, Ze homomor-
fismus f : G — H s trividlnim jadrem je izomorfismem na
obraz f(G).

11.6. Prl’klady Grupy zbytkovych tfid Z; jsou izomorfn{
_ grupam komplexnich k-tych odmocnin z
Jedmcky, coZ jsou zaroven izomorfni obrazy
’ —_konecénych grup otoceni v roviné o celé nasobky
uhlu 2 / k. Nakreslete si obrazek, pocitani s tzv. komplexnimi
jednotkami e**//¥ je velmi efektivni.

Zobrazeniexp : R — R, je izomorfismus aditivni grupy
redlnych ¢isel na multiplikativni grupu kladnych redlnych
Cisel.

Tento izomorfismus se prirozené rozsifuje na morfismus
exp : C — C\ 0 aditivni grupy komplexnich ¢isel na mul-
tiplikativni grupu vSech nenulovych komplexnich ¢isel. Pro
komplexni ¢isla pritom ale dostdvame netrividlni jadro. Vidéli
jsme totiZ, Ze ziZen{ exp na ryze imaginarni ¢isla (coZ je pod-
grupa izomorfni R) je homomorfismem

it — €' =cost+isint,

tzn. Ze Cisla 2kmi, k € 7Z, jsou v jadru. Snadno se dopocita,
7e je to celé jadro. Je-li totiz s+’ = e* = 1 proredlnd s
at, musibyte® = 1,t.s =0, a pak Zbyva pouze t = 2km
pro libovolné celé k.

Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici
skalart z K prifazuje néjaky skalar v K (pracovali jsme s
K = 7Z,Q, R, C). Cauchyova véta o determinantu soucinu
¢tvercovych matic

det(A - B) = (det A) - (det B)

je tedy tvrzenim, Ze pro grupu G = G L(n, K) invertibilnich
matic je det : G — K\ 0 homomorfismem grup.
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11 7 Soudin grup. Jestliie mame k dispozici dvé grupy,

vvvvvv

SoUCIN GRUP L

strukei:

Pro kazdé dvé grupy G, H definujeme soucin grup G x H
takto: Jako mnoZina je G x H skute¢né soucin a nasobeni
definujeme po slozkach. tj.

(a,x)'(b,)’):(a'b,x‘y)

kde nalevo vystupuje soudin, ktery definujeme, zatimco na-
pravo pouzivame tecku k naznaceni soucini v jednotlivych
grupich G a H.

Projekce na jednotlivé komponenty G a H v soudinu,
pe:GxH>(@b)r—>acG, py:GxH>(a,b)—>b
jsou surjektivni homomorfismy grup s jadry

ker pg = {(eg,b); be H} ~ H
ker py ={(a,ep);a e G} =G

Grupa Zg je izomorfni soucinu Z, x Zs. Docela snadno
miZeme toto tvrzeni vidét pii multiplikativni realizaci grup
zbytkovych tfid Z; jakoZto komplexnich k-tych odmocnin
z jednicky. Skute¢né tak vidime, Ze Zg je tvofeno body na
jednotkové kruznici v komplexni roviné ve vrcholech pra-
vidleného Sestithelniku, Z, pak odpovidd £1, Z3 pravidel-
nému trojuhelniku s jednim vrcholem v jednicce. JestliZze
budeme ztotoziiovat piislusSné body s otocenimi v roving,
které jednicku pfevede pravé do nich, pak skladani dvou ta-
kovych otoc¢eni bude vzdy komutativni a kombinacemi jed-
noho otoceni ze Z, a jednoho ze Z3 dostaneme pravé vSechna
otoCeni ze Zg. Nakreslete si obrazek! Takto tedy dostaneme
(pfi obvyklejsi aditivni notaci pro zbytkové tfidy) izomorfis-
mus:

[0]6 > ([0]2, [0]3)
[1]6 = ([1]2, [2]5)
[2]6 > ([0]2, [1]3)
[316 = ([1]2, [0]3)
[4]6 > ([0]2, [2]3)
[516 = ([1]2, [1]3)

V z4péti uvidime, Ze jsou podobné konstrukce k dispozici pro
konecné komutativni grupy dplné obecné.

11.8. Komutativni grupy. Libovolny prvek a v grupé G je
obsaZen v minimalni podgrupé {a, a*, a’, ...},

ey kterd jej obsahuje. Je zjevné, Ze je tato pod—
Q&N» grupa komutativni, a pokud je celd grupa G
2 kone¢n4, nutn& musf jednou nastat pifpad a* = e.
Nejmen51 k s touto vlastnosti nazyvdme 7dd prvku a v G.
Grupa G je cyklickd grupa je-li celé G generované néjakym
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svym prvkem a vyse uvedenym zptsobem. Pokud je fad k ge-
nerdtoru grupy konecny, jde pravé o grupy Cy z na$i diskuse
symetrii obrazctli v roving.

Z definice pifimo vyplyva, Ze kazda cyklicka grupa je
izomorfni bud grupé celych ¢isel Z (pokud je nekonecnd)
nebo nekteré grupé zbytkovych tiid Z; (kdyZ je konecnd).
Ve skutecnosti z takovych jednoduchych stavebnich kamenti
muzeme poskladat vSechny konecné komutativni grupy.

Véta. Kazda konecnda komutativni grupa G je izomorfni
soucinu cyklickych grup Cy.

Je-lin = p]fl - pY rozklad prirozeného Cisla n na
prvocisla, pak je grupa C, izomorfni soucinu

C,=Cix x- -+ xC .
121 Pr

Dtkaz. Obecné prvni tvrzeni véty zde viibec nebudeme
dokazovat. Kompletni diikaz lze najit napt. v [?]. Nékolika
pozndmkami se jeSté k problematice vratime v odstavci 11.12.

Dtikaz druhého tvrzeni za¢neme jednodussim specidlnim
ptipadem, kdy n = pg s nesoudélnymi p a g. Zvolme genera-
tory a grupy C,, b grupy C, a c grupy C,. Nabizi se definovat
zobrazeni f : C, — C, x C, vztahem

fd) = @, .

ProtoZe plati a* - a* = a*** a podobné pro b a ¢, dostdvdme

f(ak . a@) — (bk+€’ ck+€) — (bk, ck) . (bl, CK)

a jde tedy o homomorfismus. JestliZe je obrazem jednotka,
pak k musi byt zirovenl ndsobkem p i g. ProtoZe jsou p a g
nesoudélné, znamen4 to, Ze je k i ndsobkem n a je proto f
injektivni. Pfitom zfejmé& maji grupy C, i C, x C, stejné
prvk, takZe jde o izomorfismus. Odtud jiZ vyplyva tvrzeni
véty o rozkladu cyklickych grup fddu k na souciny menSich
cyklickych grup. 0

Vsimnéme si, Ze naopak C,» nikdy neni izomorfn{
soucinu C), x C,. Zatimco C ;. je totiz generované prvkem
fadu p?, nejvési dostupny fad prvku v C, x C, je jenom p.

Vzhledem k tomu, Ze v§echny kone¢né komutativni grupy
jsou izomorfni soucinu cyklickych grup, miZeme pro malé
pocty prvki najit vSechny takové grupy aZ na izomorfismus.
Napt. mdme jen dvé grupy s 12 prvky

C12=C4XC3, CzXCzXC3=C2XC6.

Podobné si miiZeme povSimnout, Ze maji-li v§echny prvky
v grup€ G kromé jednotky 7ad 2, pak jde o grupu (C;)" pro
néjaké n, zejména tedy ma 2" prvkia. Skute¢né, kdybychom
totiz v rozkladu G na soucin cyklickych grup povolili C),
s p > 2, pak by tam nutné€ musely vzniknout prvky vys$siho
radu.
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11.9. Rozklady podle podgrup. Volbou libovolné pod-

dr. grupy H v grupé G dostidvame dal$i informace o
% struktufe celé grupy. Na mnoZin¢ prvkid grupy G
2 nyni definujeme relaci a ~y b jestlize b~'-a € H.
Snadno ovéfime, Ze je takto definovdna relace
ekvivalence:

Platia=! -a = e € H, je tedy relace reflexivni. Je-li
b'a=heH,potoma~!-b=0b"'a)'=h"'eH,je
proto relace symetrickd. Konec¢né, je-li c=! - b € H a zdroveii
jeb™'-ae H,potomc™'-a=c"'-b-b7".a e H,ovéili
jsme tedy i tranzivitu.

Cela grupa G se proto jako mnoZina rozpadd na tzv. levé
tridy rozkladu podle podgrupy H vziajemné ekvivalentnich
prvki. Tridu prisluSejici prvku a znaéime a - H a skute¢né
plati, Ze

a-H={a-h; he H},
nebot prvek b je ve stejné tiidé s a, pravé kdyz jde takovymto
zplisobem vyjadfit.
Mnozinu vSech levych tiid rozkladu podle podgrupy H
oznacujeme G/ H.
Obdobné definujeme pravé tfidy rozkladu H - a. Piislusna
ekvivalence je: a ~ b, jestlize a - b~' € H. Proto

H\G={H -a; a € G}.

Tvrzeni. Pro tiidy rozkladu grupy G podle podgrupy H plati:
(1) Levé a pravé tiidy rozkladu podle podgrupy H C G
splyvaji prave, kdyz pro kazdé a € G, h € H plati

a-h-a'eH.

(2) VSechny tiidy (levé i pravé) maji shodnou mohutnost
s podgrupou H.

Dukaz. Obé vlastnosti vyplyvaji bezprostfedné z de-
fini¢nich vlastnosti. V prvém pripadé chceme, aby pro jaké-
koliva € G, h € H platiloh -a = a - k' pro vhodné h’' € H.
To ale nastane pravé tehdy, kdy?a='-h-a=h" € H.

Ve druhém pripadé si staci uvédomit, ze pokud a - h =
a - h', pak také vyndsobenim a~! zleva obdrzime h = h’. [J

Jako okamzity dasledek pfedchoziho jednoduchého tvr-
zeni dostdvame

11.10. Véta. Necht G je konecnd grupa s n prvky, H jeji
podgrupa. Potom

(1) Mohutnost n = |G| je soucinem mohutnosti H a mohut-

nosti G/H, tj.
|Gl =I|G/H| - |H|

(2) Prirozené cislo |H| je délitelem cisla n.

(3) Je-lia € G prvek radu k, pak k deli n.

(4) Prokazdé a € G jea™ = e.

(5) Je-li mohutnost grupy G prvocislo, pak je G izomorfni
cyklické grupé Z,,.

Druhému tvrzeni se fikdva Lagrangeova véta, predposled-
nimu mald Fermatova véta.
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Dtkaz. Vidéli jsme, Ze kazda tiida levého rozkladu ma
pravé |H| prvkd. Pritom dvé rizné tfidy rozkladu musi mit
nutn€ prazdny pranik. Odtud vyplyva prvni tvrzeni.

Druhé tvrzeni je okamzitym dtsledkem prvniho.

Kazdy prvek a € G generuje cyklickou podgrupu
{a,a®, ..., a" = e} a pravé pocet prvki této podgrupy je
fddem prvku a. Proto musi fad délit pocet prvki v G.

Jelikoz je ¥ad k prvku a délitelem &isla n a a* = e, je
také a" = (a*)* = e pro n&jaké s.

Jestlize je n > 1, pak existuje prvek a € G rtzny od
jednotky e. Jeho fad je prirozené ¢islo k rizné od jednicky
a nutné déli n. Proto musi byt k rovno n. Pak ovSem jsou

viechny prvky G tvarua* prok =1, ..., n. O

TADY URCITE PRIJDOU NEJAKE REMINISCENCE Z ELEMEN-
TARN{ TEORIE CfSEL!

11.11. Normalni podgrupy a faktorgrupy. Podgrupy H,
7 « prokteréplati, e a - h - a~' € H pro viechny
A‘z/ a € G, h € H, se nazyvaji normalni podgrupy.

\! ’ ‘7"' ' Pro normalni podgrupy je dobfe definovano
pP=—= ndsobeni na G/H vztahem

(a-H)y-(b-H)=(a-b)-H.

Skutec¢né, volbou jinych reprezentantli a - i, b - h’ dostaneme
opét stejny vysledek

(a-h-b-h)-H=((a-b)-(b""-h-b)-h')-H = (a-b)-H.

TotéZ si miiZzeme oddvodnit tak, Ze nezaleZi na tom jestli pra-
cujeme s pravymi nebo levymi tfidami. MZeme proto rovnou
naSe tfidy psét jako H - a - H a potom snadno definujeme
(H-a)-b-H)y=H -(a-b)-H.

Zitejmé jsou splnény pro nové ndsobeni na G/H vSechny
vlastnosti grupy: jednotkou je sama grupa H jakoZto tfida
e - H jednotky, inverzi k a - H je zfejm& a~' - H a asociativita
nasobeni je zfejma z definice. Hovofime o faktorové grupé
G/H grupy G podle normalni podgrupy H.

V komutativnich grupéch jsou samoziejmé vSechny pod-
grupy normalni. PodmnozZina

nZ =1{na;, a €2} C7Z

zadéava v celych Cislech podgrupu a jeji faktorgrupou je praveé
(aditivn{) grupa zbytkovych tiid Z,.

Z definice je zfejmé, Ze vSechna jadra homomorfismi
jsou normdlni podgrupy. Naopak, jestliZze je podgrupa H C G
normdlni, pak zobrazeni

p:G—-G/H, a—a-H

je surjektivni homomorfismus grup s jddrem H. Skute¢né, p
je dobfe definované, piimo z definice ndsobeni na G/ H je
vidét, Ze p je homomorfismus, a p je zjevné surjektivni. Je
tedy vidét, Ze normdlni podgrupy jsou pravé vSechna jadra
homomorfismda.
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Dale, pro libovolny homomorfismus grup f : G — K s
jadrem H = ker f je dobfe definovdn také homomorfismus

f:G/kerf - K, f(a-H)= f(a),

ktery je injektivni.

Zdanlivé paradoxni je pfiklad homomorfismu grup C* —
C*, ktery je definovany na nenulovych komplexnich ¢islech
vztahem z +> z* s pfirozenym k. Zjevné jde o surjektivni
homomorfismus a jeho jadro je mnozina k—tych odmocnin
z jednicky, tj. cyklickd podgrupa Zy. Pfedchozi dvaha tedy
dava pro vsechna prirozend k izomorfismus

f:C*z7 — C*.
Tento priklad ukazuje, Ze u nekonecnych grup nejsou pocty

s mohutnostmi tak prehledné jako tomu bylo u kone¢nych
grup ve Vété 11.10.

11.12. Exaktni posloupnosti. Kdykoliv zvolime normaln{
podgrupu H v grupé G, dostdvame tzv. krdatkou exaktni po-
sloupnost grup

e—>H—->G—> G/H — e,

kde Sipky postupné zndzornuji jediny homomorfismus tri-
vidlni grupy {e} do grupy H, vloZeni ¢ podgrupy H C G,
projekci v na faktorgrupu G/ H a, kone¢né, jediny morfismus
grupy G/ H natrividlni grupu {e}. Ve vSech piipadech je vidét,
7e obraz predchézejici Sipky je pfesné jadrem ndsledujici. To
je definice exaktnosti posloupnosti homomorfismi.

JesliZe existuje homomorfismus o : G/H — G, takovy
Ze v oo = idg,u, fikdme, Ze se naSe exaktni posloupnost
stepi.
Lemma. KaZdd rozstépend krdtka exatkni posloupnost ko-
mutativnich grup zadavad izomorfismus G = H x G/H.

Dutxkaz. Definujeme zobrazeni f : H x G/H — G
vztahem

f(a,b) =a-o ().
ProtoZe pracujeme s komutativnimi grupami, jde zjevné o
homomorfismus:

f(aa',bb") = ad'c (b)o (') = (ao (b))(a'o (D).

Jestlize f(a,b) = e,pako(b) =a~' € H,tj. b = v(c (b))
je tedy jednotkovy prvek v G/ H. Pak ovSem jeho obraz musi
byto (b) = e ajeprotoia = e. ProtoZe jsou levé a pravé tiidy
rozkladu u komutativnich grup totoZné, je zobrazeni f zjevné
surjektivni. Dokazali jsme tedy, Ze je f izomorfismus. [

MiZeme nyni naznacit hlavni ideu dikazu Véty 11.8.
&\ Kdybychom totiZ védéli, Ze se vSechny kratké
» / exaktni posloupnosti vzniklé volbou cyklickych

W’// podgrup H v kone¢nych komutativnich grupéach
‘ 722/ G $tépi, pak bychom snadno diikaz vedli indukci.
V grupé G o mohutnosti 7, kterd neni cycklickd, bychom totizZ
zvolili prvek s fddem p < n anasli jim generovanou cyklickou
podgrupu H a Stépeni prislusné kratké exaktni posloupnosti.
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Tim bychom dostali grupu G vyjadienou jako soucin zvolené
cyklické podgrupy H a grupy G/H s mohutnosti n/p.
Hlavnim technickym bodem dikazu tedy je ovéfeni, Ze
v kazdé kone¢né komutativni grupé najdeme prvky radu p”
s patficnymi mocninami prvociselnych p a Ze se skute¢né
vyse uvedené kratké exaktni posloupnosti pro tyto grupy Stépi.

11.13. Akce grupy. Jiz jsme vidéli, Ze Casto potkdvame
- grupy jako mnoziny transformaci néjaké pevné
mnoZziny. Musi pfitom byt v§echny invertibilni
a zéroven musi byt nasSe mnozina transformaci
2= yuzaviend na skladdni. Casto ale také chceme
pracovat s pevné zvolenou grupou, jejiz prvky reprezentu-
jeme jako zobrazeni na néjaké mnoZing, pritom ale ne nutné
jsou zobrazeni piislu$nd rtiznym prvkim grupy riznd. Napf.
vSechna otoceni roviny kolem pocatku o vS§echny mozné dhly
odpovidajf grupé redlnych ¢isel. Otoceni o 2r je ale identické
zobrazeni.
Formélné si miZzeme takovou situaci popsat ndsledovné.

I AKCE GRUPY
= |

——

Leva akce grupy G na mnoziné S je homomorfismus
grupy G do podgrupy invertibilnich prvké v pologrupé S5
vSech zobrazeni S — S. Takovy homomorfismus si také
mulzZeme pfedstavit jako zobrazeni ¢ : G x § — S, které
splituje

p(a-b,x) =ga, (b, x)),
odtud nézev ,levé akce*. Casto budeme k vyjadfeni akce
prvku grupy na prvku S pouZivat pouze zapis a - x (byf jde o
jinou te¢ku neZ u ndsobeni uvnitt grup). Defini¢ni vlastnost
pak vypad4 takto:

(a-b)-x=a-0b-x).
Obraz prvku x € S v akci celé grupy G nazyvame orbita
Sy prvku x, tj.
Se={y =9, x); aeG}

Pro kazdy bod x € S definujeme izotropni podgrupu G, C G
akce ¢,

G, ={a € G; ¢(a,x) =x}.
JestliZze pro kazdé dva prvky x, y € S existuje a € G tak, Ze
o(a, x) =y, pak fikdme, Ze akce ¢ je tranzitivni.

JestliZze zvolime dva body x, y € S a prvek g € G zobra-
zujici x an y = g-x, pak je zjevné mnoZina {ghg~'; h € G}
izotropni podgrupou G . Zobrazeni h > ghg~' je pfitom
homomorfismem grup G, — G,.

Snadno se vidi, Ze u tranzitivnich akci je cely prostor
jedinou orbitou a v8echny izotropni podgrupy maji stejnou
mohutnost.

Jako priklad tranzitivni akce kone¢né grupy muiZeme
uvést napf. zjevnou akci grupy permutaci pevné zvolené
mnoZiny X na samotné mnoZiné X. Pfirozend akce vSech
invertibilnich linedrnich transformaci na nenulovych prvcich
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vektorového prostoru V je také tranzitivni. Pokud vezmeme
ale prostor V cely, je nulovy vektor zvlastni orbitou.

Vyse uvadény piiklad akce aditivni grupy redlnych Cisel
prostiednictvim rotaci kolem pevného stfedu O v rovin€ neni
tranzitivni. Orbity jednotlivych bodt jsou pravé kruznice se
sttedem O prochézejici témito body.

Typicky priklad tranzitivni akce grupy G je pfirozena
akce na mnoziné levych tfid G/H pro jakoukoliv podgrupu
H. Definujeme ji vztahem

g-(aH) = (ga)H.

Snadno ukédzeme, Ze takto v podstaté vypadaji vSechny
tranzitivni akce grup. Pro libolnou tranzitivni akci G x § —
S a pevné zvoleny bod x € G miZeme totiZ ztotoZnit §
s mnoZinou levych tfid G/ G, pomoci vztahu gG, — g -
x. Toto zobrazeni je zjevné surjektivni a obrazy g - x =
h - x splyvaji pravé kdyZz h~'g € G, a to je ekvivalentni
s gG, = hG,. Konecné si vSimnéme, Ze toto ztotoZnéni
prevadi plivodni akci G na S pravé na vysSe uvedenou akci G
naG/G,.

11.14. Véta. Pro kaZdou akci konecné grupy G na konecné
mnoZiné S plati:
(1) Pro kazdy prvek x € S je

|Gl =[Gyl - [S].

(2) (Burnsidovo lemma) Je-li N pocet orbit akce G na S pak
1
Gl = 2 I6l:

geG

kde S; = {x € S; g -x = x} oznacuje mnoZinu pevnych
bodi akce prvku g.

Dt¢kaz. UvaZzme libovolny bod x € S a izotropni pod-
grupu G, C G tohoto bodu. Stejny argument jako na konci
minulého odstavce u tranzitivnich grup miiZeme uplatnit na
kazdou akci grupy G. Dostdvame zobrazeni G/ G, — S,,
g -Gy g-x.Pokud (g-Sy) -x=(h-S,) - x, pak zjevné
g 'h € S,, je tedy nase zobrazan{ injektvni. Zdrovefi je zjevné
surjektivni, proto pro mohutnosti naSich kone¢nych mnoZin
plati |G/ G| = |S;|. Odtud jiZ vyplyva prvni vlastnost z véty,
protoZe |G| = |G/ G| - |Gy]-

Druhé tvrzeni dokdZeme tak, Ze dvéma zpisoby spocteme
mohutnost mnoZiny pevnych bodd akce:

F={(x,2)eSxG,; gx)y=x}CSxG.

ProtoZe jde o kone¢né mnoziny, mtizeme si predstavit prvky
soucinu § x G jako prvky v matici (sloupce oznacujeme
prvky v S, fadky pak podle prvki v G). S¢itdnim po fadcich
i sloupcich obdrzime

[Fl =" 1S,/ =D 1G.I.
geG xeS

Nyni si pro pfehlednost vyberme po jednom reprezentantu
X{, ..., Xy z kazdé orbity v S a pfipomefime, Ze mohutnosti
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izotropnich grup pro body ve stejné orbité jsou stejné. VyuZi-
tim jiz dokdzaného tvrzeni (1) nyni vcelku snadno dostavame

N N
IFl =181 =D > 1G:l =D I8,1IGy| =N - |G|

geG i=1 xeSy; i=1
a dikaz je ukoncen. U

explicitng zminit Doporucujeme si peclivé promyslet, jak uZite¢nd jsou
neco z vedlejiich  tvrzen{ véty pro feSeni kombinatorickych dloh, viz ??.

sloupcti

2. Okruhy polynomu

Grupove operace byly podstatné u skalari i vektorti. Vy-
_ stupovalo ndm tam ovSem nékolik obdobnych

N

PR % struktur zdroveii. Zam&fime se ted pravé na
"’ = takové piipady. Budeme pritom mit na mysli
zejména obvykle skalary, tj. celd ¢isla Z, raciondlni ¢isla Q,
komplexni ¢isla C, a mnoZiny polynomi nad takovymi skaldry
K. Budeme pritom ale peclivé budovat abstraktni algebraic-
kou teorii.

11.15. OKkruhy a télesa. Cela ¢isla maji nasledujici vlast-
nosti tzv. okruhu:

OKRUHY A OBORY INTEGRITY F——

Definice. Komutativni grupa (M, +) s neutrdlnim prvkem
0 € M, spolu s dal3f operaci - spliiujici

e (a-b)y-c=a-(b-c),provsechnya, b,c e M;

ea-b=0>b-a,provsechnya,b e M;

e existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a € M plati
1l-a=a;

ea-(b+c)=a-b+a-c,provsechnya, b,c e M;

se nazyva komutativni okruh.

Jestlize v okruhu K plati ¢ - d = 0 pravé, kdyZ alespon
jeden z prvki c ad je nulovy, pak nazyvdme okruh K oborem
integrity.

Posledni vlastnosti v nasem vyctu axiomt okruhu se fika
distributivita s¢itani vic¢i nasobeni. Pokud neplati vlastnost
komutativity operace -, hovotime o nekomutativnim okruhu.
V dalSim se ov§em omezime zpravidla na okruhy komutativni.
Operaci + budeme fikat s¢itdni a operaci - ndsobeni, aniZ by
to znamenalo, Ze jde skutecné o tyto operace na nékterém
z nasich ¢iselnych obort. Navic budeme vzdy predpokladat
existenci jedni¢ky 1 pro operaci ndsobeni. Neutrdlnimu prvku
pro sc¢itani fikdme nula.

' TELESA |
. L o

—

Netrividlni (komutativni) okruh, ve kterém jsou vSechny
nenulové prvky invertibilni, se nazyva (komutativni) téleso.
Komutativni téleso se také nazyva pole.
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Typickym piikladem komutativnich téles, tj. poli, jsou Cis-
lené obory Q, R, C. Déle pak vSechny okruhy zbytkovych tfid
Z, s prvociselnym p. Dobrym pfikladem nekomutativniho
okruhu s jednic¢kou je mnoZina Mat; (K) vSech ¢tvercovych
matic nad okruhem K s k fadky a sloupci. Jak jsme vid€li
davno, neni to ani obor integrity. Jako priklad nekomutativ-
niho télesa uvedme téleso kvaterniont H, viz priklad ?? ve
druhém sloupci.

Lemma. V kazdém komutativnim okruhu K s jednickou plati

ndsledujici vztahy (které nam jiste pripadaji samozrejmé u

skaldrit)

(1) 0-c=c-0=0provsechny c € K,

(2) —c=(=1)-c=c-(=1) provsechny c € K,

(3) —(c-d) = (—c)-d =c-(—d) provsechny c,d € K,

(4) a-(b—c)=a-b—a-c

(5) cely okruh K je trivialni mnoZinou {0} = {1} prave, kdyZ
0=1.

Dtkaz. Vsechna tvrzeni vyplyvaji z jednoduché tvahy a
defini¢nich axiomt. V prvém piipad€ pocitime pro jakdkoliv
c, a:

cca=c-(a+0)=c-a+c-0
a protoZe jedinym neutrdlnim prvkem vici s¢itdni je nula,
dostdvdme a - 0 = 0. Stejné se dokaZzei0-a = 0.
Ve druhém piipadé ted’ staci spocist

O=c-0=c-(I+(=D)=c+c-(=1),

proto je ¢ - (—1) opacny prvek k prvku ¢, coZ jsme chtéli
dokazat.

Dalsi dvé tvrzeni jsou uz pfimym diisledkem druhého
vztahu a zdkladnich axiomi. JestliZe je cely okruh tvofen
jedinym prvkem, je pochopitelné¢ 0 = 1. Naopak, jestliZe plati
1 = 0, pak pro jakékolivc €e Kjec=1-¢c=0-c=0. O

11.16. Polynomy nad okruhy. Definice komutativniho
» okruhu s jednic¢kou abstrahuje pravé vlastnosti
potiebné k ndsobenf a s¢itdni. Mtizeme je hned
VyuZzit pro préci s tzv. polynomy. Rozumime jimi
/ jakykoliv kone¢ny vyraz, ktery lze posklddat ze
Znamych konstantnich prvkid K a jedné nezndmé proménné
pomoci operaci s¢itini a nasobeni. Formdlné¢ miZeme
definovat polynomy takto:*

Definice. Nechf K je jakykoliv komutativni okruh skaldrt
s jednic¢kou. Polynomem nad K rozumime konecny vyraz

k
fO) =D apx’
i=0

kdea; e K,i =0,1,...,k, jsou tzv. koeficienty polynomu.
Je-li a; # 0, tikdme, Ze f(x) mé stuperi k, piSeme deg f = k.
Nulovy polynom nem4 stupeti, polynomy stupné nula jsou

4Ne ndhodou je pro okruh pouzit symbol K — nadale si pod nim
predstavujte tfeba kterykoliv okruh nasich ¢iselnych obori.

PoLynomMmy ' ‘l
ra
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pravé nenulové prvky v K, kterym fikame konstantni poly-
nomy.

Polynomy f(x) a g(x) jsou stejné, jestlize maji stejné
nenulové koeficienty. MnoZinu vSech polynomi nad okruhem
K budeme znacit K[x].

Kazdy polynom zadava zobrazeni f : K — K, jehoZ hod-
nota vznikne dosazenim hodnoty ¢ za nez4vislou proménnou
x, tj.

f©) =ag+ajc+ -+ axc”.
Vsimnéme si, Ze konstantni polynomy odpovidaji pravé kon-
stantnim zobrazenim.

Koren polynomu f(x) je takovy prvek ¢ € K, pro ktery
je f(c)=0¢ek.

Obecné mohou rizné polynomy definovat rtizné zobra-
zeni. Napf. polynom x? + x € Z[x] zadévé identicky nu-
lové zobrazeni. Obecnéji, pro kazdy konecny okruh K =
{ap,ai, ..., a;} zaddvd polynom f(x) = (x — ap)(x —
ap) ... (x — a;) identicky nulové zobrazeni.

Dva polynomy f(x) = >, ax" a g(x) = >, bx'
umime pfirozené také s¢itat i ndsobit:

(f +8)(x) = (a0 + bo) + (ar + bi)x + - + (ax + b)x"
(f - 8)(x) = (aobo) + (aob1 + arbo)x + . ..
+ (aob, + arbr—1 + a;bo)x” + - - - + apblx* T,

kde k > ¢ jsou stupné€ polynomt f a g a uvazujeme nulové
koeficienty vSude tam, kde v pivodnim vyrazu pro polynomy
nenulové koeficienty nejsou.’.

Tato definice vskutku odpovidd piislusnym operacim
s¢itani a nasobeni hodnot zobrazeni f, g : K — K, diky
vlastnostem ,,skalarti* v ptivodnim okruhu K.

Pfimo z definice vyplyva, Ze mnoZina polynomt K[x]
nad komutativnim okruhem s jednickou je opét komutativ-
nim okruhem s jednickou, pfi¢emz jednickou v K[x] je opét
jednicka 1 v okruhu K vnimana jako polynom stupné nula,
nulou pro s¢itani je nulovy polynom.

Lemma. Okruh polynomii nad oborem integrity je opet obor
integrity.

Dtkaz. Mame ukazat, Ze v K[x] mohou byt netrividlni
délitelé nuly pouze, jetlize jsou uz v K. To je ale ziejmé
z vyrazu pro ndsobeni polynomd. Jsou-li f(x) a g(x) poly-
nomy stupné k a £ jako vy3e, pak koeficient u x**¢ v souinu
f(x) - g(x) je soucin ay, - by a ten musi byt nenulovy, pokud
nejsou délitelé nuly v K. O

11.17. Polynomy vice proménnych. Casto se setkdvdme s
' objekty popsanymi pomoci polynomidlnich vy-
4 A%, razh ale s vice proménnymi. Napf. kruZnici v

—" _~ roviné se sttedem § = (x¢, yo) a polomérem r
zapiSeme pomoci rovnice

SFormélng bychom mohli naopak za polynom povaZovat nekone¢ny
vyraz proi =0, ..., 00 s podminkou, Ze jen kone¢né mnoho koeficientti
je nenulovych.
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(x = x0)* + (y = y0)* = 1 = 0.
Okruhy polynomi v proménnych xi, ..., x, miZeme za-
vést tpln€ podobné jako jsme postupovali s K[x]. Misto moc-
nin jediné proménné x* budeme uvaZovat tzv. monomy

kr

ki
‘xl ...xr

a jejich formdlni linedrni kombinace s koeficienty ay,...,, € K.

Formalné i technicky je ale jednodussi je definovat induk-
tivné vztahem

Klxp, ..., x] == (Klxy, ..., x,—1])[x,].

Napr. K[x, y] = K[x][y], tzn. Ze uvaZujeme polynomy v
proménné y nad okruhem K[x]. Snadno si kaZdy ovéii (pro-
myslete si to!), Ze polynomy v proménnych xi, .. ., x, 1ze i pfi
této definici chapat jako vyrazy vzniklé z pismen x, ..., x,
a prvkl okruhu K koneénym poctem (formdlniho) s¢itdni a
ndsobeni v komutativnim okruhu. Napfiklad prvky v K[x, y]
jsou tvaru

f=a,(x)y" +a,_1(x)y""" + - +ap(x)
= (@unx" + -+ aon)y" + -+ (bpox” + - + boo)
= coo + c10% + cory + caox? + cnxy +coyt + ...

Pro zjednodusSeni zdpisu si zavedeme tzv. multiidexovou
symboliku (kterou jsme pouZivali pti diskusi parcidlnich di-
ferencidlnich rovnic vyssich rada).

MULTIINDEXY l
-

Multiindex o délky r je r-tice nezdpornych celych ¢isel
(ay,...,qa,).Celécislo |a| = a;+- - -+, nazyvadme velikost
multiindexu «.

Struéné zapisujeme monomy x* misto x;" x3* . .. x% . Pro
polynomy v r proménnych pak mame symbolické vyjadieni
velice podobné obvyklému znaceni pro polynomy v jedné
proménné:

f= Z agx%, g = Z aﬁxﬂ e Kxy,...,x].
lae|<n |Bl<m

Rikdme, Ze f ma celkovy stupeti n, je-li alespoti jeden z
koeficientli s multiindexem « velikosti n nenulovy.

OkamZité se také nabizeji analogické vzorce pro s¢itdni
a ndsobeni polynomi

f +8= Z (aq + ba)xa
|| <max(m,n)

m—+n

feg= Z Z (aabﬁ)xy

ly|=0 \a+B=y

kde multiindexy se scitaji po slozkdch a formalné neexistujici
koeficienty povazujeme za nulové.

Lemma. 7yto vzorce opravdu popisuji scitani a nasobeni
v induktivné definovaném okruhu polynomii v r proménnych.
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Dtkaz. Tvrzeni lze snadno dokazat indukei pres pocet
= proménnych. Pfedpoklddejme, Ze vztahy

N I plati v K[xy, ..., x,_1] a pocitejme soucet
f=ar(xr, .. )X+ tap(xr, .. x0)
_ (Zak,axa)xf +
o
g=bi(xy,... ,xr_l)X£ 4+ o+ bo(xy, .oy Xem1)
= Zbl,ﬂxﬂ X,l,{+

B
f4+g=(ao(x1,....%—1) +bo(xi, ..., x—1))+
+(al(xl,...,xr,l)+b1(x1,...,xr,1))xr+...

= (Z(ak,), + bk,y)(xl, ceey x,_l)”)xf + ...
Y
+ (Z(ao,y + bo,y)(xh ey Xr_l)y)
14

= Z(aj,,, +b,)(x, ..., xr,l)yx,j.
)

Podobné Ize vést dikaz pro soucin (ud€lejte samostatné!). [

Jako diisledek nasi definice a pfedchozich vysledkt pro
polynomy nad obecnymi komutativnimi okruhy dostaneme:

Dusledek. Jestlize v okruhu K nejsou délitelé nuly, pak také
v okruhu polynomii K[xy, ..., x,] nejsou délitelé nuly.

Dtkaz. Budeme postupovat indukci pres pocet
promé&nnych r.° Polynomy v jediné prom&nné maji tvar
f=awx{+ --+axi+apag = bux" +---+ by, pticeml
b, # 0aa, # 0. Vedouci ¢len soucinu fg je a,b,x"*™",
protoZze a,b,, # 0, zejména tedy je soucin nenulovych
polynomt opét nenulovy.

Pokud tvrzeni plati pro r — 1 proménnych, pak pouZijeme
predchozi tvahu pro okruh polynomt v jedné proménné x,
s koeficienty v K[xy, ..., x,—1]. ]

11.18. Délitelnost a nerozloZitelnost. Nasim dal$im cilem
bude pochopit, jak je to v obecném piipadé€ po-
lynomt nad oborem integrity s jejich rozkladem
na soucin polynomi jednodussich, tj. ve speci-
alnim pfipadé polynomi s jedinou proménnou
budeme diskutovat kofeny polynomi. U polynomt s vice
proménnymi plijde o rozklad na jednodussi faktory nizsich
stupiili. ProtoZe jiz vime, Ze polynomy ve vice proménnych
muizZeme definovat induktivnég, sta¢if ndim nyni uvaZovat jen
polynomy v jedné proménné, ov§em nad obecnym oborem

®Diikaz 1ze vést také pfimo s pouZitim multiindexovych formuli pro
soucin, kdyZ si zavedeme vhodné uspotaddani monomt tak, jak to budeme
za chvili stejné délat.
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integrity, a sméfujeme ke zobecnéni ivah o dé€litelnosti, které
byly zdkladem naseho poc¢inani v elemntarni teorii Cisel.

Uvazujme néjaky pevné zvoleny obor integrity K. Prikla-
dem ndm stdle mohou slouZit celd ¢isla Z nebo okruh Z,
s prvociselnym p.

. | ,
DELITELNOST V OKRUZICH —

Obecné fikame, 7Ze a € K deéli ¢ € K, jestliZe existuje
b tak, Ze a - b = c. Skute€nost Ze ¢ € K je délitelné a € K
zapisujeme a|c.

Délitelé jednicky, tj. invertibilni prvky v K, se nazyvaji
Jjednotky. Jednotky v komutativnim okruhu vZdy tvoii komu-
tativni grupu. |

V oboru integrity jsou délitelé ureny jednoznacné.
Skutecnéje-lib = a-cab # 0, pak c je jednoznacné ddno vol-
bou a, b, protoZe pfi b = ac = ac’ totizplati0 = a - (¢ — ¢’)
aa # 0. Z neexistence déliteldi nuly proto vyplyvad ¢ = ¢’.

Pfimo z definic vyplyvaji ndsledujici tvrzeni:

Lemma. Nechfa, b, c € K. Potom

(1) je-li a|b a zaroveii b|c pak také a|c;

(2) je-li alb a zdaroveri a|c pak také a|(ab + Bc) pro vsechny
o, B ek

(3) a0 pro vsechny a € K (je totiza - 0 = 0);

(4) kaZdy prvek a € K je délitelny vSemi jednotkami e € K
a jejich ndsobky a - e (jak primo plyne 7 existence e™').

___J JEDNOZNACNY ROKLAD V OBORU INTEGRITY
Rekneme, Ze prvek a € K je nerozloZitelny, jestlize je

délitelny pouze jednotkami e € K a jejich ndsobky a - e.
Rekneme, Ze okruh K je obor integrity s jednoznacnym

rozkladem, jestlize plati:

e pro kazdy nenulovy prvek a € K existuji nerozlozitelné

a,...,a, € Ktakové,zea =ay-ay...a,

e jsou-li prvky ay,...,a, a by,...,b; neroz-
loZitelné, nejsou mezi nimi z4adné jednotky a
a = aay...a, = biby...bs, pakjer = s ave
vhodném pieuspofadéni plati a; = e;jb; pro vhodné
jednotky e;. |

Jiz jsme vidéli, Ze Z je obor integrity s jednoznacnym
rozkladem a kaZzdé pole (komutativni téleso) je obor integrity
s jednoznacnym rozkladem (protoZe kazdy nenulovy prvek
v poli je jednotka).

Pro ilustraci si uvedime piiklad oboru integrity, ktery jed-
\! noznacény rozklad nema. Konstrukce je podobna

@), polynomiim, jen misto mocnin uvdZime vhodné
se sklddajici odmocniny: Nase K bude mit prvky
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kde ay,...,a; € Z, m;,n € Z-y. Pak jednotky jsou v K
pouze prvky =£1, vSechny prvky s ay = 0 jsou rozloZitelné,
ale napf. vyraz x nelze vyjadrit jako soucin nerozloZitelnych.

N e

Nerozlozitelnych prvka je v K prosté pfili§ malo.

11.19. Déleni se zbytkem a kofeny polynomu. Zakladnim
0 ndstrojem pro diskusi délitelnosti, spole¢nych délitelt
apod. v okruhu celych ¢isel Z byla procedura délent se
4 7bytkem a Euklidtv algoritmus pro hled4n{ nejvétsich
spole¢nych délitelti. Tyto postupy nyni zobecnime.

Lemma (Algoritmus pro déleni se zbytkem). Nechf K je
komutativni okruh bez délitelii nuly a f, g € K[x] polynomy,
g # 0. Pak existuje a € K, a # 0, a polynomy q a r spliiujici
af = qg +r, kder = 0 nebo degr < degg. Je-li navic
K pole, nebo je aspoii vedouci koeficient polynomu g roven
jedné, potom lze volit a = 1 a polynomy q a r jsou v tomto
pFipadé urceny jednoznacné.

Dtkaz. Tvrzeni dokdZzeme indukci vzhledem ke stupni
f.Jelideg f < deggnebo f =0, pakvolimea = 1,g =0,
r = f,coz vyhovuje vS§em naSim podminkdm. Pro konstantni
polynom g klademea = g,q = f,r = 0.

Predpokladejme tedy, ze deg f > deg g > 0 a piSme

f=ao+-4ax", g=bo+-+bux"

Bud plati b,, f — a,x"™g = 0 a nebo je deg(b, f —
a,x""g) < deg f. V prvém piipadé€ jsme hotovi, ve dru-
hém pak, podle induk&niho predpokladu, existuji a’, ¢’, r’
spliiujici

a'(buf—ax""g)=¢q'g+7r

abud'r’ = 0 nebo degr’ < deg g. Tzn.
a/bmf = (g/ + a/anxn—m)g + 7'

Pfitom je-li b,, = 1 nebo K je pole, pak podle indukéniho
predpokladu l1ze volit @’ = 1 a ¢/, r’ jsou tak uréeny jedno-
znacné. V takovém pripad¢ ov§em ziskdme

bmf — (g/+anxn—m)g+r/

a je-li K pole, miizeme rovnost vynasobit b=,
Pfedpoklddejme, Ze f = ¢q,g + r; je jiné feSeni. Pak
O0=f—-—f=(@-—-—q)g+ (r —ry) abudjer = ry, nebo
deg(r — r;) < degg. V prvém piipad€ odtud ovSem plyne
i g = q1, protoZe K[x] neobsahuje délitele nuly. Nechf ax*
je ¢len nejvyssiho stupné v g — q; # 0 (urcité existuje). Po-
tom jeho soucin se ¢lenem nejvySsiho stupiie v g musi byt

Y,

nulovy (protoZe nejvyssi stupeni dostaneme tak, Ze vyndso-
bime nejvyssi stupné). To ovS§em znamend, Ze a = 0. ProtoZe
ax® byl nejvétsi nenulovy stupeti, nutné€ dostdvame, 7Ze g — ¢,
7Z4dné nenulové monomy neobsahuje, je tedy urcit€ nulové.
Pak ovSemir = ry. O
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Proceduru dé€leni se zbytkem miZeme okamzité vyuzit k
diskusi kofend polynomt. UvaZzme tedy polynom f € K[x],
deg f > 0, a zkusme jej vyd¢lit polynomem x — b, b € K.
Protoze je vedouci koeficient jednicka, algoritmus pro déleni
dava jednoznacny vysledek. Dostdvame tedy jednoznacné
zadané polynomy ¢ a r spliiujici f = g(x — b) + r, kde
r = Onebo degr = 0, tj. r € K. Tzn., Ze hodnota poly-
nomu f v b € K jerovna pravé f(b) = r. Z toho plyne, Ze
prvek b € K je kofen polynomu f prave, kdyz (x — b)| f.
Protoze po vydéleni polynomem stupné jedna vZdy klesne
stupeii vysledku alespori o jednicku, dokdzali jsme ndsledujici
tvrzeni:

Dusledek. KaZdy polynom f € K[x] ma nejvyse deg f
korenii. Zejména tedy zaddvaji polynomy nad nekonecnym
oborem integrity stejnd zobrazeni K — K, pravé kdyz jde o
stejné polynomy.

Skutecné, dva polynomy nad nekone¢nym komutativnim
okruhem, které zadavaji stejné zobrazeni K — K, maji roz-
dil, jehoZ kofenem je kazdy prvek v K. To vSak znamen4,
Ze pokud by jejich rozdil nebyl nulovy polynom, pak K ma
nejvyse tolik prvki, kolik je maximum ze stupiiti uvazovanych
polynomd.

Zatimco redlné polynomy mohou byt i Gplné€ bez kotent,
kazdy komplexni polynom naopak takovyto rozklad pfipousti.
To je obsahem tzv. zdkladni véty algebry, kterou pro tiplnost
uvadime s (v podstate¢) kompletnim dikazem. Diky tomuto
vysledku vime, Ze kazdy polynom v C[x] m4 tolik kofent,
véetné nasobnosti, jako je jeho stupent deg f = k. Proto
pfipousti vzdy rozklad tvaru

J)=&—a) - (x—a)...(x —a)
s vhodnymi komplexnimi kofeny a;.

11.20. Véta (Zakladni véta algebry). Pole C je algebraicky
uzaviené, tj. kazdy polynom stupné alespor 1 mad koren.

Dtkaz. Predpokladejme, Ze f € C[z] je nenulovy po-
lynom, ktery nema kofen, tj. f(z) # 0 pro

f ()
H

| f ()]
tj. ¢ zobrazi celé C do jednotkové kruznice K; = {e’’,t €
R} ¢ R? = C. Diky naSemu ptedpokladu o nenulovosti f(z)
je to skute¢né dobie definované zobrazeni. Déle definujme
zobrazeni s hodnotami v kruznici K, C C se stfedem v nule
a polomérem r > 0

Uy :R—> K., t— ¥ =re'.

¢:C—C,

Pro kazdé r € (0, oo) mdme definovano spojité zobrazeni
kr = @o, : R — K. Ze spojité zavislosti x na parametru r
navic vyplyva existence zobrazeni ¢, : R — R jednoznaéné
zadanych podminkami 0 < o, (0) < 27 a k(1) = % ®,
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Ziskané zobrazeni o, opét spojité zdvisi na r. Celkem tedy
mdme spojité zobrazeni

a:Rx{0,00) >R, (t,r)— o)

a z jeho konstrukce plyne Ze pro vSechna r je %(ar 2m) —
o, (0)) = n, € Z. ProtozZe je « spojité, znamena to, Ze n, je
celociselna konstanta nezdvisla na r. Podivejte se na obrazek,

odkud kam jdou jednotliva zobrazeni v nasi konstrukci!
8 $\phi$

$K_1$

$\psi_t$

$psi_1$

$\apha r$ 208
1|
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ .
$0$
<

Pro dokonceni dikazu si staci uvédomit, Ze pokud f =
ap+---+agztaay #0, pak pro mald r se bude «, chovat
podobné jako konstantni zobrazeni, zatimco pro velkd r to
vyjde stejnég, jako kdyby f = z¢. Nejprve si spoctéme, jak
tedy n, dopadne pfi f = z¢, pak toto tvrzeni upfesnime a
dikaz tim bude ukoncen.

Funkce C — C,z — 7% 7 % se snadno vy-
jadii pomoci goniometrického tvaru komplexnich Cisel z =
r(cosa + i sina).

7 =ri(cosda + i sinda) = rie'®
d
V4 .. ida
m = 1(cosda +isinda) = e
be

zobrazeni ¢ je tedy v tomto piipad€ pouze ,.zatoCeni* na
jednotkové kruZnici. Pak tedy «, (1) = ¢’ aproto o, (1) = dt,
nezdvisle na r. Odtud pro nasi volbu f = z¢ vyplyvian, =d.
Pokud zvolime f = az?, a # 0, nebude to mit na pfedchozi
vysledek Zadny vliv (pfesvédcte se!).

Zvolme nyni obecny polynom f = ag+ - - - +ayz?, ktery
nemd kofen. Vime tedy, Ze ay # 0 (pokud by bylo a = O,
existoval by kofen). Pro z # 0O plati

(@

aqz?

L d -1
=14+ —(apz “+---+as_1z27")
aq

fz

aqz

f@  ag’

) = 1. KdyZ tohle vime, miiZeme spocitat

aproto lim;|_, oo

m 7 =
zl=oo [[f(2)]  laqz?]
f@) aaz? laaz?|  aaz |
=00 | aqzf laqzd| | f ()] lagz?]
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Proto n, = d pro velka r.
Podobnou dvahu udé€ldme i pro mald r. Pfipomenime si,
Ze ag # 0.

Z 1
/@ =14+ —(aiz+ - +aqsz")
ag [200]
proto limy. oL a(j) = 1. Pfitom opét plati Iﬁg\

f@) ap _laol . f@ _ 1 ap s _
2 Tl T Odtud limy;—¢ o = lim; 0 o U1 = 0
pro mala r. Celkem vidime, Ze stupeil naseho polynomu je

d=0. O

11.21. Nejvétsi spolecny délitel polynomi. UvaZme okruh
7 polynomii K[x] nad oborem integrity K. Rek-
/ neme, ze h je nejvétsi spolecny délitel dvou po-

= lynomt a f a g € K[x] jestliZe:

e h|f azarovei h|g
e jestliZe k| fa zdroveii k|g pak také k|h.

Jako piimy disledek existence algoritmu pro jednoznacné
déleni se zbytkem dostdvame nasledujici dtlezitou Bezoutovu
rovnost

Véta. Necht K je pole a necht f,g € K[x]. Pak exis-
tuje nejvétsi spolecny délitel h polynomii f a g. Polynom
h je urceny jednoznacne, aZ na ndsobek nenulovym ska-
larem. Pritom existuji polynomy A, B € Klx] takové, Ze
h=Af + Bg.

Dtxkaz. Pifimd konstrukce polynomti /2, A a B se provede
tzv. Euklidovym algoritmem. Provddime postupné déleni se
zbytkem (K je pole, takZe to vZdy umime jednoznac¢né, viz.
pfedchozi lemma):

f=qg+n
g=qri+nr
L =qsr+ 13

Fp—1 = {qp+1rp + 0.

V tomto postupu neustéle klesaji stupné r;, proto jisté na-
stane rovnost z posledniho fddku (pro vhodné p) a ta fik4,
ze rp|r,—1. Z piedposledniho fadku pak ale plyne r,|r,—> a
postupné dojdeme aZ nazpét k prvnimu a druhému fadku,
které dajir,|g arp|f.

Pokud h|f a h|g, pak ze stejnych rovnosti postupné
plyne, Ze h d€li vSechny r;, zejména tedy r, tzn. ziskali jsme
nejvétsiho spole¢ného délitele 4 = r, polynomt f a g.
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Nyni mtiiZeme postupné dosazovat z posledni do pfedcho-
zich rovnic.

h=r,=rp2—=qprp
=7p2—=qp(rp—3 —qp-17p-2)
=—qprp-3+ (1 +gp-1)rp—2
—qprp—3+ (1 +qgp_19,)rp2
=—qprp-3+ (A +qpqp-1)(rp-4 — qp-2rp-3)

= Af + Bg.
O

11. 22 Podﬂova télesa. Kdyz se potykdame s celociselnymi
vypocty, je Casto technicky vyhodnéjsi praco-
__vat v Cislech raciondlnich a aZ na konci po-
stupu ovéftit, Ze vysledek musi ve skutecnosti byt
G« celocCiselny. Takto jsme uz postupovali mnoho-
krét. PFi préci s polynomy ndm bude podobny postup uZitec¢ny
také.

Nechf K je komutativni okruh (s jedni¢kou) bez délitelt
nuly. Jeho podilové téleso definujeme jako tiidy ekvivalence
dvojic (a, b) € K x K, b # 0, které€ zapisujeme 7, a ekviva-
lence je ddna

/

a a
—=— & ab =db.
b b
S¢itani a ndsobeni definujeme prostiednictvim reprezentantti
tiid
a ¢ ad+bc
-t —=
b d bd
ac ac
bd  bd

Snadno se ovef{ korektnost této definice a vaechny axiomy
komutativnﬂlo télesa. Zejména je 7 Y neutralni prvek vzhledem
ke scitani, © Je neutralni prvek Vzhledem k nésobeni a pro
a#&b#Opba 1

Podilové téleso okruhu K[xy, ..., x,] nazyvame téleso
raciondlnich funkci a zna¢ime je K(xy, ..., x,). VSechny al-
gebraické operace s polynomy v softwarovych systémech jako
je Maple nebo Mathematica jsou provadény ve skutecnosti
nad podilovymi télesy, tj. v télesech raciolnélnich funkci, zpra-
vidla s pouZitim K = Q.

Zformulujme si ted velice uZitecné (i elegantni) tvrzeni,
jehoz diikaz je docela pfimocary, ale vyZaduje pomérné
technické dopracovéni detailli (a odviji se na drovni podilo-
vého télesa raciondlnich funkci). Doporucujeme proto peclivé
procist nésledujici odstavec a ptipadné pak pfi prvnim ¢teni
preskocit dalsi tfi lemmata dikazu (a pokracovat na strané
2?).

11.23. Véta. Je-li K obor integrity s jednoznacnym rozkla-
dem, pak také okruh polynomii K[x] je obor integrity s jed-
noznacnym rozkladem.
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Dtkaz. Myslenka dikazu je velice jednoducha. Uva-
Zujme polynom f € K[x]. Je-li f rozloZitelny, pak je
f = fi- f», kde Zadny z polynomt fi, f» € K[x] neni
jednotka. Predpokladejme na chvili navic, Ze je-1i f délitelny
nerozlozitelnym polynomem #, pak jisté & déli f1 nebo f.

Pokud tomu tak vzdy bude, docilime postupnou apli-
kaci pfedchozi tivahy jednoznacny rozklad. Pokud je totiz
f1 déle rozlozitelné, opét fi = g1 - g2, kde g1, g» nejsou jed-
notky, a pfitom vzdy bud oba polynomy g; a g, maji mensi
stupeti nezZ f, nebo se sniZi pocCet nerozloZitelnych faktort
ve vedoucich Clenech g; a go (napf. nad celymi Cisly Z je
2x2 4 2x +2 = 2(x> 4+ x + 1)). Proto po kone¢ném poctu
kroki dojdeme k rozkladu f = f; ... f, na nerozloZitelné
polynomy fi, ..., f.

Z naseho dodate¢ného predpokladu také plyne, Ze kazdy
nerozloZitelny polynom £ délici f, déli néktery z fi, ..., f-.
Proto pro kazdy dalsi rozklad f = f|f, ... f, nutné kazdy
z faktort f; déli néktery z f j’ a v takovém piipadé musi byt
f ]’ = ef; pro vhodnou jednotku e. Postupnym kracenim tako-
vych dvojic odvodime, Ze r = s a jednotlivé faktory se lisi
pouze o ndsobky jednotek. O

Zbyva tedy dokdzat, Ze je-li f = fi f, délitelny neroz-
loZitelnym polynomem #, pak jist€ & déli f; nebo f;. Toto
tvrzeni odvodime v nékolika nésledujicich odstavcich.

Dusledek. Je-li K obor integrity s jednoznacnym rozkladem,
pak také okruh polynomii K[x1, ..., x,] je obor integrity s
Jednoznacnym rozkladem.

Vidime tedy, Ze kazdy polynom nad oborem integrity
s jednozna¢nym rozkladem miZeme rozlozit tak, jak to zname
s polynomy s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty.

Zejména je tomu tedy tak pro polynomy nad jakymkoliv
polem skalarg.

11.24. Lemma. Necht K je obor integrity s jednoznacnym
i rozkladem. Pak plati:

j (1) Jsou-lia,b,c € K, a je nerozloZitelné a albc,
A pak bud a|b nebo alc.

(2) JestliZe konstantni polynom a € K[x] déli [ €
Klx] pak a déli vSechny koeficienty polynomu f.

(3) Je-li a nerozloZitelny konstantni polynomvK[x] aa|fg,
f, & € K[x], pak a| f nebo a|g.

Dutkaz. 1. Podle predpokladu bc = ad pro vhodné d €
Kanechfd =dy...d,,b = by...bs,c = c|...c, jsou
rozklady na nerozloZitelné faktory. To znamend

ady...d. =by...bscy...cq.

Z jednoznacnosti rozkladu ad plyne a = eb; nebo a = ec;
pro vhodnou jednotku e.

2. Necht f = by + byx + - - - + b,x". ProtoZe a| f, jisté
existuje polynom g = co +cix +. .. c;x* takovy, Ze f = ag.
Odtud okamzité plyne k = n, acy = by, ..., ac, = b,.

3. Uvazujme f, g € K[x] jako vySe a pfedpokladejme,
7e a nedéli ani f ani g. Pak podle ptfedchoziho bodu existuje
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néjaké i tak, Ze a nedéli b; a né€jaké j tak, Ze a nedé€li c;.
Zvolme takovd i, j nejmensi moznd. Koeficient u x'*/ v poly-
nomu fgjebociyj+biciyj_1+---+biyjco. Podle nadi volby

a deli vSechny bocitj, ..., bi—icjq1, biyicj—1, ..., biyjco.
Zaroven ale ned€li b;c;. Proto nemize délit cely koefici-
ent. g

11.25. Lemma. Uvaime podilové téleso L oboru integrity K
s jednoznacnym rozkladem. Je-1i polynom f nerozloZitelny
v K[x] je nerozloZitelny také v L[ x].

Dtkaz. Kazdy koeficient a € K miiZeme povaZovat za
prvek § € L. Proto kazdy nenulovy polynom f € Kl[x]
miZeme uvazovat jako polynom v L[x] .

Predpoklddejme, Ze f = g’h’ pro vhodné g’, b’ € L[x],
kde polynomy g’, &’ nejsou jednotky v LL[x] (tzn. nejsou to
konstantni polynomy, nebot L. je pole). Necht a je spole¢ny
nasobek jmenovateld koeficientli v g’ a b je spole¢ny nasobek
jmenovatell koeficientt v A’. Pak bh’, ag’ € K[x] a plati
abf = (bh’)(ag’). Necht ¢ je nerozlozitelny faktor v rozkladu
ab. Pak ¢ déli (bh')(ag’) a proto ¢ dé€li polynom bh’ nebo
polynom ag’ (podle predchoziho lemmatu). To ale znamenad,
7Ze ¢ miZzeme vykratit. Po kone¢ném poctu takovych kraceni
zjistime, Ze f = gh pro polynomy g,h € K[x]. Pfitom
stupeii polynomt se neménil, proto i g a & nejsou konstantni.

Tim jsme dokdzali, Ze kdyZ je f rozloZitelné v L[x], je
rozloZitelné i v K[x] a odtud negaci vyplyva i poZadovana
implikace. O

11.26. Lemma. Necht K je obor integrity s jednoznacnym
rozkladem a f, g, h € K[x]. Pfedpokladejme, Ze f je neroz-
loZitelné a f|gh. Pak bud’ f|g nebo f|h.

Duxkaz. Je-li f konstantni polynom (tj. prvek v K), pak
jsme tvrzeni jiz dokézali, viz. jedno z predchozich lemmat.

Predpokladejme, Ze deg f > 0. JiZ vime, Ze f je ne-
rozlozitelny také v LL[x], kde IL je podilové téleso okruhu K.
Predpokladejme tedy nejdiive, Ze K je pole (a je tedy rovno
svému podilovému télesu). Predpoklddejme ddle, ze f|gh
a zéroven f nedéli g. UkdZeme, Ze pak jist€¢ f|h. Nejvetsi
spolec¢ny délitel polynomt g a f musi byt konstantni polynom
v L, proto existuji A, B € L[x] takové, ze 1 = Af + Bg.
Odtud h = Afh + Bgh a protoZe f|gh musi platiti f|h.

Vrafme se nyni k obecnému ptipadu. Podle pfedchoziho
vyplyvé z naSich pfedpokladl, ze f|g nebo f|h v okruhu
polynomt IL[x] nad podilovym t&lesem L. okruhu K. Necht
napt. h = kf vL[x] azvolme a € K tak, aby ak € K[x]. Pak
ah = akf apro kazdy nerozloZitelny faktor e € a musi platit
elak, protoZze f je nerozlozitelny a nekonstantni. MidZeme
proto e kratit. Po konecném poctu takovych kraceni je z a
jednotka, tzn. h = k' f pro vhodné k" € K[x]. g

Dtikaz tohoto lemmatu ukoncil cely dikaz véty 11.23.
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3. Systémy polynomialnich rovnic

V praktickych tilohach se ¢asto setkdvame s objekty nebo
Py dé€ji popsanymi polynomy, resp. systémy poly-
/ot A%~ nomialnich rovnic.

MitizZe jit o hledani pfislusnosti bodu k néja-
7 kému télesu, hledani extrémt na algebraicky po-
psanych podmnoZindch mnohorozménych prostorti, analyzu
pohybti soucasti néjakého stroje atd.

11.27. Afinni variety. Pro jednoduchost (existence kofend
polynomti) budeme pracovat zejména nad polem komplexnich
¢isel, nicméné nékteré ivahy rozvineme pro obecné pole K.

Afinnim n-rozmérnym prostorem nad polem K rozu-
mime K" = K x --- x K se standardni afinni strukturou,

viz zacétek ctvrté ka})itoly.

Jak jsme jiz vidéli, polynom f = D a.x* €
K[x;...,x,] lze pfirozenym zpdsobem chapat jako
zobrazeni f: K" — K" definované

fluy, ..., u,) = Zaau"‘ kde u® = uf" -+ - u%n
o

V dimenzi n = 1 popisuje rovnost f(x) = 0 jen nejvyse
kone¢né€ mnoho bodi v K. Ve vyssi dimenzi bude rovnost
f(x1, ..., x,) popisovat podmnoziny podobné, jako jsou
krivky v roviné nebo plochy v trojrozmérném prostoru, mo-
hou ale mit docela sloZité a samoprotinajici se tvary.

Nap¥. mnoZina zadand rovnici (x> + y%)3 — 4x2y> = 0
vypad4 jako Ctyflistek. PEkny obrazek dvourozmérné plochy
ddvé tzv. Whitneyho destnik x> — y?z = 0, ktery kromé
znazornéné Casti na obrazku obsahuje také celou piimku {x =
0,y = 0}.
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Obrazek byl vykreslen s pomoci parametrického popisu
X =uv,y = v, z = u?, ze kterého nejspi§ snadno uhddneme
i implicitni popis x> — y%z = 0.

Dalsi obrazek ukazuje tzv. Enneperovu plochu s paramet-
rizaci x = 3u+3uv’—ud, y = 3v+3uPv—03, 7 = 3u®—3v%

-100 _200 T T T T T
100 =50 0 50 (o0

TEZko si predstavit, jak z této parametrizace dopocitat
‘ ruéné implicitni popis, pfesto to budeme umeét
/// ., algoritmicky zvlddnout eliminaci proménnych
u a v z téchto ti{ rovnic.
Budeme k tomu ale muset vybudovat docela slozitou
teorii. Za¢neme jako obvykle formalizaci objektt.

AFINNT VARIETY L_—

Necht fi, ..., f; € K[xy, ..., x,]. Afinni varietou v K"
uréenou polynomy fi, ..., f, nazveme mnoZinu

V(fi,.... [ ={(@,....a,) € K",
filar,...,a,) =0;i=1,...,s}

Afinni variety jsou napfiklad vSechny kuZelosecky, kvad-
riky a nadkvadriky singuldrni i reguldrni. Mnoho péknych
ktivek ¢i ploch miiZeme snadno popsat jako afinni variety.

Varieta urend vice polynomy je pak prinik variet zada-
nych jednotlivymi polynomy. Tedy napiiklad U (x>+y>—1, z)
je kruznice se stftedem (0, 0, 0) a polomérem jedna, leZici v ro-
viné xy.

Podobné U (xz, yz) je sjednoceni piimky x =0,y =0a
roviny z = 0, protoZe pro pravé pro body téchto dvou ttvari
jsou oba polynomy xz, yz nulové.

Vidime na téchto ptikladech, Ze neni lehké s vypotadat s
pojmem dimenze. Sta¢i zminénd piimka navic k roving, aby
nase varieta byla tffrozmérnd, nebo ji jeSté¢ budeme povaZovat
za dvojrozmérnou s jistou anomdlii?

Nésledujici ptfimocaré tvrzeni si ovéite samostatné:
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Véta. Necht V. =90(f1,..., fs), W =2D(g1,...,g) C K"
Jsou afinni variety. Potom i VUW a V NW jsou afinni variety
a plati

vmW:m(f19"'7fwg1""9gt)a
VUW =2(figj)) prol<i=<s 1=<j=<t.

V nésledujicich odstavcich se mimo jiné pokusime
zodpovédét otdzky, které se v souvislosti s varietami
bezprostfedné nabizeji.

A. Plai U(fy, ..., f;) =07
B. Je'U(fi, ..., f;) kone¢nd mnoZina?
C. Jak lze chépat pojem dimenze v piipadé variet?

6o M Ve

Vsechny tyto problémy lze ,,rozumné* fesit pro variety
v oboru komplexnich ¢isel (resp. pro vSechna algebraicky
uzaviend pole), pro ¢isla redlnd je to komplikovanéjsi a velmi
zl€ je to pro obecnd pole. Napiiklad pro raciondlni ¢isla je
ovéteni tvrzeni U(x" + y" — ") = ¥ zndmo jako tzv. velka

Fermatova véta.

11.28. Parametrizace. Pro nékteré ryze praktické operace
s varietami je vhodné pouZivat implicitni reprezentaci (tedy
az dosud pouZivané vyjddfeni). Napf. zjisténi, zda dany bod
patfi do variety, resp. do urcité ¢4sti prostoru ji vymezené, je
pfi implicitnim popisu docela snadné. Jindy je naopak daleko
pfi kresleni obrazki).

Varieta U(x +y +z — 1, x + 2y — z — 3) je pfimka
(prnik dvou rovin). Resfme-li systém

x+y+z—-1=0
x+2y—2z—-3=0

dostaneme pfimo parametrické vyjadieni této piimky

x=-1-3¢t
y=2-2¢
=t

___—, RACIONALNT PARAMETRIZACE !_,

Definice. Raciondlni parametrickou reprezentaci vari-
ety U(f1,..., fr) < K" rozumime raciondlni funkce
ri, ..., € K(t, ..., t) spliiujici n4sledujici podminky

ele-lixy, = ri(ty,....,t;,) proi = 1,2,...,n pak
(X1, ..., x,) €0(f1,..., fr) prolibovolnd ¢, ..., t,.

e U(fi,..., fr) je minimdlni afinni varieta obsahujic{
takto dané body (xi, ..., x,). l

Vsimnéme si, Ze pri parametrizaci nepoZadujeme popis
vSech bodt variety. To je podstatné, jak je vidét i na jednodu-
chém piikladu parametrizace kruZnice v roviné,

2t —1+1?
i YT e
kterou obdrZime tzv. stereografickou projekci. (Ovéfte si de-
tailné!) VSimnéme si, Ze skute¢né dostaneme parametrizaci
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vsechny body, kromé bodu (0, 1), ze kterého promitidme. Ten
totiZ neni dosaZitelny pro Zadnou hodnotu parametru ¢. To
neni zpisobeno nasi neSikovnosti, z rozdilnych topologic-
kych vlastnosti pfimky a kruZnice totiZ vyplyva, Ze globaln{
bijektivni raciondlni parametrizace existovat nemuze.

V této souvislosti se nabizi dalsi otazky.

D. Existuje parametrizace dané variety, resp. 1ze ji nalézt?
E. Naopak, umime k parametricky zadané varieté najit jeji
implicitni popis?

Obecnd odpovéd na otdzku D je zdpornd. V podstaté
Ize tvrdit, Ze vétSinu afinnich variet parametrizovat nelze,
respektive neexistuje algoritmus parametrizace implicitniho
popisu. Ty, u kterych se to podafi, se v angli¢tiné nazyvaji
unirational, Cesky tedy patrné neiraciondlni.

Na prvni pohled je ziejmé, Ze pro jednu a tutéz vari-
etu existuje vice implicitnich, pfipadné i parametrickych po-
pist. Opomeneme-li parametricky popis, nejednoznacnosti
implicitniho jsou zplGsobeny reprezentaci pomoci nékolika
»generujicich® polynomt a zjevné mame velikou volnost v
jejich volbé.

11.29. Idealy. Abychom se vyhnuli zdvislosti na jednotli-

vych zvolenych rovnicich zaddvajicich varietu,

budeme chtit uvazovat i v§echny diisledky zada-

nych rovnic. To vede na nésledujici algebraicky
pojem:

' IDEALY |
e v

——

l Definice. MnozZinu I C K, kde K je komutativni okruh,
nazveme idedlem, plati-li 0 € I a zaroven
figel = f+gel
fel,bheK = f-hel

Idedly mGzeme generovat podmnoZinami, budeme pou-
Zivat znaceni I = (ay, ..., a,). Tim mame na mysli

I={> aib, b eK}.

MnozZina generatorti miiZe byt také nekonecna, je-li genera-
tord jen konecny pocet, fikame, Ze idedl je konecné genero-

vany.
! IDEAL VARIETY L——.§

Pro varietu V =*0(f1, ..., f;) klademe

IV):={f eKlxi,...,x,), fla,...,a,) =0,
V(ay,...,a,) €V}

Lemma. Nech? fi,..., fs,81,...,8 € klx1,...,x,] jsou
polynomy. Pak plati

(1) Jestlize (fi,..., fs) = (81,---, &), pak
B(f1, - fs) = V(g1 .-, &)
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(2) I(V) je idedl a plati {fi, ..., f;) € I(V), kde V =
B(frs.-.s o)

Dtkaz. JestliZze néjaky bod (ay, ..., a,) patii varieté
G(f1,..., fs), s v tomto bodé€ jisté nuluje i jakykoliv po-
lynom

f = hlfl +"'+hsfs7
tj. libovolny prvek idedlu I =) f1, ..., fs(. Proto se v ném
dle predpokladu nuluji i vSechny polynomy g;. Ovéfili jsme
tedy
m(f]a ceey f?) g Q](gla ""gl‘)'
Opacnd inkluze se dokdze stejné.
Abychom ovéfili druhé tvrzeni, zvolme g, g’ € J(V),
h € K[xy, ..., x,]. Pak pro kazdy bod a € V plati
(gh)(a) =0 gh € TJ(V)
(g+8Na)=0<g+g €I(V)
Je tedy J(V) idedl v K[xy, ..., x,].

Pro libovolny f = hifi + -+ hsfs €) f1,..., fs(a
bod @ € V je samoziejmé také f(a) = 0, coZ ovéfuje i
dokazovanou inkluzi. U

Nejjednodussi priklady jsou trividlni variety — jeden bod
a cely afinn{ prostor:

j({(05 O, ey O)}) = <)C1, e )Cn>

J(K") = {0} pro libovolné nekoneéné pole K
Inkluze opacnd k druhé ¢4sti véty obecné neplati. Napriklad
varieta U(x%, y*) m4 jediny bod — (0, 0). J(V) je potom
{,y) D (x%, ¥,

Jsou-li V, W C K" variety, pak plati

VW = J(V)DIW)
Neboli polynomy, které se nulovaly na néjaké varieté se nutné
musi nulovat i na jeji podmnoZing.
MiiZzeme hned formulovat dalsi pfirozené problémy
Je kazdy idedl I € K[xy, ..., x,] kone¢né generovany?
Lze algoritmicky zjistit, zda f € (fi, ..., fi)?

Jaky je pfesny vztah mezi (f;,...,fs) a

11.30. Dimenze 1. Podivejme se na polynomy v jedné
proménné x
f=apx"+ax" ' +-.-4a, kdeag#0.

Vedouci ¢len polynomu definujeme jako LT(f) := agx”
(oznaceni pochdzi z anglického ,,leading term*). Zfejmé plati

deg f <degg <= LT(f)|LT(g)

Necht K je pole a g nenulovy polynomu. Vime, Ze kazdy
polynom f € Kl[x] lze jednozna¢né psat jako

= Qm

f=q-g+r kder =0nebo degr < degg.

Jde ve skutecnosti o algoritmicky postup, podil g a zbytek
r pocitd nasledujici algoritmus.
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(1) g=0,r:=f
(2) whiler #O0ALT(g)|LT(r)

(@ q:=q+LT(r)/LT(g)

®) ri=r—LTr)/LT(g) ¢
Pro priichod cyklem plati invariant f = g - g + r, algoritmus
tedy dava spravny vysledek, pokud se zastavi. Stupen r se
kazdym prichodem zmenSuje, proto k zastaveni nutné dojde.

Dusledek. Nechf K je pole. Pak kaZdy idedl v orkuhu poly-
nomii K[x] je tvaru ( f).

Dtkaz. Uvazme jakykolividedl I € K[x].Je-li I = {0},
pak je generovan nulovym polynomem. Jestlize / obsahuje
nenulovy polynom f, pak jist€ obsahuje i polynom f mini-
malniho stupné. Jisté je pak ) f(C I.

Pro jakykoliv jiny polynom g € [ spocteme vysledek
déleni se zbytkem, tj. g = gf +r.Zjevné jetedy gf € I a
protoir € I. Stupeti f byl ale minimalni, takZe nutné r = 0.
Jetedyigelal =)f(. O

Idedly generované jedinym prvkem se nazyvaji hlavni
idealy. Okruhiim, které maji vlastnost z posledniho lematu
tikdme okruh hlavnich idedlii.

Nejvetsi spoleény délitel 1 = GCD(f, g) polynomi f a
g lze opét spocitat algoritmicky:

M h=fs=¢g

(2) whiles #0
(a) r := zbytek po déléni A /s
(b) h:=s
(c)s:=r

Nechf f =g -g+rah = GCD(f, g). Potom h|r, g a
zaroven

Vp € K[x]: plr,g tedy p|f aplh

Odtud & je GCD(r, g). Trividlné GCD(h, 0) = h, proto algo-
ritmus pocitd spravné¢ GCD( f, g). ProtoZe stupné r postupné
klesaji, algoritmus zastavi.

Nejvetsi spolecny délitel dvou polynomt tedy existuje. Je
ur¢en jednoznacné a7z na ndsobek skaldrem. Dva rtizné GCD
se totiZ musi dé€lit navzdjem a to je u polynomil mozZné pravé
v tomto pripadeé.

Nejvétsiho spolecného délitele vice nez dvou polynomi
definujeme takto: Je-li s > 2, potom

GCD(fi, ..., fs) := GCD(f1, GCD(f>, ..., )

Lemma. Propolynomy fi, ..., f;plati (GCD(f1, ..., fy)) =
(fioooos fo)

D¢kaz. GCD(fi, ..., f;) déli vSechny polynomy f;.
Je tedy hlavni idedl ) GCD(fi, ..., f;)( obsaZen v idedlu
) f1, - .., fs{. Naopak z Bezoutovy rovnosti okamzité plyne
inkluze opacna. O

Polozili jsme nékolik otdzek. Tady jsou odpovédi pro
dimenzi 1:
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e Protoze UV(fi,..., f;) = V(GCD(fi,..., f;)), pro-
blém prizdnosti variety se redukuje na problém existence
kofene polynomu.

e Ze stejného diivodu je varieta vZdy kone¢nou mnoZinou

izolovanych bodi — kofeni GCD(f, ..., f;) s jedinou
vyjimkou, kdy GCD( f1, ..., f;) = 0; to nastane pouze
v pripadé, Ze f1 = fo, = --- = f; = 0. Pak je varietou

celd mnoZina K.

e Pojem dimenze v tomto piipad€ postrada smysl, vS§echny
variety maji coby diskrétni mnoZiny bodt dimenzi nulo-
vou.

e Kazdy idedl je generovatelny jedinym polynomem.

o felfi,.... i) = GCD(fi,..., fIF.

e Oznalime-li (f) := J(CU(f1,...,[fs)), pak f a
GCD(f1, ..., fs) se mohou liSit pouze ndsobnosti
korent.

11.31. Monomiélni uspoiradani. Abychom mohli zobecnit
7 déleni polynomi se zbytkem pro polynomy vice

“7 proménnych, najdeme nejprve dobry ekvivalent

£ — pojmu stupeni polynomu a vedouci ¢len poly-

Délenim se zbytkem polynomu f € K[x, ..., x,] poly-
nomy gi, ..., g chceme rozumét vyjadieni

f=ag+- - +ag +r,

kde vzadny ¢len zbytku r nebude délitelny nékterym z vedou-
cich ¢lent LT g;.

Zkusme tos f = x’y +xy? +y% g = xy—1la
g» = y*> — 1. Prvnim délenim ziskdme

f=@+y) - a+@+y>+y)

LT(y* — 1) nedé&li x (vedouci ¢len zbytku), a tak bychom
teoreticky nemohli pokracovat dal.

Pfesuneme-li vSak toto x do zbytku, dostdvame teprve
vysledek

f=&+y)-g1i+o+x+y+1)

Zde jiz Zadny Clen zbytku neni délitelny Zddnym z LT (g1),
LT (g2).
Jak jsme ale vlastn€ urcovali vedouci ¢leny?

_____-l USPORADANT MONOMU

Uplné (linedrni) dobré (tj. kazda neprazdnd podmnoZina
md nejmensi prvek) uspordddni < na N" spliiujici

Vo, B,y eZ":a<pf — a+y <B+y

nazveme monomidlnim usporaddanim na K[xy, ..., x,].
Usporadani na N* indukuje usporddani na monomech.

KaZdy polynom lze vSak ptesklddat jako klesajici posloup-
nost monomu (na koeficienty ted nehledime). Uspotfadani se
na polynomy rozsifime ,lexikograficky*, tedy vétsi je ten
polynom, ktery ma véts$i prvni monom, pokud tak nelze roz-

hodnou, bere se v potaz druhy monom atd.
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Nasledujici tfi definice zavadéji nejbéZnéji uzivana mo-
nomidlni uspofdddni. VSechna se opiraji o pfedem dané
usporadani jednotlivych proménnych, standardn€ x; > x; >

- > Xp.

Definice. Lexikografické usporadant je takové <, Ze pro
kazdé o, B € N” plati

o >1ex B <= Nejlevéjsi nenulovy Clen v o — 8 je kladny
Gradované lexikografické usporadani je takové <gex, Z€ pro
kazdé «, B € N" plati:

a >giex B < |a| > [B| nebo
|| = |B| azéaroven a > B
Gradované opacné lexikografické usporddani je takové
<grevlexs Z€ pro kazdé «, B € N" plati:
O > grevlex B < |a| > |B|] nebo |a| =|B|

N e

a zdroven nejpravéjsi nenulovy ¢len (¢ — ) < 0

Tedy x; > grevlex X2 >grevlex **° >grevlex Xn» ale pokud
x >y > z,pak x2yz2 > grlex xy3z, ale xzyzz <grevlex xy3Z-

Ov¢ite si podrobné€, Ze >jex, > grlex, > greviex jSOU skute¢né
monomidln{ usporddéni.

11.32. Déleni se zbytkem. Nechf f = > _\. aqx® je ne-

nulovy polynom v K[x, ..., x,] a < monomialn{ uspofadani.
Pak definujeme:

e Stuperi multideg f := max{«a € N", a, # 0}

o Vedouci koeficient LC f := amulideg f

e Vedouci monom LM f := x™ltidee

o Vedouciclen LT f :=LC f-LM f

Tyto pojmy jsou tedy pro polynomy vice proménnych
vesmés silné zavislé na volbé konkrétniho uspotadani.

Lemma. Nech? f, g € K[xy, ..., x,] a uvaime monomialni

usporddani <. Pak

(1) multideg(f- g) = multideg f + multideg g

2)f+¢ # 0 = multideg(f + g) =
max{multideg f, multideg g}

Dtkaz. Plyne okamzité ptimo z definic. 0

Véta. Necht < je monomidlni a F = (fi, ..., fs) s-tice
polynomi v K[xy, ..., x,]. Pak kaZdy f € K[xy, ..., x,] lze
vyjadrit jako

F=afi+ - +af+r

kde a;,r € K[xy, ..., x,] provSechnai = 1,2, ...,s. Navic
r = 0 nebo r je linedrni kombinaci monomii, z nichZ Zddny
neni délitelny kterymkoli z LT fi, ..., LT f, a pokud a; f; #
0 pak multideg f > multideg a; f; pro kazdé i.

Polynom r nazyvame zbytkem po déleni f/F.

Dtkaz. Véta nefika nic o jednoznacnosti vysledku. Na-
sledujici algoritmus dava jedno mozné feseni a je tedy dlika-
zem platnosti véty.
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Naddle budeme vysledkem déleni se zbytkem chdpat
pravé tento vystup pevné zvoleného algoritmu.
(1) a :=0,...,a,:=0,r:=0,p:=f
(2) while p #0

(@i:=1

(b) d := false

(c) whilei <s Anotd

(i) i£ LT f;|LT p
a; '=a; + LT p/LT f;

pi=p— (T p/LT f)- f;

d = true
(ii) elsei:=i+1
(d) if notd

i r=r+LTp
(i) p:=p—LTp

Pti kaZdém prichodu vnéj$im cyklem se pravé jednou
provede pravé jeden z prikazi 2(c)i, 2(d)ii, a tedy stupeii p
klesne. Proto algoritmus skonci.

Plati invariant f = a; f) + --- + p + r a pfitom kazdy
¢len kazdého q; je podilem LT p/LT f; z néjakého okamzZiku.
Proto stupen téchto ¢lend je mensi neZ stupeni p v daném
okamZiku a ten je nejvySe roven stupni f. Dohromady stupen
kaZzdého a; f; je menS$i nebo roven stupni f. 0

V okruhu K[x, ..., x,] plati pouze implikace
f=afi+-+afi+0 = fel{fi..... fs)

Obriceni obecné pro nase déleni se zbytkem neplati. Uva-
ujme f = xy*> —x, fi = xy + 1, o = y> — 1. Potom
algoritmus déleni da

f=yay+D+007 =1+ (=x —y)
ale pfitom evidentn& f = x(y?> — 1), atedy f € (fi, fo).

11.33. Monomialni idealy. Idedl / C K[x, ..., x,] nazy-
vame monomidlni, jestliZe existuje mnoZina mul-
tiindexd o« € N" takovd, Ze I je generovén pravé
vS§emi monomy x* s € A.
To znamen4, Ze vSechny polynomy v / jsou
tvaru ZaeA hox®, kde hy € k[x1, ..., x,].
Ziejmé pro monomidlni idedl / platl 7e xP € I, pravé
kdy? existuje o € A takové, ze x* d&lf xP.

Lemma. Nech? I < Klxy,...,x,] je monomialni idedl,
f € Klxy, ..., x,] polynom. Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni

(1) fel

(2) KaZdy clen polynomu f je prvkem I.
(3) Polynom f je linedrni kombinaci monomii z 1 s koefici-
enty Z k.

Dt¢kaz. Implikace (3) = (2) = (1) jsou zfejmé.
Zbyva ukizat (1) — (3).

ZapiSme si polynom f = > a,x*, kde a, € K. Z pted-
pokladu f € I vyplyva, Ze Ize také vyjadrit f = Zﬁe 4 hpx?,
kde xf eI ahg € Klxi,...,x,]
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Kazdy ¢len a,x“ se musi rovnat nékterému ¢lenu z druhé
rovnosti. Jisté tedy kazdy ¢len a,x® polynomu f mizZeme
vyjadrit jako soucet vyrazi d x# kde d € K, x? e I. Pak
ale také x* € I, a tedy plati (3). O

Dusledek. Dva monomialni idedly splyvaji praveé tehdy, kdyZ
obsahuji stejné monomy.

11.34. Véta (Dicksonovo lemma). KaZdy monomidlni idedl
I = (x% a € A) C klxy,...,x,] lze psat ve tvaru I =
(x*, ..., x%), kde ay, ..., a5 € A.

Dtxkaz. Dikaz provedeme indukci podle poctu
proménnych. V piipadé n = 1je I € K[x],
. y I = (x% o € A C N). Mnozina vSech
" exponentli v A md jist€ minimum a definujeme
, B := min A. Potom ziejmé& x? d&li vSechny
monomy x% s @ € A a tedy také [ = (xP).

UvaZujme nyni n > 1 a pfedpoklddejme, Ze pro mensi
pocty proménnych tvrzeni plati. Pro pfehlednost si oznacime
proménné jako xi,..., x,_1,y a monomy budeme psit
ve tvaru x%y" kde « € N*7!', m e N. MnoZinu mo-
nomi x# s B € A budeme znacit 1,. Pfedpoklddejme, Ze
I € K[xq,...,x,-1, y] je monomidlni a definujme J C
Klxi, ..., x,—1] ndsledovné

J = (x% Im e N, x*y" € I,).

Ztejmé je J monomidlni idedl v n — 1 proménnych a tedy
podle indukéniho predpokladu lze psat J = (x*, ..., x%).
Dale z definice J vyplyva, Ze existuji takovd minimdlni m; €
N, ze x* y™ € [,.Oznacme tedy m := max{m;} a definujme
analogicky systém idedld J;, € K[xq,...,x,—1]pro0 <k <
m—1

Ji = (xP, xﬂyk € Iy)
Opét vSechny J; splituji indukéni pfedpoklad a tedy je 1ze
vyjadtit

Je = (x%10L ) x%ese),
Zbyva ukézat, Ze I je generovany pravé zkonstruovanou
kone¢nou mnoZinou monomi

oy m oy . m
Xy ,...,X Yy
ot 0 o 0
xO,ly e, X O,SOy
Um—1,1 m—1 OUm—1,5,,_1 m—1
X y . m=1Yy

UvaZujme tedy libovolny monom x*y? € 4. Nastane jeden
ze dvou pripadd

e p > m. Potom jist€¢ x* e J, a tedy n&ktery

Z x“1y™ L, x%y™ deéll xYy?.
e p < m. Potom analogicky x* € J; a n&ktery
z x%yk o x sy d&IT x¥ P,

Podle pfedchoziho lemmatu lze kazdé f € I vyjadfit jako li-
nedrni kombinaci monomti z 14, ty jsou jiz délitelné nékterym
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z naSich generdtord, proto f patii do idedlu jimi generova-
ného. Proto I je jeho podmnozZinou. Opacnd inkluze je zcela
trividlni a diikaz Dicsonova lematu je hotov. O

11.35. Hilbertova véta. Nyni jiZ mdme nachystdno vSe
potfebné pro diskusi péknych bazi idedld v
okruzich polynomi. Hlavni myslenkou je ma-
: — 2 ximdlni vyuZiti informaci o vedoucich ¢lenech
prvkil v bazi a v celém idedlu.

Je-li I € K[xy, ..., x,] nenulovy, ozna¢ime

LTI :={ax*, Af € I: LT f = ax“}

Ziejmé (LT I) je monomidlni idedl, proto podle Dicksonova
lemmatu lze psat (LT I) = (LT gy, ..., LT g;) pro n¢jaka
vhodnd gy, ..., g, € 1.

Véta. KaZdy idedl I € K[xy, ..., x,] je konecné generovany.

Duxkaz. Pokud je I = {0}, je tvrzeni trividlni. Uva-
Zujme tedy I # {0}. Podle Dicksonova lematu a pted-
chozi poznamky existuji takovd g, ..., g, € I,7e (LT I) =
(LT g1, ..., LT gy).

Ziejmé (g1, ..., 8s) € I. Vezméme libovolné f € I a
provedme déleni se zbytkem s-tici gy, . .., g;. Dostdvame

f=ag+ - +ag +r,

kde Zadny Clen r neni délitelny LT gy, ..., LT g.

ProtoZzer = f —ajg1 —--- —asgs, platir € I, atedy
také LT r € LT I. Ziejmé tedy LT r € (LT I). Pfipustme,
Ze r # 0. Protoze (LT I) je monomidlni, musi byt LT r dé€li-

telny nékterym z jeho generatord, tj. LT g1, ..., LT g,. To je
ovsem spor s vysledkem algoritmu dé€leni. Protor = 0 a I je
generovany gi, ..., gs. O

____-l GROBNEROVY BAZE IDEALU —

11.36. Definice. Kone¢nd ~ bdze  gi,...,g, idedlu

I < k[x,...,x,] se nazyvd Grobnerova, jestlize plati
(LT I) = (LT gy, ...,LT gy).

Béze pouZzita v diikazu Hilbertovy véty byla Grobnerova.

Dusledek. Kazdy idedl I < Klxy,...,x,] md Grobne-
rovu bazi. Pritom kaZda mnoZina polynomii g1, ..., gs € 1
splitujici (LT I) = (LT gy, ..., LT g) je Grobnerovou bdzi
idedlu 1.

Ukazme smysl predchozich obecnych vysledki na nej-
on jednodussim pripad€ polynomi stupné jedna s

Ozna¢me generdtory f; = > a; jX; + .

W UvaZujme matici A = (a; ;),kdei =1,...,sa
j =0, ..., n aaplikujme na ni Gausovu eliminaci. Ziskldme
B = (b; ) ve schodovitém tvaru, z ni navic vypustime nulové
fadky. Mdme novou bézi g, ..., g;, kdet <s.
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Vzhledem k provedenym tupravdm je kazdé f; vy-

jadritelné jako linedrni kombinace gy, ..., g;, a tedy
<f17"'9fs> = (gls""gl>
Ovéiime si, Ze takto ziskané polynomy g1, ..., g jsou

Grobnerovou bazi:

Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, Ze proménné
jsou znaceny tak, Ze LM g; = x; proi = 1, ..., t. Libovolny
f €I lze psat

f=hfi+ - +hfi=hgi+ - +hg

Chceme, aby LT f € (LT gy,...,LT g), tj. LT f m4 byt

délitelny nékterym z xi, ..., x;. Pfedpoklddejme, Ze f je
pouze v proménnych x,1, ..., x,. Pak ale A = 0, protoZe
x1 je vzhedem ke schodovitosti B pouze v g;. Analogickym
postupem ziskdme iy = --- = h; = 0,atedy f = 0.

Dokaézali jsme sice existenci nadéjnych zvlastnich bazi,
zatim je ale neumime algoritmicky konstruovat. K tomu se
dostaneme v nésledujicich odstavcich.

11.37. Véta. Necht G = {g1, ..., g} je Grobnerova baze
7 f5 idealu I < Klx1, ..., x,] a f je polynom

: , v K[x1, ..., x,). Pak existuje prave jedno
e r=>,ax% € Klxi,...,x,] s témito

vlastnostmi

(1) Zadny ¢len r neni délitelny Zadnym z LT g\, ..., LT g,
. YaVvi: LT g; f a,x“.

(2)3gel: f=g+r

Dtkaz. Algoritmus pro déleni se zbytkem da
f=agi+--+ag+r,

kde r spliiuje podminku (1). Za g si zvolme a; g1 + - - - +a, g,
které samoziejmé patii do 1.
Zbyva dokdzat jednoznacnost. Pfedpoklddejme

f=g+r=¢+r,
kde r # r'. Zfejmé plati r — r' = g’ — g € I. Protoze
G je Groebnerova baze, je LT (r — r’) délitelny nékterym
zLT gy,...,LT g,. Mame pfitom jen dvé moZnosti

vV s

o LMr # LM r'. Pak ten s vyS$§im stupném musi byt déli-
telny nékterym z vedoucich ¢lent LT gy, ..., LT g;, coZ
je spor s podminkou (1).

o IMr = LMy a zaroveti LCr # LCyr'. Potom ale
oba mnomy LM r a LM r' musi byt délitelné né€kterym
zLT gy,...,LT g;, coZ je opét spor.

Proto tedy LT r = LT r' a induktivni tivahou odtud plyne
r=r. 0

Ptedchozi véta zobeciiuje déleni se zbytkem, kde na misté
délitele vystupuje idedl. V pfipadé jedné proménné nebylo
co zobecnovat, protoZe kazdy idedl byl generovany jednim
polynomem. Zajima-li nds pouze zbytek, véta navic iik4, Ze
nezaleZ{ na poradi polynomt v Grobneroveé bazi. Proto ma
smysl zavést znaleni f ¢ pro zbytek po déleni f/G, pokud
G =(gi,..., &) je Grobnerova béze.
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Dusledek. Necht G = {gi, ..., g} je Grobnerova bdze ide-
alu I C Klxy,...,x,]a f je polynomv K[xy, ..., x,]. Pak
je libovolny polynom f prvkem idedlu I, pravé kdy? je zbytek
po déleni f/G nulovy.

11.38. Syzygy. Dalsim krokem bude nalezeni dostatecné
G testovaci mnoZiny ““ polynomi z daného idedlu, které
Uy je tieba provéfit délenim se zbytkem, abychom mohli
AZ AL usoudit, Ze je uvaZovany systém generdtort jiz Grob-
- 1Y nerovou bazi.

Pro o = multideg f a 8 = multideg g uvazme

v i=Wi,...,vn) kdey, =max{o;, B}

Monom x” nazyvame nejmensim spolecnym nasobkem (le-
ast common multiple) monomt LM f a LM g a zavadime
oznaceni LCM (LM f, LM g) := x". Vyraz

xV x?
ry T Irg

f LT g
nazyvame S-polynomem (nebo také syzygy, neboli spreZeni)
polynomd f, g.

Jedna se o ndstroj k eliminaci vedoucich ¢lenti, Gaussova
eliminace je specidlnim piipadem tohoto postupu pro poly-
nomy stupné jedna. Narozdil od nf ale mtiZe dojit ke zvySeni
stupné, i kdyZ ptivodni vedouci ¢leny odstrani.

Vezméme napiiklad f = x3y?—x?y34x, g = 3x*y+y2,
tedy polynomy stupné 5 v R[x, y] a uspofdddni <gex. Pak
y=4,2)a

S(f. 8) =

8

4,2 4,2
x7y x7y 1 33 o2 1 5
S y = — = —_— = — - —_—
(f. 8) x3y2f 3xiy® xf 38 = XY AXT—2y
coZ je polynom stupné 6.
Véta. Necht I < Klxy,...,x,] je idedl. Pak je G =

{gj, ..., &7} jeho Grobnerova baze, pravé kdyz pro kaidé
i # J je zbytek po déleni S(gi, g;)/ G nulovy.

Duxkaz. Dikaz zatneme technickym lemmatem, které
popisuje, jakym zptisobem mohou nastdvat kraceni pii vy-
jadreni polynomi pomoci generdtord. Presnéji feCeno, Ze je
miZeme vzdy vyjadfit pomoci S-polynomi.

Lemma. Uvaime polynom f = Zle cix%g;, kde

C1y...,C € k aa; +multidegg;, = § pro néjaké

. pevné § kdykoli c; # 0. Pokud multideg f < 8, pak
) existuji takovd cjx € K, Ze

t
t t
Docixtgi= D cux"S(g) g0,
i=l

Jok=1
kde x'i* = LCM(LMg;,LM g) a kaidy monom
x*7VikS(g;, gx) md stuperi mensi nez 8.
Dtkaz. Ozna¢me d; = LCg a p; = x%g;/d;.
Urcité plati ¢;d; = LC(c;x%g;) a LC p; = 1. Protoze
multideg(c;x% g;) = § a zdroveil multideg f < &, musi
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nutné platit také 25:1 cid; = 0. Pokusme se ted [ vyjadrit
jako kombinaci S-polynomt.

t
f=2 adipi = cidi(pr = p2) + (cidy + e2ds) (2 — p3)
i=1
+- 4 (adi + -+ cm1di-)(Pe—1 — pr)
+ (c1di + - -+ + cd) pr.
0

Kazdy rozdil p; — pi lze vyjadiit v S-polynomech
xé o X(S R xVik o xVik
dix® 8j o 8k =X ™ (LT g 8j LT g gk)
=x""VkS(g;, &)

Z obou rovnosti se uz snadno odvodi jednotlivé koeficienty
Cik- O
J

Nyni miZzeme pfikrocit k dikazu véty. Implikace ,,—*
plyne bezprostfedné z ddsledku v odstavci 11.37. Musime
dokdzat implikaci opacnou.

UvaZme nenulovy polynom f € I. Potfebujeme ukézat,
Ze za predpokladu dokazované implikace vzdy bude platit
LT f € (LT gy, ...LT g;). Podati-li se zarucit, Ze lze nés
polynom vyjadfit jako f = Z§=1 h;g; s vlastnosti

multideg f = max{multideg(h;g)}

bude LT f nutné délitelny nékterym LT g;, a tedy G bude
skute¢né Grobnerova béaze.

Oznaéme m; := multideg(h;g;), § := max{my, ..., m}.
Ziejmé multideg f < 8. Nechf jsou polynomy A1, ..., h; zvo-
leny tak, Ze 6 je minim4lni. ProtoZe pracujeme s monomidlnim
uspofadanim, které je dobré, takové § existuje.

DokaZme tedy, Ze multideg f = . MZeme psat

f= Zhigi + Zhigi

m;=4 m; <4
= > (ATh)gi+ D (hi = LT hi)gi + D hig:.
m;=4 m;=34 mi <4

Vsechny s¢itance druhé a tieti sumy maji jisté stupeti mensi
neZ §. Pripustime-li, Ze multideg f < §, potom nutné

multideg | D (LT hy)g; | <6.

m;=34

Oznaéme nyni ¢;x* := LT h; a aplikujme naSe technické

lemma.
D AThygi =D cixigi = D cpx’7%S(g), &)
m,-:S m,‘:3 j,k

Z ptredpokladu véty a algoritmu o déleni se zbytkem ziska-
vdme

t
S(8), &) = D aijigi

i=1
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a navic multideg(a;jxg;) < multideg S(g;, gx). Oznac¢ime-li
bijk = x5_yfkaijk, dostavame

t
XIS (gj, 81) = D bijkgi
i=1
Podle druhé ¢4sti lemmatu plati

multideg(b;rg;) < multideg(x®"*S(g;, g)) < 8

a dosazenim dastavame

D (LT hy)g = chk (Zbijkgi)
i=1

m;=34

t
= E E cjibiji | &i-
i=1 \ jk

Ptitom plati

multideg chkbijkg,- <8 proi=1,...,t
Jik
Dosazenim do na$i pivodni rovnosti ziskdvdme vyjadieni f
jako kombinace g, ..., g;, kde vSechny scitance jsou stupné
mensiho neZ §. To je spor s minimdlni volbou §, a tedy
multideg f = 6, odkud LT f € (LT gy,...,LT g,;) a baze
G je Grobnerova. U

11.39. Naivni algoritmus pro Grobnerovy baze. Prave do-
” . kdzand vétanam jiZ poskytuje ucinny prostiedek

~ pro zjiténi, zda n&jakd baze je Grobnerova. Uva-
A% =2 7ujme napiiklad I = (x + y, y — z). Jediny
S- polynom ktery pripadd v dvahu je

xy xy )
S(x+)’,)’—Z)=T(X-i—y)—?(y—z):xz%—y

Délenim ziskdme xz +y? = z(x +y) + y(y — z), a tedy dand
baze je Grobnerova.

Nasledujici algoritmus vyuziva presné tento postup pro
nalezeni néjaké Grobnerovy baze idedlu generovaného s—tici
polynomt F = (fi, ..., f;).

(1) G:=F,G' =90
(2) while G # G’
(@ G =G
(mqueG’p#qdo
M) s=50p.°
(ii) ifs #0
G =GU/{s}

KdyzZ se algoritmus zastavi, jisté to bude v G Gobnerova
bédze. Musime tedy uZ jen ovérit, Ze se skuteéné zastavi. V
jeho prubehu ovsem pti kazdém béhu vnitfnim cyklem (2), tj.
kdyZ se priddva néjaky netrividlni zbytek po déleni, bud mo-
nomidlni idedl generovany LT G vzroste nebo ziistane stejny.
Dostavame tedy neklesajici fet€Zec (monomidlnich) idealt
I, =LT(F)C L, C---C [ €---.0znaime-li nyni
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I = U I, pak jde jist€ o idedl a podle Hilbertovy véty
musi byt kone¢né generovany. To ale znamend, Ze vSechny
generatory / jsou jiz v n€kterém z [; a proto od tohoto k
pocinaje bude platit [, = Iy = ....

Stabilizace tohoto fetezce monomidalnich idedl hlavnich
¢lent je ale ekvivalentni zastaveni algoritmu.

Tento algoritmus ovSem neni zdaleka idedlni. Lze vymys-
let velmi jednoduse vypadajici vstupy, pro néz vraci divoké
vysledky. Déle vystupni baze se pfimo odviji od vstupni, a
tedy pro tentyZ idedl zadany riiznymi bazemi d4 také rizné
vysledky.

11.40. Redukce bazi. Vidé€li jsme, Ze k rozpozndni, které
{1 generdtory jsou potfebné pro Grobnerovu bazi, staci

sledovat jejich vedouci ¢leny. Prvnim krokem je prosté
- A2 vyhizeni viech prvki, které v tomto smyslu nejsou
tieba.

Lemma. Nech? G je Grobnerova bdze idedlu [ a p € G
takovy, Ze LT p € (LT(G —{p})). Pak G — {p} je také Grob-
nerova baze 1.

Dtkaz. Z definice Grobnerovy baze plati (LT I) =
(LT G). Protoze LT p € (LT(G — {p})), plati (LT(G —
{p}H) = (LT G). Odsud jiz plyne tvrzeni. O

Definice. Minimalni Grobnerovou bdzi idedlu I je takova
Grobnerova bdze G, Ze pro viechna p e Gplati LCp =1a
zéaroven LT p ¢ (LT (G — {p}))

Napiiklad m&jme K[x, y] a <grex, I = (f1, fo) = (x* —
2xy, x2y — 2y% 4 x). Zminény algoritmus d4 p&t polynomii
F=C(fi,.... fs5)

F = (x3 —2xy, x2y — 2y2 + x, —x2, —2xy, —2y2 + x).

Pritom plati LT fy = x*> = —x LT fyaLT f, = —3x LT f,
atedy f1 a f> jsou zbytecné.

Tato redukce ndm ale jist€ jest€ nestaci, protoZe k re-
dudanci mizZe dochdzet i na drovni jednotlivych ¢lent ba-
zovych prvka. Napf. si miZeme vSimnout, Ze pro kazdé a
je {x? + axy, xy, y> — 1/2x} minimalni Grébnerovou bazi
uvedeného idedlu.

Proto zavddime nédsledujici pojem:

REDUKOVANA GROBNEROVA BAZE I—-—N

Polynom g € G nazveme redukovany pro bdzi G pokud
Zadny z jeho monomitl nelezi v (LT (G — {g})). Redukovanou
Grobnerovou bdzi idedlu I potom nazveme takovou Grobne-
rovu bézi G, Ze pro vSechna p € G plati LC p = 1 a zéroven

l p je redukovany pro G.

v angli¢tiné se podmince stabilizace kazdého neklesajiciho fetézce
idedld fika ACC, ,,ascending chain condition®. Okruhy, které spliiuji ACC
se nazyvaji Noetherovské (na pocest Emy Noether). Hilbertovu vétu lze
tedy ekvivalentné formulovat jako ,,Okruh polynomi nad noetherovskym
okruhem je opét noetherovsky *“.
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Zjevné je kazda redukovand Grobnerova bize je mini-
mdlni a navic plati:

Tvrzeni. Je-li polynom g redukovany pro néjakou minimalni
Grobnerovu bdzi G idedlu I, pak je také redukovany pro
kaZdou minimdlni Grobnerovu bazi G' tého? idedlu, kterd jej
obsahuje.

Dukaz. Tvrzeni  dokdZeme  sporem.  UvaZme
G=1g....8LG ={g),....eag="+m+-
kde m € (LT(G' — {g})) (tj. g neni redukovany pro G’).
Potom m = a, LT g| + --- + a, LT g; pro néjaké vhodné
polynomy ay, ..., a,. ProtoZe G i G’ jsou Grobnerovy baze
téhoz idedlu, plati (LT G) = (LT G'), a tedy kazdé LT g lze
vyjadfit jako kombinaci LT gy, ..., LT g;. Odtud uZ plyne
m € (LT G) aprotoZe je G’ minimdlni, je m € (LT (G \{g})),
coZ je spor s predpoklddanou redukovanosti g pro G. U

Nyni jiZ mame vSe pfipraveno pro ditkaz hlavniho vy-
sledku o existenci a jednoznacnosti redukované Grébnerovy
baze.

11.41. Véta. Necht I < Klxy,...,x,] je nenulovy. Pak

= pro kazdé monomidlni usporadant existuje prave
Jedna redukovana Grobnerova bdze idedlu 1. Na-
vic kaZdou Grobnerovu bazi Ize algoritmicky re-
dukovat.

Duxkaz. Predpokladejme, Ze G je Grobnerova baze ide-
alu 1. S ohledem na lemma z predchoziho odstavce 1ze pred-
pokladat, Ze G je i minimdlni. (Algoritmus minimalizace je
zfejmy, staci testovat pouze délitelnost vedoucich monomi v
jakémkoliv potadi a vypoustét nadbytecné ¢leny baze.)

Predpoklddejme, Ze polynom g € G neni redukovany.
Pri déleni g /(G — {g}) se tedy LT g nutné dostane do zbytku,
protoZe nemd ¢im byt délitelny (bdze je minimdln{). Tedy
LT (g% ) = LT g, protoZe nic jiného uZ nemiiZe byt ve-
doucim ¢lenem zbytku. Ozna¢me

g =g G =(G-{g})uig)
Tento novy systém generdtord G’ je opét minimalni Grobne-
rovou bazi idedlu I, protoze (LT G') = (LT G), tjtaké plati
(LT G’y = (LT I). Polynom g’ je zfejmé redukovany pro G’
diky vlastnostem algoritmu pro déleni. Byl-li néjaky h # g
redukovany pro G, zlstdva podle pfedchoziho tvrzeni z pred-
chozho odstavce redukovany i pro G'.

Pfi kazdé provedené redukci nékterého z prvkt dojde
ke zmenseni celkového poctu ¢lenti polynomt v G. Proto se
algoritmus zastavi v okamZiku, kdy uZ jsou vSechny prvky
redukované a mdme tedy algoritmus konstrukci redukované
Grobnerovy bdze.

Zbyva dok4zat jeji jednoznacnost. Predpoklddejme dvé
redukované Grobnerovy baze G, G nenulového idedlu /. Plati
tedy (LT G) = (LT I) = (LT é). ProtoZe tento idedl je mo-
nomidlni, 1ze pro né&j aplikovat Dicksonovo lemma. S odvol4-
nim na konstrukci baze v jeho dikazu lze tvrdit, Ze existuje
pravé jedna monomidlni baze monomidlniho idedlu tak, Ze
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koeficienty jejich ¢lend jsou rovny jedné a Zadny z Clend této
béze nedéli jiny.

Podle definice minimality musi byt LT G i LT G pravé
takovou bazi. Tedy LT G = LT G. Ke kazdému g € G tedy
exisuje pravé jedno g € G takové, ze LT g = LT §.

Plati g—g € I.ProtoZe G je Grobnerova, plati g — & ¢_
0.Cleny LT g, LT g se ode¢tou uz v g — g. ProtoZe obé& béze
jsou redukované, nemutiZe byt zadny ze zbyvajicich ¢lenti g — g
délitelny kterymkoli z LT G = LT G. Musi se tedy dostat do
zbytku. Plati tedy

- -G
g—8¢=¢g—-8& =0

Tim je jednoznacnost dokdzéna. O

11.42. Poznamky. Mame jiz k dispozici n€kolik odpoveédi

Y .. ha dfive poloZen€ otizky. Umime totiZ

&7 », UCinné rozhodnout o piisluSnosti poly-

42 nomu do dané¢ho idedlu pomoci déleni

. /"l se zbytkem prostiednictvim Grobnerovy

baze. A umime také pomoci redukovanych Grobnerovych bazi
rozhodnout, zda jsou dva idedly stejné.

Pro nas problém feseni systémut polynomidlnich rovnic to
znamend, Ze pro dany systém polynomidlnich rovnic umime
rozhodnout, zda néjakd jind polynomidlni rovnice je jejich
dtsledkem. Umime také o dvou rznych systémech algorit-
micky rozhodnout, zda generuji stejny ideal svych disledkd.

Pti téchto algoritmickych konstrukcich bude zédlezet na
zvoleném usporaddni monomd, samotné odpovédi na vyse
uvedené otdzky ale na usporadani nezavisi.

Jak jsme zmitovali v tivodu kapitoly, technika Grobne-
rovych bazi je jednim ze zdkladd pocitacové algebry. Sa-
moziejmé jsou pfi implementacich v programovych systé-
mech vyuzita riiznd zlepSeni vyse uvedeného algoritmu. Napf.
je mozné vyuZit techniky redukcfi jizZ béhem vytvareni Grob-
nerovy baze v zdkladnim algoritmu z odstavce 11.39 apod.

V literatufe 1ze dohledat také riizné varianty pro nekomu-
0 tativni algebraické objekty (napf. pfi formdlnich ma-

nipulacich s diferencidlnimi operétory). Algoritmus
4 pro nalezeni Grébnerovy baze lze také interperetovat
jako specidlni piipad Knuth-Bendixova algoritmu pro
prepisovaci pravidla fesici problém ekvivalentnosti slov v
monoidech zadanych generdtory a sadou rovnosti.

Konec¢né, v samotné komutativni algebie je technika
Grobnerovych bazi pouZitelnd daleko sofistikovanégji. Pti
prichodu nasim algoritmem totiZ dostdvame syzygy vSech
dvojic generatorti konecné baze. Tyto syzygy jsou vlastné
bazi tzv. podmodulu vSech relaci mezi k prvky gi, ..., g
baze, tj. podmnoziny S v prostoru (K[xy, ..., x,D¥. Na ta-
kové podmnoziny opét mliZeme rozsifit samotny algoritmus a
najit vyznacné generdtory vSech relaci mezi mezi generétory.
Takto mtiZeme pokracovat, dokud existuji néjaké netrivialn{
relace. Lze dokdzat, Ze nejpozdéji po n takovych krocich uz
Zadné netrividlni relace nebudou existovat a po¢ty generatorti
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relaci v jednotlivych krocich ndm ddvaji velmi podrobnou in-
formaci o topologickych vlastnostech prislusné afinni variety

0(g1, .- 8k)-

11.43. Eliminace proménnych. Na zavér této Casti si uve-
: deme alespon jednu aplikaci pfedchozich algo-
= ritma.
Budeme povazovat okruh K[x,,1, ..., x,]
za podokruh K[xi, ..., x,]. Jednd se o poly-

nomy, v nichZ se nevyskytuji proménné xi, ..., x,. Je to
skute¢né podokruh, ale uz ne idedl.

_____.l ELIMINACNI IDEALY

Necht I = (fi,..., fs) € k[x1,...,x,]. Pro p =
1, ..., n definujeme

I, =1N0Kxpqr, ..., x,]

Tuto mnoZinu nazveme p-tym eliminacnim idedlem.
Vsimnéme si, Ze I, je idedlem pouze v k[x 1, ..., x,].

Na drovni polynomidlnich rovnic /,, obsahuje vSechny
rovnice, které jsou disledky systému f; =0,..., f; =0a
ve kterych vystupuji pouze proménné x, 1, ..., X,.

Véta (Eliminaéni véta). Nech? I C K[xy, ..., x,] je idedl,
G = {g1,...,8n} Jeho Grobnerova bdze vzhledem k <.
Proménné necht jsou usporadany x\ >j.x X3 >ex - - . Potom
pro kazdé p = 0,...,nje G, = G N K[xp41,...,x,]
Grobnerovou bazi idedlu I,.

Jestlize je G minimdlni, resp. redukovand, Grobnerova
baze, pak G, je opét baze minimdlni resp. redukovand.

Dikaz. Bez ijmy na obecnosti miiZeme uvazovat G, =
{g1,...,8}. Protoze G € I,jei G, C I,. Inkluze (G,) C
I, plati trividln€. DokdZeme tedy ikluzi opacnou.

Pro libovolny polynom f € I, bychom radi ovéfili, Ze

f=hg+-+hg.
Provedeme za tim tdcéelem déleni se zbytkem ptivodni Grob-
nerovou bdzi G. ProtoZe je také f € I, plati 76 =0, a tedy

f:hlgl+"‘+hfgr+hr+lgr+1"'+hmgm

Kazdy z polynomd g1, ..., g» musi obsahovat néjakou
z proménnych xi, ..., x,, jinak by byl prvkem G ,. Vzhle-
dem k vlastnostem lexikografického uspoiddédni takovou
proménnou obsahujii LT g,41, ..., LT g,. Uvédomime-li si
postup algoritmu pro déleni se zbytkem a skutecnost, ze v f
neni Zddny monom obsahujici nékterou z x, ..., x,, musi
byth, 1 =--- = h, = 0. Ovéfili jsem proto f € (G,).

Dokaézali jsme nejen poZadovanou inkluzi, ale i fakt, Ze
déleni f/G dopadne na I, stejné jako f/G,.Prol <i <
J =< r uvazujme S-polynomy S(g;, g;). Plati

S(ei8) " =Sz ) =0

atedy G, je Grobnerova béze idedlu /,,.

Tvrzeni o minimalit€ nebo redukovanosti bdze je ziejmé
z definic téchto pojmd. O
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Jedina vlastnost lexikografického uspofadani, kterou jsme
pouzili v dikazu, je tvrzeni, Ze pokud se n¢které proménné ob-
jevuji v polynomu f, pak se objevuji v jeho vedoucim ¢lenu.
To je ovSem podstatné slabsi poZadavek, neZ definice lexiko-
grafického usporadani. Proto lze pfi skute¢nych implementa-
cich pouZzivat jakékoliv usporadani, které bude zajisfovat tuto
vlastnost. Dosdhne se tak vétSinou efektivnéjSich vypoctd, pro-
toZe Cisté lexikografické usporadani zpravidla vede k nepiijem-
nému nérlstu stupiiti polynomd.

11.44. Implicitni popis parametrizovanych variet.
Z predchozi véty lze docela snadno odvodit algoritmus
pro nalezeni implicitniho popisu variet zadanych pomoci
polynomidln{ parametrizace. Nebudeme se vénovat detailn{
diskusi, protoZe nemdme k dispozici vSechny ndstroje pro
praci s nejménSimi varietami obsahujicimi body zadané
parametrizaci. Ziistaneme proto na Grovni pozndmek.

JestliZe je naSe parametrizace variety ddna polynomial-
nimi vztahy

x1=fiuy, ... up), ..., xy = fu(uy, ..., ug),

spo¢teme redukovanou Grobnerovu bézi idedlu

(X1 = fi, oo X0 — fo)

v lexikografickém uspofddani, kde u; > x; pro vSechna i,;.
Z této baze dostaneme redukovanou Grobnerovu bazi eli-
minacniho ideédlu I a to je pfesn¢ hledany idedl a jeho impli-
citni popis.

Ve skutecnosti ndm pro vypocet staci takové usporadant,
které zaruCi pfevahu vSech u; nad x;, aby se algoritmem
pro vypocet Grobnerovy baze eliminovala u;, jinak mize
byt usporddani libovolné. Mdme tak nadéji dosdhnout efek-
tivn€jsStho vypoctu, nez s Cistym lexikografickym uspotrada-
nim.

Jako piiklad si uvedme uZ dfive zobrazenou varietu v R3
nazyvnou Enneperova plocha. Jeji parametricky popis byl
x = 3u+3uv? —ud, y = 3v +3uPv — v, z = 3u® — 3’
Aplikace eliminacni procedury (naprt. v systému MAPLE za
pouZiti gbasis s uspofdddnim plex) dd odpovidajici impli-
citni popis, tj. rovnici s jedinym polynomem devatého stupné:
—59049z — 104976z — 6561y% — 72900z — 18954y?7 —
23328z* +32805z2x2 + 1458073 x2 +3645z*x% — 1296y*7 —
16767y%z> — 61562z — 783y%z* +393667x% 4 19683x2 —
1296y* — 2430z° + 432z° + 10877 + 4862°x% — 432y*7% +
54y27% + 2775x% — 48y*z® + 15y%28 — 64y° — 2°.

Kdy?z je naSe parametrizace raciondlni, tj.

_ fi(tlv ) tm)
ity .. tm)’
asi nds hned napadne dosadit do ptedchozi véty idedl

(x181— f1, ..., Xxn8n — fn). To ale vétSinou nefunguje dobfe.
Naptiklad uvazujme

i

X = — y:
v

u U2
— I =1U.
u

511



KAPITOLA 11. ALGEBRAICKE STRUKTURY

Dostali bychom I = (vx —u?, uy —v?, z — u) a po eliminaci
= (z(x%y — z°)). Spravny vysledek je ale jenom U (x%y —
7%), tedy n4s postup pridal navic celou rovinu.

Problém je v tom, Ze zahrnujeme i celou varietu nu-
lovych bodli jmenovatelii v parametrizacich jednotlivych
proménnych, W = U(g, ..., g,). Radé&ji tedy parametri-
zaci F chdpejme jako zobrazeni F : (KK — W) — K". Pro
implicitizaci pak pouZijeme idedl

I=(gx1— fjsoos 8nXn — fu, L — 81 8ny)
gK[y7t17"'9tYn9xl7"'9xl’l]7

kde si navic pomdhdme dodate¢nou proménnou y. Potom
Ize ukazat, Ze V (I;41) je minimalni afinni varieta obsahujici
FEK™ —W).

4. Usporadané mnoziny a Booleovska algebra

7 Xz

Tak jako jsme z vlastnosti ¢isel nebo symetrii objektd
abstrahovali podstatné axiomy a dostali jsme
__daleko Sifeji pouZitelné ndstroje pro ivahy v
linerdrni algebte, pfi diskusi grup symetrii a
jejich aket, studium okruhd polynomt atd.

Nym budeme postupovat obdobné a okamZité uvidime, zZe
jen docela drobnou zménou zdkladnich vlastnosti dostaneme
na prvni pohled Uplné jiné objekty. To co zlistane podobné
je algebraickd prace se symboly zastupujicimi velice rozma-
nité objekty a tim pddem i docela univerzalni pouZitelnost
vysledkd.

Za vychodisko si vezmeme zdkladni operace s mnoZinami,
tj. jejich sjednoceni, prinik a vztahy inkluze a nasim prvnim
cilem bude uvést tyto operace do souvislosti s vyrokovou
logikou (tj. formalizovanymi postupy pro vyjadfovani vyrok
a vyhodnocovdni jejich pravdivosti).

11.45. Mnozinova algebra. S kazdou mnoZinou M mame
k dispozici také mnoZinu K = 2¥ vsech jejich podmnoZin
a na ni operace V : K x K — K sjednoceni mnoZin a
A 1 K x K — K priniku mnoZin. To jsou dvé bindrni
operace, které jsme dosud znacili U a N.

Déle mdme ke kazdé mnoZin€ A € K také jeji mnoZinu
dopliikovou A" = K \ A, coZ je dal’i undrni operace.

Kone¢né méame ,,nejvétsi objekt®, tj. celou mnoZinu M,
ktery je neutrdlni vici operaci A a ktery proto budeme v této
souvislosti oznacovat jako 1, a obdobné se chova prdzdna
mnoZzina ) € K vici operaci V. Tu budeme v této souvislosti
znacit jako 0.

Na mnozing¢ K vSech podmnoZin v M miZeme velmi
snadno ovérit pro vSechny prvky A, B, C nésledujici vlast-
nosti (jiz jsme definovali vyznacné prvky0 =#al =M a
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unarni operaci vzeti doplitku A’ k podmnoZiné A):

eh) AANBAC)=(AAB)AC,

2) AV((BvC)=(AvB)VvC,

3) AANB=BANA, AVB=BVA,
@) AANABVC)=(AAB)VAANQC),
&) AV(BAC)=(AVB)A(AV (D),
(6) existuje 0 € K tak,Ze Av0 = A,

@) existuje 1 € K tak,Ze AA1 = A,

) ANA =0, AVA =1

Porovnejme si tyto vlastnosti s vlastnostmi okruht:

Prvni dvé€ z nich, tj. (1) a (2) fikaji, Ze obé

operace A a V jsou asociativni. Vlastnost (3)
konstatuje komutativitu obou operaci.
- Az potud je tedy vSe jako u Cislenych oboril
a opera01 s¢itani a ndsobeni. Zasadni zménou jsou ale dalsi
dvé vlastnosti (4) a (5), protoZe ty vyZaduji jak distributivitu
operace V vUci priiniku A, tak naopak. To pochopitelné u
s¢itdn{ a ndsobeni Cisel nejde — méame tam pouze distributi-
vitu s¢itani vici ndsobenti, ale ne naopak.

Posledni tfi vlastnosti (6) — (8) konstatuji existenci neut-
rlnich prvki vici obéma operacim, ale také existenci obdoby
k ,,inverzim* ke v§em prvktim (ale v§imnéme si, Ze prinikem
s komplementem chceme dostat neutrdlni prvek ke sjednoceni
a naopak, tedy odlisn€ od vzeti inverzi v okruzich). Jisté nds
nepiekvapi, kdyZ zachvili uvidime, Ze takto siln¢ provdzané
vlastnosti dvou riznych operaci nemiZe mit pfili§ mnoho

objektd.
! BOOLEOVSKE ALGEBRY L——

Definice. Mnoziné K spolu s dvémi binarnimi operacemi
A a V a jednou undrni operaci ’ spliiujici vlastnosti (1)—(8)
fikdme Booleovska algebra. Operaci A budeme fikat infimum
(ptipadné sjednoceni, anglicky casto také meet), operaci Vv
budeme fikat supremum (piipadné priinik, anglicky také join).
Prvku A’ se fikd dopinék k prvku A.

Vsimnéme si, Ze axiomy Booleovské algebry jsou zcela
symetrické vici zdméné operaci A a V, spole¢né€ se zdménou
prvkt 0 a 1. Disledkem tohoto faktu je, Ze jakékoliv tvrzent,
které odvodime z axiomd, m4 také platné dudlni tvrzent, které
vznikne z prvého pravé zaménou vSech vyskytl A za Vv a
naopak a stejné tak vSech vyskyti O a 1. Hovoiime o principu
duality.

11.46. Vlastnosti Booleovskych algeber. Jako obvykle si
hned odvodime nékolik elementdrnich dasledkti axiomd.
Zejména si pov§imnéme, Ze tak dokdZeme u specidlniho
pripadu Booleovské algebry vSech podmnoZin v dané
mnozZin€ M elementdrni vlastnosti zndmé z mnoZinové
algebry. Napf. je doplnék k A € K urcen svymi vlastnostmi
jednoznacéné. V obecném pohledy vSak toto pozorovani fiké,
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Ze mame-li dano (K, A, V), mliZze existovat nejvyse jedna
unarni operace ’, se kterou dostaneme Booleovskou algebru
(K, A, VD).

Skute¢n€, pokud B a C € K spliuji vlastnosti A" (tj.
posledni axiom (8) v definici vyse), plati

B=BVv0=BVvV(AAC)
=BVAAMBVC)=1ABVC)=BvVvC
a stejné také spoCteme
C=CVB.

Je tedy nutné B = C. VSimnéme si, Ze pouZitim tohoto vy-
sledku na prvky 1 a 0, spole¢né s jejich definici, okamZité
dostdvdme jednoznacnost pro tyto vyjimecné prvky v libo-
volné Booleovské algebie (promyslete si podrobné!).

Vlastnosti v ndsledujicim tvrzeni maji svd zavedend jména
& v mnoZinové algebte: vlatnosti (2) se ik ab-
,?’2 sorpcni zdkony, vlastnosti (3) popisuji idempo-
/"~ ) tentnost operaci A a V arovnosti (4) jsou zndmy
2w jako De Morganova pravidla.

Tvrzeni. V kaZdé Booleovské algebre (K, A, V, ") plati pro
vSechny prvky v K

(1) ANO=0, AvI1=1

(2) AN(AVB)=A, AV(AAB)=A

(3) ANA=A, AVA=A

(4) (ANBY =A'V B, (AVB) =A AB

(5) (A" = A.

Dtkaz. Podle principu duality potfebujeme z kazdého
z dudlnich tvrzeni na jednotlivych fddcich dokédzat pouze
jedno. Pocitejme s vyuZzitim axiomd:
Zac¢neme s vlastnosti (3)
A=AANT=AANAVA)=(AANA)VO=AAA.
Nyni uZ umime snadno (1)
ANO=AANAANA)=(ANAANA =ANA =0
a pak je snadné i (2)
ANAVB)=((AVvOA(AV B)
=AVvOAB)=Av0=A.
K dikazu De Morganovych pravidel staci ovéfit, Ze A" v B’
m4 vlastnosti doplitku k A A B, pak to totiZ bude doplnék dle
dvahy vySe. S vyuZitim (1) spocteme
(AANBYA(A'VB)=(AAB)AA)YV ((AAB)AB)
=OAB)V(AAOD) =0.
Obdobné, s pouzitim (2) dostdvdme
(ANB)V(AAB)Y=(AV(A'VB)V(BV (A VB))
=(1vB)YA(lvA)=1.
Koneéné, piimo z definice je AA A A =0a A" v A =1,

ma proto A pozadované vlastnosti dopliku k A’ a je tedy
A= (A). g
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11. 47 Priklady Booleovskych algeber. Nejmensi zajimava
@ algebra _]C mnoZina Vsech podmnozm Jednoprv—

al = M. Operace A a Vv v tomto piipad¢€ sply-
vaji s ndsobenim a s¢itdnim v okruhu abytkovych
trld Zz, proto budeme nadéle hovoftit o Booleovské algebre
7.

Podobné jako u vektorovych prostord a okruht miizeme
algebraickou strukturu Booleovské algebry pfendset na pro-
story funkci, jejichZ obor hodnot Booleovskou algebrou je.
Skute¢né, pro mnoZinu vSech funkci S = {f : M — K}
zmnoziny M do Booleovské algebry (K, A, V, ") definujeme
potrebné operace a vybrané prvky 0 a 1 na S jako funkce v
argumentu x € M takto:

(fin &) = (i) A (falx) € K
(f1Vv )X =((fix)V (f2(x) € K
(Hx)=1€eK, O)(x)=0eK

(') =(f(x) e K.

Ovérenti, Ze tyto nové operace skute¢né zadavaji Booleovskou
algebru je zcela pfimocaré a jednoduché.

Pfipoméiime, Ze vSechny podmnoziny dané mnoZiny
M lze interpretovat jako zobrazeni M — Z,, kdyZ na
jednic¢ku zobrazime pravé body vybrané podmnoziny. Pak
skute¢né miZeme sjednoceni a prinik definovat vyse uvede-
nym zplisobem — napt. o kazdém bodu x € M rozhodujeme
u (A A B)(x) zda patii do A a zda patii do B a vezmeme
sjednoceni vysledkl v Z,, tj. vysledek bude 1, pravé kdyZ x
padne do sjednocent.

11.48. Vyrokova logika. V predchozich odstavcich jsme

pouZzili symboliku, kterou je ¢asto rozumné inter-
) pretovat tak, Ze z prvkidl A, B, ... € K tvofime
X & ,slova® pomoci operaci Vv, A, " a zdvorek vy-
= jasnujicich v jakém potadi a na jaké argumenty
jsou operace aplikovdny. Samotné axiomy Booleovskych al-
geber a jejich disledky pak fikaji, Ze velice Casto rtiznd slova
ddvajf stejnou hodnotu vysledku v K.

V pifpadé mnoZiny vSech podmnoZin K = 2M je to
ziejmé — prosté jde o rovnost podmnoZin. Nyni uvedeme
stru¢né jinou podobnou souvislost.

Budeme pracovat opét se slovy jako vySe, interpretujeme
je ale jako tvrzeni sloZené z elementdrnich vyrokd A, B, ...
a logickych operaci AND (bindrni operace A), OR (bindrni
operace V) a negace NOT (unérni operace "). Takova slova
nazyvdme vyroky a ptifazujeme jim pravdivostni hodnotu
v z4vislosti na pravdivostni hodnoté€ jednotlivych elementar-
nich argumentt. Pravdivostni hodnotu pfitom bereme jako
prvek z trividlni Booleovy algebry Z,, tedy bud 0 nebo 1.
Pravdivostni hodnota vyroku je pln€ urcena ptifazenim hod-
not pro nejjednodusi vyroky A A B, AV Ba A’,tj. AA B je
pravdivé pouze, kdyZ jsou oba vyroky A a B pravdivé, AV B
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je nepravdivé pouze. kdyZ jsou oba vyroky nepravdivé a A’
md opacnou hodnotu nez A.

Vyrok obsahujici n elementarnich vyrokd tedy predsta-
vuje funkci (Z,)" — 7Z, a dva vyroky nazyviame logicky
ekvivalentni, jestlize zad4vaji stejnou funkci. V pfedchozim
prikladu jsme jiz ovéfili, Ze na mnoZziné tiid logicky ekviva-
lentnich vyrokt je dana struktura Booleovy algebry. Nutné
tedy pro vyrokovou logiku bude v tomto smyslu platné vse,
co dokdzeme pro obecné Booleovy algebry.

Struc¢né si proberme, jak vypadaji obvyklé dalsi jedno-
duché vyroky ve vyrokové logice jakoZto prvky Booleovy
algebry (tj. reprezentujeme vzZdy nasim vyrazem tiidu vyroki
ekvivalentnich):

Implikaci A = B dostaneme jako A’ v B, ekvivalenci
A & B odpovidd (A A B) Vv (A’ A B'). Déle vyluCovaci
OR, neboli XOR, je dano jako (A A B") v (A’ A B), negace
N OR operace OR je vyjadfena jako A’ A B’ anegace NAND
operace AND je ddna jako A’ v B’. Kone¢né tautologie je
déna pomoci libovolného elementarniho vyroku jako A v A’.

Vsimnéme si také, Ze X O R odpovidd v mnoZinové al-
gebfe symetrickému rozdilu mnoZin.

11.49. Prepinace jako Booleova algebra. Piepinac je pro
nds Cernd skifiika, kterd ma jen dva stavy, bud je zapnut (a
signdl prochédzi) nebo naopak vypnut (a signdl neprochézi).
A
O A B O O— —oO
B

Jeden nebo vice pfepinact zapojujeme do sité sériové
nebo paralelné. Sériové zapojeni je popsdno pomoci bindrni
operace A, paralelni je naopak V. Undrni operace A’ zaddva
prepinac, ktery je vZdy v opacné poloze nez A. KaZdé konecné
slovo vytvofené pomoci pfepinaci A, B, ... a operaci A, V
a’ umime prevést na obrazek, ktery bude pfedstavovat systém
prepinacli propojenych draty a zcela obdobné jako v minulém
odstavci ndm kazda volba poloh jednotlivych prepinaci zada
hodnotu ,,zapnuto/vypnuto“ pro cely systém.

Opét se snadno krok po kroku ovéfi platnost zdkladnich
axiomid Booleovych algeber pro nds systém. Na nésledujicim
obrazku je ilustrovan jeden z axiomu distributivity.

S g
O—/A —O = O—
| L

C A c
Propojeni bez pfepinace odpovida prvku 1, koncové body
bez propojeni (nebo sériové zapojeni A a A”) dava prvek 0.
Nakreslete si obrazky pro vSechny axiomy Booleovské algebry
a ovéite si je!

11.50. Délitelé. Dalsim pfirozenym piikladem Booleovské
; algebry mtiZe byt systém d¢liteli piirozeného
¢isla nebo polynomu.
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Zacnéme trochu obecnéji a zvolme
pevné takové pfirozené Cislo p € N nebo polynom
p € K[xq, ..., x;] nad oborem integrity K s jednoznacnym
rozkladem. Za nosnou mnoZinu D, bereme mnoZinu vSech
délitelt g naseho p. Pro dva takové délitele definujeme g A r
jako nejvétsi spolecny délitel prvkli g ar, g V r je nejmensi
spole¢ny ndsobek. Ddle definujeme vyznacny prvek 1 € D,
jako nase ¢islo nebo polynom p a neutrdlnim prvkem 0 vici
supremu na D, je jednicka v N, resp. 1 € K C K[xy, ..., x4].
Unérni operaci " definujeme pomoci déleni: ¢’ = p/q.

Lemma. MnoZina D, spolu s vySe uvedenymi operacemi A,
V a' je Booleovskd algebra, pravé kdyz rozklad p na nerozloZi-
telné faktory neobsahuje Zddné kvadrdty (tj. v jednoznacném
rozkladu p = q . . . q, na nerozloZitelné faktory jsou vsechna
qi po dvou riiznd).

Dtkaz. Ovéfeni axiomt je vcelku snadné, projdeme je-
den po druhém a budeme zkoumat, kdy je zapotiebi neSeho
pozZadavku na nepritomnost kvadratt v rozkladu.

Nejvétsi spolecny délitel koneéného poctu Cisel nebo po-
lynomt nezavisi na poradi, ve kterém jej pocitime. Stejné tak
pro nejmensi spolec¢ny ndsobek. To odpovida axiomtm (1) a
(2) v 11.45. Komutativita, tj. axiom (3) je zcela ziejm4.

Pro tfi libovolné prvky a, b, a ¢ mlizeme bez Gjmy na
obecnosti psit jejich rozklad ve tvarua = g{'...qJ", b =
gy ...qMac= q{“ ...q% kde pfipoustime i mocniny 0 a
vSechny prvky ¢g; jsou po dvou nesoudélné. Prvek a A b €
D, je tedy prvek s rozkladem, ve kterém se objevi vSechna
spole¢nd g; v mocning, kterd bude minimem z mocnin v a a b.
Naopak a Vv b bude mit rozklad, ve kterém se objevi vSechny
¢leny z rozkladl a a b a to s mocninou, kterd bude tou vétsi z
mocnin piislu§ného faktoru v a a b. Z této tvahy nyni snadno
plynou distributivni zdkony (4) a (5) z 11.45.

Problém nemdme ani s existenci prvkd O a 1, které jsme
pfimo definovali a zjevné spliiuji axiomy (6) a (7). Pripadna
existecne kvadratt v rozkladech ale znemoZni uréeni dopliiku.
Napt. v D1, = {1,2,3,4,6,12} nelze 6 A 6/ = 1 dosdh-
nout, protoZe ma 6 netrividlniho spolecného d€litele se vSemi
ostatnimi prvky v Dy, mimo jednicku, ta ov§em nesplituje
6v1=12

Pokud ovSem nejsou v rozkladu ¢isla nebo polynomu p
kvadraty, definujeme doplné€k pomoci déleni jako ¢ = p/q
a snadno ovéfime potfebné vlastnosti z axiomd (6)—(8). [

11.51. Casteéna usporadani. K Booleovskym algebram

; ted ptjdeme z jiné strany. Zakladnf{ strukturou
pro nés bude pojem usporddani. Vzpomeiime
A4, Y, na definici uspofddani jakoZto reflexivni,
=~ )\ antisymetrické a tranzitivni relace < na
mnozin€ K. Takovd relace obecné netfikd o kazdé dvojici
a,b € K jestli jea < b nebo b < a (takové uspofddani se
nazyva iiplné usporaddni nebo dobré uspoiadani). Casto
v nasem piipadé obecného uspotfddani proto hovoiime
také o castecném usporddani a mnoZina (K, <) vybavena
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CasteCnym uspordddnim se nazyva poset (z anglického
,partially ordered set‘).

Takové usporadani je zejména vzdy na mnozing K = 2
vSech podmnoZzin mnoZiny M prostiednictvim inkluze podm-
nozin. Pomoci nasi relace infima na K je mtiZeme definovat
jako A C B pravé, kdyzZ A A B = A. Ekvivalentné, A C B
pravé, kdyZ A v B = B.

Lemma. Je-li (K, A, V,’) Booleova algebra, pak relace
< definovand vytahem A < B prave, kdyZ A A B =
A, je castecné usporddani. Navic plati pro vSechny prvky
A,B,CeK

(1) ANB<A

(2) A<AVB

(3) jestliZe A < C a zdroveri B < C, paktaké AV B < C
(4) A < B, pravé kdy AANB =0

(5) 0<AaA<l

Dutkaz. VSechny dokazované vlastnosti a vztahy jsou
vysledkem jednoduchého vypoctu v Booleovské algebie K.
Zacnéme s vlastnostmi uspordddni pro <. Reflexivita je
pfimym didsledkem idempotence: A A A = A, tj. A < A.
Podobné komutativita pro A zaru€uje antisymetrii <, protoZe
z AN B = Aaziroveii B A A = B vyplyvd

A=ANB=BAA=B.
Konecné z platnosti A A B=AaB A C = B vyvodime
ANC=(AABYAC=AAN(BAC)=AAB=A,

coZ ovétuje tranzitivitu relace <.

Dile pocitime (AAB)ANA=(AANA)AB=AAB,
takze A A B < A.

Ze vztahu A A (AV B) = A, viz 11.46(2), plyne A <
AV B, coz dokazuje tvrzeni (2).

Distributivita spolecné s pfedpokladem (3) dava

(AVBYAC=(AAC)V(BAC)=AV B,

takZe skutecné plati (3).

Tvrzeni (5) plyne pfimo z axiomi pro vyznacné prvky 1
a0.

Zbyva nam tvrzeni (4). Jestlize A < B,pak A A B’ =
AABAB =0.Naopakje-li AANB ' =0,pak A=AA1l=
AANBVB)=(AAB)V(AAB)=(AAB)vV0O= AAB.
Odtud A < B adiikaz je ukoncen. U

Vsimnéme si, Ze stejné jako v piipadé algebry podmnoZin
je v Booleovskych algebrich A A B = A pravé, kdyz je
AV B = B. Skute¢né, je-li A A B = A, pak z absorp¢nich
zdkonl plyne AV B = (A A B) vV B = B, anaopak. MiiZeme
proto pro definici ¢4ste¢ného uspotddani stejné dobfe pouZzivat
také operaci V.
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11.52. Svazy. Vidéli jsme, Ze kazda Booleova algebra za-
1 dava poset (K, <). Zdaleka ne kazdy poset ovSem
vznikd takovymto zptisobem. Napf. trividlni ¢aste¢né
2" usporadani, kdy A < A pro viechny A a viechny dvo-
jice rtiznych prvki jsou nesrovnatelné, samoziejmée
z Booleovy algebry vzniknout nemize, pokud je v K vice
nez jeden prvek (vidé€li jsme, Ze nejvétsi a nejmensi prvek
v Booleove algebfe je totiZ srovnatelny s kazdym prvkem).
Zkusme se zamyslet, do jaké miry lze z usporddani budovat
operace A a V.

Pracujme s pevné zvolenym posetem (K, <). O prvku
C € K tekneme, Ze je dolni zavorou pro néjakou mnoZinu
prvki L C K, je-liC < A provsechny A € L.Prvek C € K
je infimem mnoZiny L C K, jestliZe je dolni zdvorou a pro
kaZdou jinou dolnf zdvoru D téZe mnoZiny plati D < C.

Obdobné definujeme horni zdvory a supremum podm-
noZziny L zdménou < za > v poslednim odstavci.

Konecné posety se prehledné zobrazuji pomoci oriento-
vanych grafli. Prvky K jsou pfedstavovany uzly a hranou jsou
spojeny pravé prvky v relaci s orientaci od vétS§iho k menSimu.
Hasseho diagram posetu je zakresleni takového grafu v roviné
tak, Ze vétsi prvky jsou zobrazeny vZdy vyS neZ mensi (a ori-
entace hran je tedy ddna takto implicitné). ZvI4sté u malého
poctu prvklti mnozZiny K je to velmi prehledny zpisob, jak
diskutovat rizné piiklady, viz obrazek niZe.

Svazy |
=

Definice. Svaz je poset (K, <), ve kterém kazdad dvouprvkova
mnoZina {A, B} m4 supremum A V B a infimum A A B.
Hovorime pfitom o déplném svazu, jestliZe existuje supremum
a infimum kazdé podmnoZiny v K.

Na svazu (K, <) tedy mdme definovany bindrni operace
A a Vv apiimo z definice je zjevna asociativita a komutativita
téchto operaci (dokaZte si podrobné!).

VSimnéme si také Ze jakykoliv prvek v K je horni zdvorou
pro prazdnou mnoZinu, proto supremum prazdné mnoZiny
musi byt mensi neZ vSechny prvky v K. Obdobné infimum
prazdné mnoZiny musi byt vétsi neZ jakykoliv prvek v K.
Zejména tedy uplny svaz ma vzdy nejvétsi a nejmensi prvek.

ProtoZe jsou bindrni operace A a V asociativni a komuta-
tivni, jisté existuji v kazdém svazu suprema a infima vSech
konec¢nych neprdzdnych mnoZin. V piipadé konecnych poseti
(K, <) jde proto o Uplny svaz tehdy a jen tehdy, kdyZ v ném
existuje jediny nejvétsi prvek 1 € K a jediny nejmensi prvek
0eK.

O svazu fikdme, Ze je distributivni, jestliZze operace A a
V spliluji axiomy distributivity (4) a (5) z odstavce 11.46 na
stran€ 513. Snadno Ize ale nakreslit Hasseho diagram svazu,
ktery nenf distributivni, viz obrdzek niZe.

Nyni uZ mtizeme snadno definovat Booleovskou algebru
v jazyce svazli: Booleovska algebra je distributivni svaz s
nejvetsim prvkem 1 a nejmensim prvkem O takovy, Ze v ném
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existuji ke vS§em prvkiim komplementy (tj. prvky spliujici
vlastnost 11.45(8).

Ovérili jsme jiz, ze v takovém pfipadé jsou komple-
menty definovany jednozna¢né (viz tivahy na zac¢dtku odstavce
11.46), takZe je naSe alternativni definice Booleovské algebry
korektni.

Vsimnéme si také, pri diskusi déliteld daného ¢isla nebo
polynomu p jsme narazili na distributivni svazy D, které
jsou Booleovskou algebrou pravée tehdy, kdyZ rozklad p ne-
obsahuje kvadraty, viz Lemma 11.50.

11.53. Homomorfismy. Jak jsme jiZ vidéli u mnoha ma-
tematickych struktur, o objektech se do-
zviddme informace pomoci tzv. homo-
morfism, tj. zobrazeni, které zachovavaji

Z¥ 0

pfislusné operace. Obzvlasf jednoduché je to u poseti:

IsoToNNT ZOBRAZENT

Homomorfismem posetd (K, <k) a (L, <p) rozumime
takové zobrazeni f : K — L,7e z A <x B vzdy vyplyva
také f(A) <, f(B). Hovofime pfitom také o izotonnich
zobrazenich.

V piipadé svazli a Booleovskych algeber definujeme ho-
momorfismy podobné jako u okruhi:

HOMOMORFISMY SVAZU A ALGEBER
Zobrazeni f : (K, A,V,") — (L, A,V,’) se nazyvd
homomorfismus Booleovskych algeber, jestlize pro vSechny
A, B € K plati

(1) f(AAB) = f(A) A f(B)
(2) f(AVB) = f(A)V f(B)
(3) fA) = f(A).
Homomorfismus f je izomorfismus Booleovskych algeber,
jestlize je f bijektivni.

Podobné definujeme homomorfismy svazli jako zobra-
zeni, kterd splituji vlastnosti (1) a (2).

Snadno se ovéfi, Ze bijektivnost f jiz zarudi, ze f~! je
opét homomorfismem.

Z definice usporddani na Booleovych algebrach nebo sva-
zech je zfejmé, Ze kazdy homomorfismus f : K — L bude
také spliovat f(A) < f(B) pro vSechny prvky A < Bv K,
ptjde tedy vzdy o izotonni zobrazeni.

Jakkoliv umime rekonstruovat operace suprema a infima
z usporadani, pokud toto vzniklo z Booleovy algebry, neni
pravda, Ze by kazdy homomorfismus posetd byl automaticky
homomorfismem piislu§nych algeber nebo svazii, viz obrdzek
niZe.

11.54. Véty o pevném bodé. Mnoho praktickych tloh
spoc¢iva v diskusi pevnych bodG zobrazeni
: » [+ K — K nan&jaké mnozin€ K, tj. prvka
" x € K svlastnosti f(x) = x. NaSe dvahy o
infimech a supremech umoziuji prekvapivé
snadno odvodit velice silné tvrzeni tohoto typu. DokdZeme
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si jednu takovou klasickou vétu, kterou odvodili Knaster a
Tarski (ve specidlnim pfipadé Booleovské algebry podmnoZin
dané mnoZiny jiz koncem dvacdatych let 20. stoleti, obecné
tvrzeni pak publikoval Tarski v r. 1955):

Véta (Tarského véta). UvaZujme libovolny iplny svaz
(K, A, V) a libovolné isotonni zobrazeni f : K — K.
Pak f ma pevny bod a mnoZina vSech pevnych bodii f je
(s uspordadanim zdédeénym z K ) opét uplny svaz.

DtUkaz. OznaCme M = {x € K;x < f(x)}. ProtozZe
v K existuje minimélni prvek, je jist€ M neprdzdnd a protoZe
f zachovédva uspofddani, je f(M) C M. OznaCme déle z; =
sup M. Pak jisté pro x € M plati x < zj, tedy také f(x) <
f(z1). Pfitom zdroveii vime x < f(x), takZe f(z;) je horni
zavorou pro M. Pak ovS§em nutné z; < f(zy), takzeiz; € M
aproto f(z;) < z;. Dokazali jsme tedy f(z;) = z; a pevny
bod je nalezen.

Trochu sloZitéjsi je dokdzat dovétek, Ze mnoZina Z C K
vSech pevnych bodl zobrazeni f je Gplny svaz. Ziejmé jsme
jiz nasli jeji nejvétsi prvek z; = max Z a dplné stejnym
postupem s pouzitim infima a vlastnosti f(x) < x, misto
definice M a jejitho suprema, bychom nasli také nejmensi bod
Zo =min Z.

Uvazme nyni libovolnou neprdzdnou mnoZinu Q C Z a
ozna¢me y = sup Q. Toto supremum sice nemusi leZet v O,
ukdZeme ale, Ze bude pfesto v Z existovat supremum i ve
zdédéném uspofddani <z z uspordddni v K. Za tim dcelem si
ozna¢me R = {x € K; y < x}, tj. mnoZinu vSech prvkd v K
vétsich nez naSe y. Pfimo z definic je ziejmé, Ze tato mnoZina
R je, spolu s uspordddnim zdédénym z K, opét Uplny svaz a
zhzeni zobrazeni f na R bude opét izotonni zobrazeni fi :
R — R. Podle vySe dokdzaného tedy bude mit f|z nejmensi
pevny bod y. Samozfejmé je y € Z a snadno nahlédneme,
7e ve skutecnosti je y supremem ndmi zvolené mnoZiny Q
vici zdédénému usporadani na Z. Pritom je moZné, Zze y >
y. Obdobnym postupem se zaménénymi relacemi a volbou
infima najdeme i infimum libovolné neprdzdné podmnoZiny
v Z. Nejvétsi a nejmensi prvek jsme jiz nasli diive a dikaz je
ukoncen. 0

Poznamka. V literatufe 1ze najit mnoho variant vét o pevnych
bodech v riznych souvislostech. Jednou z velmi uZitecnych
je tzv. Kleeneho véta, jejiz tvrzeni miZeme vycCist z pravé
dokazané véty nasledujicim zptisobem.

JestliZe (ve znaceni Tarského véty) uvdZime spocetnou
podmnoZzinu v K tvotfenou tzv. Kleeneho retézcem

0=<fO) =ffO)=...,

pak supremum z této podmnoziny zjevné nemiZe byt vetsi,
neZ kterykoliv pevny bod zobrazeni f. Skute¢né, pokud je y
pevny bod zobrazeni f pak ze vztahu 0 < y dostaneme
f0) < f(y) = y atd. Pokud méd f navic vlastnost, Ze
»dostatecné* zachovava suprema, mizeme dovodit Ze f(z)
bude opét supremem téhoZz fetézce a tedy pevny bod. Musi to
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proto byt nejmensi pevny bod. Toto tvrzeni se nazyva Klee-
neho véta o pevném bodé a ma Cetna pouziti v teorii rekurzi,
pfi diskusi zastaveni algoritmt atd.

Nebudeme zde zachdzet do podrobnosti kolem tzv. spoji-
tosti zobrazeni mezi posety. Pfesné formulace Kleeneho véty
a dalSich souvislosti 1ze nalézt napt. v ??.

11.55. Normalni tvary vyrazd. Vritime se zdvérem zpét
k diskusi Booleovskych algeber s kone¢nym
poctem prvkili a ukdZeme si jejich dplnou kla-
sifikaci.

S Pti diskusi vyrokové logiky jsme se poty-
kali s problémem, co vlastng jsou prvky prislu§sné Booleovy
algebry. Formdlné vzato jsme je definovali jako tfidy ekviva-
lentnich vyrokd. Jinak feceno, pracovali jsme s hodnotovymi
funkcemi pro vyroky s danym poctem argumentd. Vibec
jsme pfitom nefesili obtiZny problém, jak rozpoznat stejné
vyroky v tomto smyslu. Také jsme nefesili, jestli vSechny
formaln€ mozné hodnotové funkce (Z,)" — 7Z, lze zadat
pomoci zdkladnich logickych operaci.

Zcela obdobné se miZeme tazat, jak poznat, zda dva
systémy prepinacti maji stejnou funkci. Obdobné jako u vy-
rokl zde pro systém s n prepinaci pracujeme s funkcemi
(Z2)" — 7, a zjevné existuje pravé 22" rtiznych takovych
prepinacich funkci. Na téchto funkcich umime pfirozenym
zplsobem zadat strukturu Booleovy algebry (vyuzivime, Ze
hodnoty, tj. Z, jsou Booleovou algebrou).

Odpovime nyni na vyse uvedené otdzky tak, Ze pro li-
bovolny prvek obecné Booleovy algebry sestrojime jeho tzv.
normdlni tvar, tj. napiSeme jej pomoci dobie vybrané skupiny
nejjednodussich prvki a operace V. Porovndnim normdlnich
tvarti dvou prvki pak uz snadno pozndme, zda jsou stejné Ci
nikoliv. Nejprve si tedy vybereme obzvlast jednoduché prvky
Booleovskych algeber:

____J AtomMy vV BOOLEOVSKE ALGEBRE I,__-—

Prvek A € K nazveme atom v Booleové algebie K, jest-
lize pro vSechny B € K plati AA B = Anebo AA B =0.

Jinak fe€eno, A je atom, kdyZ pro vSechny ostatni prvky
B < A implikuje B = O nebo B = A.

Velmi jednoduché je to v Booleovské algebie vSech podm-
nozin dané kone¢né mnoZiny M. Zjevné budou atomy pravé
vSechny jednoprvkové podmnoZiny A = {x} v mnoZiné
M. Skute¢né, pro kaZdou podmnoZinu B budeme mit bud
AANB = A,pokud x € B,nebo A A B =0, pokud x ¢ B.

Podivejme se jesté, jak vypadaji atomy v Booleové al-
gebfe funkci prepinacového systému s n pfepinadi Ay, ..., A,.
Snadno ovéfime, Ze zde je 2" atomd, které jsou tvaru A" A
<+ N A%, kde bud AT = A; nebo A7 = Al.

Skutecné, pro dvé funkce ¢ a ¥ je jejich infimem funkce
© A ¥, jejiZz hodnoty jsou ddny soucinem jejich hodnot v
Z,. Plati tedy ¢ < v jestliZe ¢ ma hodnotu 1 € Z, vSude
tam, kde ma ¢ hodnotu 1 € Z,. Odtud uZ plyne, Ze v nasi
Booleové algebie hodnotovych funkei je funkce ¢ atomem
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pravé, kdyz z 2" hodnot ¢ na jednotlivych moZnostech hodnot
jednotlivych argumentd mé pravé jednou hodnotu 1 € Z,.
Vsechny takové funkce ovSem lze vytvofit pravé uvedenym
zptisobem.

A nyni midZeme sformulovat slibovanou vétu o normdlnim
disjunktivnim tvaru

Véta. Kazdy prvek B v konecné Booleové algebie (K, A, V, ")
Ize zapsat jako supremum atomii

B=A V.- VA.
Tato formule je navic jednoznacnd aZ na poradi atomii.

Diikaz ndm zabere nékolik odstavci, ale zdkladni idea je
1 docela jednoducha:
UvaZme vSechny atomy A, Ap,...,Ax Vv
¢ K, které jsou mensi nebo rovny B. Z vlastnosti
uspordddni na mnoZiné K (viz 11.51(3)) je okamZité
vidét, Ze také

Y=A,Vv---VA, <B.

Hlavnim na$im krokem v dilkazu bude ovéfit, Ze BA Y’ =0,
coZ podle 11.51(4) zaru¢uje B < Y. Tim bude dokdzédna
rovnost B =Y.

11.56. T¥i pomocna tvrzeni. Postupné si odvodime nékolik
technickych vlastnosti atomt a pak teprve dokonc¢ime diikaz
véty o normalnim disjunktivnim tvaru. Pokracujeme v sym-
bolice pouzivané v minulém odstavci.

Tvrzeni. (1) JestliZe jsou Y, X1, ..., X¢ atomyv K, pakY <
XV .-V X tehdy a jen tehdy, kdy Y = X; pro néjaké
i=1,...,4

(2) Pro kaZdy prvek Y # 0v K existuje atom X, pro ktery je
X <Y.

(3) JestliZe jsou X1, ..., X, vSechny atomy v K, pak Y =0
prave, kdyz Y A X; = 0provsechnyi =1,...,r.

Duxkaz. (1) JestliZe plati nerovnost v tvrzeni, pak
YAXyv---vXy)=Y.
Diky distributivit¢ miZeme rovnost piepsat jako
YAXDV..XANXy)=Y,

pritom ale je pro vSechnai budY AX; = Onebo Y A X; = X;.
Pokud by tedy byly vSechny tyto prtiniku 0, bylo by i ¥ = 0.
Musi byt tedy néjaké i, pro které je Y A X; = X;. Prvek Y je
pritom také atom, takZe jsme dokdzali poZadovanou rovnost
Y =X,.

Opacnd implikace je ziejma.

(2) Pokud je Y samo atomem, pak staci zvolit X = Y.
JestliZze Y nenf atom, pak z definice vyplyvd, Ze mus{ existovat
nenulovy prvek Zi, pro ktery je Z; < Y. JestliZe ani Z; neni
atom, pak ze stejnych diivodi najdeme Z, < Z; a postupné
tak sestrojime posloupnost riznych prvka

Ly 2= =212,
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ktera nemtiZe byt nekonecnd, protoZe celd Booleovskd algebra
K je konecnd. Proto musi skoncit néjakym atomem Z;.

(3) Predpokladejme nejprve, Ze ¥ A X; = 0 pro vSechny
indexy i. Pokud by ale bylo Y # 0, pak podle pfedchoziho
bodu musi existovat atom X ;, pro ktery X; AY = X, coZ je
Spor.

Opacnd implikace je trividlni. O

11.57. Dikaz véty o normalnim tvaru. Pokracujme v nasi
Uvaze o prepsani prvku B pomoci vyrazu

Y=AVv---VA, <B,

kde A; jsou vSechny atomy v K men§i nebo rovny B.
Spocteme

BAY =BA(AIV---VA) =BAA| A NA,.

JestliZe je A = A; atom obsaZeny ve sjednoceni Y, pak tedy
B AY A A = 0.Pokud ale je A atom, ktery ve vyrazu Y
nevystupuje, dostavame také BAY'AA = 0, nebof Y obsahuje
pravé vSechny atomy mens$i nezZ B a proto B A A = 0.

Dokdzali jsme tedy, Ze B A Y’ md nulovy prinik se vS§emi
atomy a proto je to nulovy prvek podle naSeho druhého po-
mocného tvrzeni vySe. Proto tedy B < Y. Z definice Y ale
vime Y < B a antisymetrie usporddani tedy zarucuje B = Y,
jak jsme chté¢li dokazat.

Zbyva jednoznacnost vyrazu, aZ na poradi. Predpokla-
dejme tedy, Ze jsme zapsali B dvéma zptisoby v poZadovaném
tvaru

B =A, /\...Ak=A‘1 A...Ag.
Nyni kazdé A; spliiuje A; < B a proto je podle prvniho po-
mocného tvrzeni vySe nutné rovno jednomu z A ;- Opakova-
nim tohoto argumentu dostdvame pozadovanou jednoznac¢nost
a diikaz je ukoncen.

11.58. Klasifikace. Na zavér nasSich dvah jesté dokazeme,
A Ze ve skutec¢nosti byly vSechny naSe piiklady
P22 kone¢nych Booleovskych algeber izomorfni.
Zejména tedy uvidime, Ze kazdou z 2** hodnoto-
72 vych funkei pro n elementarnich vyrokti umime
zapsat vhodnym vyrokem, stejné jako kazdou z 2>" riiznych
prepinacich funkci umime zadat pomoci vhodné sestavenych
n prepinact. Ve obou piipadech se bude diskutovana alge-
bra chovat stejn€ jako Booleovska algebra vsech podmnoZin
v mnozin€ s 2" prvky.

Navic jsme se naucili kazdy takovy vyraz napsat v jedno-
znacném normalizovaném tvaru, takZe umime algoritmicky
urcit, zda budou napft. dva prepinacové systémy vykazovat
stejné chovani, aniZ bychom porovnali hodnoty pfi vSech 2"
moZznych vstupech.

Véta. Kazda konecna Booleova algebra je izomorfni Boole-
ovské algebie K = 2M, kde M je mnoZina atomii v K.

Dtkaz. Myslenka dikazu je zcela pfimocara. Pfi kaz-
dém izomorfismu kone¢né Booleovské algebry (K, A, V,”)
musi atomy byt zobrazeny na atomy. Najdéme si tedy mnoZinu
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M vsech atomi v K auvazme Booleovu algebru M N, U,
vSech podmnoZin v M. Tim médme i zad4dnu pfirozenou kore-
spondenci mezi atomy v K a 2¥.

Pouzijeme nyni disjunktivni normadlni formu k rozsifeni
zobrazeni na celé K. Kazdy prvek X € K lze psat jedno-
znacné, az na poradi atomt A;, ve tvaru

X=A V---VA;
a definujeme tedy funkci f : K — 2™ vztahem

f(X) = f(A)U---U f(A),

tj. jako sjednoceni jednoprvkovych podmnozin A; C M ob-
saZenych ve vyrazu.

Z jednoznac¢nosti normdlni formy vyplyvé, Ze f je nutné
bijekci. Zbyva dokdzat, Ze jde o morfismus Booleovskych
algeber.

Jsou-li X a'Y dvaprvky v K, pak v normdlni formé jejich
sjednoceni jsou pravé atomy, které vystupuji v X nebov Y,
zatimco u priniku jsou to atomy vystupujici v obou vyrazech
soucasné. To ale pravé ovétuje, Ze f zachovava operace A a
V. Pro dopliiky si vSimnéme, Ze atom A vystupuje v normaln{
formé& X', pravé kdyz X A A = 0. Odtud jiz vidime, Ze i
komplementy f zachovava a dikaz je ukoncen. O

Pro nekone¢né Booleovské algebry obecné neplati, Ze by
byly izomorfni Booleovské algebie vS§ech podmnoZin né&jké
vhodné mnoZiny M. Plati v8ak, Ze je izomorfni Booleové po-
dalgebfe vhodné podmnoZiny v§ech mnoZin néjaké mnoZiny
M. Tomuto vysledku se fika Stoneova véta o reprezentaci,
dikaz lze najit napt. v ??.

5. Kédovani

Casto potfebujeme prendset informace a pfitom zajisfovat
jejich spravnost. Nékdy staci zajistit, abychom poznali, zda je
informace nezménénd, a pti chybé€ si vyZaddme informaci
znovu, jindy potfebujeme zajistit, aby chyby byly i opra-
veny bez nového piendseni zpravy. To vSe je kol kédovani a
v dalSich odstavcich se tomuto tkolu budeme vénovat.

Pokud navic chceme, aby zpravu mohl ¢ist pouze adresit,
potiebujeme i tzv. Sifrovani. Tomu jsme se kritce vénovali na
konci minulé kapitoly.

11. 59 Kody. Pri prenosu informace zpravidla dochazi k jeji
o deformaci. Budeme pro jednoduchost pracovat
-9~/ s modelem, kdy jednotlivé &4stecky informace
=/ jsou bud nuly nebo jedni¢ky (tj. prvky v Z,),
= fikdme jim bity, a pfend$ime kone¢n4 slova o k
bltech pro néjaké pevné€ zvolené k € N. Obdobné postupy
jsou mozné nad libovolnymi kone¢nymi poli, my ale zlsta-
neme u nejjednodussiho piipadu Z,.
Pfenosové chyby chceme rozpozndvat, pfipadné i opra-
vovat, a za tim ucelem pfiddvame ke k—bitovému slovu do-
date¢nych n — k bitli informace pro pevné zvolené n > k.

Hovotime o (n, k)-kodech.
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Vsech slov o k bitech je 2% a kazdé z nich m4d jedno-
znaéné urcovat jedno kodové slovo z 2" moznych. Mame tedy
u (n, k)-kéda jesté

2" — 2k = 2k@rk 1)

slov, které jsou chybové. Lze tedy tusit, Ze pro veliké £ ndm i
maly pocet ptidanych bitd dava hodn€ redundantni informace.

Uplné jednoduchym piikladem je kéd kontrolujici paritu.
Kédové slovo o k + 1 bitech je urcené tak, aby pridanim
prvniho bitu ke k—bitovému slovu byl zarucen sudy pocet
jednicek ve slové. Jde tedy o (k + 1, k)-kéd.

Pokud pfi pfenosu dojde k lichému poctu chyb, s pouZitim
tohoto jednoduchého kédu na to prijdeme. Dvé riznd kédova
slova se pri tomto kédu vzdy lisi alespoii ve dvou pozicich,
chybové slovo se ale od alespoti dvou rtiznych kédovych slov
li${ pouze v pozici jedné. NemiiZeme proto umét chyby opra-
vovat, ani kdybychom védéli, Ze pfi prenosu doslo k pravé
jedné chybé.

Prehledné jsou vSechna moZna slova o dvou bitech s jed-
nim pridanym paritnim bitem vidét na obrazku nize. Kédova
slova jsou zvyraznéna tu¢nym puntikem.

011 111

001 101

010 110

10C
000

Navic kédem kontrolujicim pouze paritu neumime de-
tekovat tak obvyklé chyby, jako je zdména dvou sousednich
hodnot ve slové.

11.60. Vzdalenost slov. Na obrazku ilustrujicim (3, 2)-kéd
7 kontrolujici paritu je vidét, Ze ve skute¢nosti

'”"/;, m;{ kaZzdé chybné slovo je ,,ste]né“ daleko od tr1
£ kédovych slo
]ednom bitu. Ostatni jsou dal. Abstraktné miZeme takové
pozorovéni zachytit definici vzdélenosti:

VZDALENOST SLOV |

—
Hammingova vzddlenost dvou slov je rovna poctu bitd,

ve kterych se lisi.

Pokud uvazujeme slova x, y, z a prvni dvé se lisi v r
bitech, zatimco y a z se li8i v s bitech, pak se nutné x a z
lisi v nejvySe r + s bitech, je tedy splnéna trojihelnikova
nerovnost pro vzdalenosti.

Aby kéd mohl odhalovat chyby v r bitech, musi byt mini-
malni vzdalenost mezi kdovymi slovy alespon r + 1. Pokud
budeme chtit i opravit nepfesné pfenesené slovo s r chybami,
pak nutné mus{ existovat jen jediné kédové slovo, které ma od
prijatého chybného slova vzdalenost nejvyse r. Ovérili jsme
tedy jednoduchd tvrzeni:
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Véta. (1) Kod spolehlivé odhaluje nejvyse r chyb ve slove,
praveé kdyz je minimalni Hammingova vzdalenost kodo-
vych slov r + 1.

(2) Kod spolehlive odhaluje i opravuje nejvyse r chyb, prave
kdyZ je minimalni Hammingova vzddalenost kodovych slov
2r + 1.

11.61. Konstrukce polynomialnich kéda. K praktickému

pouziti potfebujeme efektivné€ konstruovat ké-

dova slova tak, abychom je mezi vSemi slovy

sladno rozpoznali. Kontrolu parity jsme uz vidéli,

2 dalsi trividlni moZnost je prosté opakovani bitd.

Napr (3 1)-koéd bere jednotlivé bity a posild je tfikrat po

sob€.

Docela systematickou cestou ke konstrukci kédt je vyu-

ziti délitelnosti polynomil. Zprava byb; . .. by_1 je reprezen-
tovana jako polynom nad polem Z,

m(x) =by+byx + -+ by x*7!

! PoLyNOMIALN{ K6D L_—

Nechf p(x) =ap+---+ ay_ 1 x" % € Z[x] je polynom
s koeficienty ay = 1, a,_x = 1. Polynomidlni kod generovany
polynomem p(x) je (n, k)-kdéd jehoz slova jsou polynomy
stupné mensiho nezZ n délitelné p(x).

Zprava m(x) je zakédovéna jako

v(x) = r(x) + x"Fm(x),

kde r(x) je zbytek po d&leni polynomu x"~*m (x) polynomem
p(x).

Z definice kédového slova v(x) pro prendSené slovo m (x)
Cteme:

v(x) = r(x) + x"*m(x)
=r(r) +q@)px) +rx) =qgx)px),

protoZe nad Z; je soucet dvou stejnych polynomi vzdy nulovy.
Budou tedy skute¢né vSechna kddova slova délitelnd p(x).

Naopak, je-li v(x) délitelné p(x), miZeme Cist posledni
vypocet z opacné strany a vidime, Ze jde skute¢né o kédové
slovo vzniklé uvedenym postupem.

Z definice je také vidét, Ze kédové slovo vznikne ptiddnim
n — k bitl na zacatek slova. PGvodn{ zprava je tedy obsaZena
ptimo v polynomu v(x), takZe dekédovéni spravného slova
je velmi snadné.

Uvedme si dva jednoduché piiklady, které uZ zndme.
Vsimnéme si nejprve, Ze 1 + x déli polynom v(x) tehdy a jen
tehdy, kdyZ v(1) = 0. To nastane pravé tehdy, kdyZ je ve v(x)
sudy pocet nenulovych koeficientd. Polynom p(x) = 1 + x
proto generuje (n, n — 1)-kdéd kontroly parity pro vSechna
n > 3.

Obdobné se snadno ovéfi, Ze polynom

pxX)=14+x+ - Fx"!
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generuje (n, 1)-kéd n—ndsobného opakovani bitd. Skutecné,
délenim polynomu box"~! polynomem p dostaneme zbytek
bo(1 + - - - + x"72) a tedy piisluiné kédové slovo je byp(x).

11.62. Detekce chyb. Oznacme si e(x) vektor chyb, které
41 vzniknou pfi pfenosu. Misto posilaného slova v €
7P (Z»)" tedy pfijmeme polynom

u(x) =vx) + e(x).

Chyba je rozpoznatelnd pouze tehdy, kdyZ generator k6du
p(x) nedéli e(x). Mame proto zdjem o polynomy p(x) v
Z,[x], které nevystupuji jako délitelé zbytecné Casto.

Definice. Ireducibilni polynom p(x) € Z,[x] stupné m se
nazyva primitivni, jestlize p(x) déli polynom (1 + x*) pro
k = 2" — 1, ale nedéli jej pro Zddnd mensi k.

Véta. Je-li p(x) primitivni polynom stupné m, pak pro
vSechna n < 2™ — 1 odhaluje p¥islusny (n,n — m)—kod
vSechny jednoduché a dvojité chyby.

Dtkaz. JestliZe nastane prave jedna chyba, pak e(x) =
x' pro vhodné 0 < i < n. ProtoZe je p(x) ireducibilni po-
lynom, nemtzZe mit kofen v Z,. Zejména tedy nemuze délit
beze zbytku x', protoZe rozklad x' je jednoznacny. Tedy je
kazd4 jednotlivd chyba rozpoznatelnd.

JestliZe nastanou chyby pravé dvé, pak

e(x) =x" +x/ =x'A+x/7

projista 0 < i < j < n.JiZ vime, Ze p(x) nedéli beze
zbytku z4dné x' a protoZe je primitivni, nedéli beze zbytku
ani 1 + x/~%, pokud je j —i < 2™ — 1. Zérovefi je p(x)
ireducibilni, ned&li proto ani sou¢in e(x) = x'(1 +x/7) a
dikaz je ukoncen. 0

11.63. Dusledek. Je-li q(x) primitivni polynom stupné m,
pak pro vSechnan < 2™ — 1 rozpozndva (n, n — m — 1)—kéd
generovany polynomem p(x) = q(x)(1 + x) vSechny dvojité
chyby a vSechna slova s lichym poctem chyb.

Dutkaz. Kédova slova generovand zvolenym polynomem
p(x) jsou délitelnd jak x + 1, tak primitivnim polynomem
p1(x). Jak jsme jiz ovéfili, faktor x 4 1 m4 za disledek kont-
rolu parity, tj. vSechna kédov4 maji sudy pocet nenulovych
komponent. Tim umime odhalit vyskyt lichého poctu chyb.
Jak jsem jiZ také vidéli v predchozi vété, druhy faktor umi
odhalit dvojnasobné chyby. 0

Nasledujici tabulka ilustruje silu vysledkd predchozich
dvou tvrzeni pro nékolik primitivnich polynomt v nizkych
stupnich. Napf. posledni fddek ndm k4, Ze pfiddnim pouhych
11 kontrolnich biti ke slovu o délce 1012 bitti budeme umét
pomoci polynomu (x 4 1) p(x) odhalit jednotlivé, dvojité,
trojité a vSechny liché pocty vyskytd chyb v pfenosu. Jde
pritom o pfendseni dosti velkych &isel, v desitkové soustavé
by mély pies trista cifer.
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primitivni polynom p(x) kontrolni bity délka slova

14+x 1 1

14+ x+x2 2 3
1+x+x3 3 7

1 +x+x* 4 15

14+ x24x° 5 31

1+ x4+ x© 6 63

1+ x3 +x7 7 127

1+ x24+x3 +x* + 28 8 255
1+ x*+x° 9 511

14+ x3 4 x10 10 1023

Nastroje pro konstrukei primitivnich polynomt dava teo-
rie kone¢nych poli. Souvisi s tzv. primitivnimi prvky v Ga-
loisovych polich G(2™). Ze stejné teorie lze také dovodit
prijemnou realizaci déleni se zbytkem, tj. ovéfovani, zda je
prijaté slovo kédové, pomoci zpoZdovacich registra. Jde o
jednoduchy obvod s tolika prvky, kolik je stupeti polynomu.®

11.64. Llnearnl kédy. Polynomidlni kédy Ize efektivné po-
pisovat také pomoci elementdrniho maticového
poctu. Budeme pfitom pracovat s vektorovymi
LY, prostory nad Z,, takZe musime byt opatrni pfi

1 yyuZivani vysledki elementérni linedrni alge-
bry, protoZe jsme v ni Casto vyuZivali vlastnost Ze v = —v
zarucuje v = 0. To nyni samozfejmé& neplati.

Zékladni definice vektorovych prostort, existence bazi a
popis linedrnich zobrazeni pomoci matic ale zlistavaji v plat-
nosti. Bude uZite¢né pfipomenout si pti ¢tenf nasledujicich
odstavcil obecnou teorii a ujistit se o jeji pouzitelnosti.

Vyjdeme z obecnéjsi definice kédu, kterd pozaduje line-
arnf zavislost kodového slova na ptivodn{ informaci:

! LINEARNT KODY l._—

Injektivni linedrni zobrazeni g : (Zy)* — (Z,)" je line-
drni kod. Matice G typu n/ k reprezentujici toto zobrazeni ve
standardnich bazich se nazyvé generujici matice kodu.

Pro kazdé slovo u je prislusnym kédovym slovem dels{
vektor
v=G-u.

Véta. KaZdy polynomidlni (n, k)—kod je linedrni kod.

Dtkaz. Pouzijeme elementarni vlastnosti déleni poly-
nomtu se zbytkem. PouZijme nase prifazeni polynomu v(x) =
r(x) + x"*m(x) plivodni polynomidlni zpravé m(x) na
soucet dvou riznych zprav m(x) = m(x) + my(x). Zby-
tek po dé&leni x"*(m;(x) + m,(x)) je diky jednoznacnosti
déleni dan jako soucet zbytki r;(x) + r2(x) pro jednotlivé
zpravy. Dostaneme tedy

v(x) = ri(x) + ra(x) + 2" (mi (x) + ma(x)),

8Vice o této krdsné teorii a jejich souvislostech s kédy se 1ze docist
napf. knize Gilbert, W., Nicholson, K., Modern Algebra and its applications,
John Wiley & Sons, 2nd edition, 2003, 330+xvii pp., ISBN 0-471-41451-4.
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coZ je pozadovand aditivita.

ProtoZe jedinym nenulovym skaldrem je v Z, jednicka,
dokézali jsme poZadovanou lineritu zobrazeni slova m(x) na
delsi slovo v(x).

Toto zobrazeni je navic injektivni, protoZe ptivodni slovo
m(x) je prosté zkopirovano za ptridané bity. O

Napf. uvaZujme polynomidlni (7, 4)-kéd vyuZivajici pri-
mitivniho polynomu p(x) = 1 + x + x° pro kédovén{ slov
se Ctyfmi bity (se tfemi kontrolnimi bity). Vy€islenim na jed-
notlivych bazovych prvcich m;(x) = XU =1,2,3,4
dostavame

vy = (1 +x) +x°
vy = (x +x3) +x*
vi=(1+x+x)+x
vy = (1 +x2) +x°

a tedy matice odpovidajici tomuto (7, 4)—kddu je

1 011
1110
0111
G=11 0 00
0100
0010
0 0 01

Tato matice ilustruje obecné vlasnosti polynomidlnich
ko6dd. Protoze je u nich vzdy ptivodni slovo zkopirovdno za
pridané kontroln{ bity, musi mit kazdy linearni kéd vznikly
z polynomidlniho matici s jednotkovym blokem I; fadu k
zabirajicim poslednich k fadk matice, doplnénym matici P
s n — k fadky a k sloupci.

11.65. Véta. Je-li g : (Zn)* — (Zy)" linedrni kéd s (blokové
7 zapsanou) matici

o= (z)

potom zobrazeni h : (Zy)" — (Z»)"~* s matici
H= (L, P)

md ndsledujici viastnosti

(1) Kerh =Img

(2) Prijaté slovo v = G - u je kodové slovo prave, kdyz je
H-v=0.

Dokaz. SloZeni h o f : (Zy)* — (Z)"* je ddno
sou¢inem matic (pocitdime nad 7Z,)

H-G= (T« P)-(£)=P+P=0.

Dokézali jsme tedy Im g C Ker . ProtoZe je prvnichn — k
sloupcti v H tvofeno bazovymi vektory v (Z;)"~*, m4 obraz
Im 4 maximdlni dimenzi n — k a tedy m4 tento obraz 2" %
riznych vektorti. Vektorové prostory nad Z, jsou konecné
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komutativni grupy, proto miizeme pouZzit vztah mezi mohut-
nostmi pogrup a faktorgrup z odstavce 11.10 a dostavame

|Kerh| - |Imh| = |(Zy)"] = 2".

Proto je pocet vektorti v Ker 4 roven 2" - 287 = 2K K do-
konceni dikazu prvniho tvrzeni si nyni staci povSimnout, Ze
obraz Im f ma také 2% prvkd.

Druhé tvrzeni je samoziejmym dtsledkem prvniho tvr-
zeni. O

Matici H z véty se iika matice kontroly parity prilusného
(n, k)—kodu.

Napr. matice H = (1 1 1) je zjevné takovou matici pro
(3, 2) kéd pridavajici jeden paritni bit k slovu o dvou bitech.
Skute¢né ji snadno dostaneme z matice

11
G=|10
01

zaddvajici tento kod.
Pro vySe uvedeny (7, 4)-kdéd to bude matice

1 001011
H=|01 011160
0010111

11.66. Samoopravné kédy. Jak jsme vidé€li, pfenos zpravy
u dava vysledek
v=u-te.
To je ale nad Z, ekvivalentni e = u + v.
Pokud tedy zndme vektorovy podprostor V. C (Z,)"

vvvvv

u prostoru (Z;)"/ V.

Zobrazeni h : (Z,)" — (Z,)"* zadané matici kont-
roly parity m4 V za jadro, proto indukuje injektivni linedrn{
zobrazeni h : (Z)"/V — (Z;)"~*. Jeho hodnoty jsou jedno-
zna¢né uréeny hodnotami H - u.

! SYNDROMY SLOV L_.__§

Hodnota H -u, kde H je matice kntroly parity pro linedrn{
kéd, se nazyva syndrom slova u v tomto kédu.

Samoziejmym disledkem této konstrukce je nasledujici
tvrzeni.

Véta. Dvé slova jsou ve stejné tridé rozkladu v + V prave,
kdyZ sdili syndrom.

Samoopravné kédy nyni mtiZeme konstruovat tak, Ze pro
kazdy syndrom uré¢ime prvek v piislu§né tfidé€, ktery je nej-
vhodnéj$im vybérem pro chybu. Budeme pfitom vychdzet
z predstavy, Ze nejpravdépodobnéji nastal nejmensi moZny
pocet chyb.

UkdZeme si postup na jednoduchém polynomidlnim
(6, 3) kédu zadaném polynomem 1 + x + x>. Pfislu$né ma-
tice G a H obdrzime z téch z odstavce 11.65 tak, Ze prosté
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odebereme posledni sloupec a fddek u G a posledni sloupec
u H.

Sestavime si nyni tabulku vSech syndromt a jim odpovi-
dajicich kédovych slov.

Syndrom 000 maji praveé vSechna kédova slova. VSechna
moznd slova s danym syndromem pak dostaneme pfitenim
syndromu (doplnéného nulami na délku kédového slova) ke
viem kédovym sloviim.

V nasledujicich dvou tabulkédch jsou v prvnim fadku
pfislusné syndromy, na dal$im fddku pak uvadime ten z vek-
torti v piislusné tiide, ktery ma nejméné jednicek. Skoro ve
vSech pripadech jde o jedinou jednicku, jen v poslednim fadku
mame jedni¢ky dvé a zvolili jsme si jako vyznaény prvek ten,
ktery ma jednic¢ky vedle sebe (tieba protoZe véiime, Ze na-
sobné chyby s vétsi pravdépodobnosti nastdvajf tésné po sob¢)

000 100 010 001
000000 100000 010000 001000
110100 010100 100100 111100
011010 111010 001010 010010
111001 011001 101001 110001
101110 001110 111110 100110
001101 101101 011101 000101
100011 000011 110011 101011
010111 110111 000111 O11111

110 011 111 101
000100 000010 000001 000110
110000 110110 110101 110010
011110 011000 011011 011100
111101 111011 111000 111111
101010 101100 101111 101000
001001 001111 001100 001011
100111 100001 100010 100101
010011 010101 010110 010001

Pocinaje druhym sloupcem prvni tabulky, je kazdy slou-
pec afinnim podprostorem v (Z,)®, jehoZ zaméfenim je vekto-
rovy prostor dany prvnim sloupcem prvni tabulky. Je tomu tak,
protoZe je dany kéd liedrni, vS§echna kddova slova tedy tvoii
vektorovy prostor a jednotlivé tfidy ve faktorovém prostoru
jsou afinni podprostory.

Zejména je tedy rozdil kazdych dvou slov ve stejném
sloupci néjakym kédovym slovem. Tucné vyznacend slova
predstavuji tzv. vedouci representanty tidy (afinniho prostoru)
odpovidajiciho danému syndromu. Jsou to slova s nejmens$im
poctem jednicek v fddku. Uddvaji tak nejmensi pocet bitovych
zmén, které musime v libovolném slovu v sloupci provést,
abychom dostali kédové slovo.

Napt., pokud dostaneme kédové slovo v = 111101, ma
syndrom H - v = 110. Vedoucim representantem ve tiidé
tohoto syndromu je slovo 000100 a jeho odectenim od ob-
drzeného kédového slova (coZ je nad Z, totéZ jako pricten)
dostaneme platné kédové slovo 111001. Je to platné kédové
slovo s nejmensi moZznou Hammingovou vzdélenosti od ob-
drZeného slova. Odesland zprdva tedy patrné byla 001.
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