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Analyza Petriho siti

Dynamickd analyza

Graf dosazitelnosti
Necht N/ = (P, N, f, mg) je Petriho sit. Graf dosaZitelnosti
reach(N) je difinovan jako graf reach(N) = (V, E), kde:

- V :[m0>,

- E={(mt,m)|m,m €[my), t € T.m[t)m'}.

e k rozhodnuti behaviordlnich vlastnosti, které nelze rozhodnout
staticky, je nutné zkonstruovat graf dosaZitelnosti
e pro neohrani¢nou sit miize byt nekoneény
e ohranilenost Ize vZdy rozhodnout konstrukci stromu
pokrytelnosti (viz IA023)
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Analyza Petriho siti

Dynamickd analyza

Necht N'= (P, N, f, mg) je Petriho sit t.z. reach(\') je koneZny.
Pak plati:

e N je k-ohranitend, pokud VYm € Vi, p € P.m(p) < k

o N je reversibilni, pokud reach(/N') je siln& souvisly

o N\ je slab& %iva, pokud Vm € Vs, 3m’ € Viir. (m, m') € Ex
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Analyza Petriho siti

Dynamickd analyza — Zivost sité

Necht N = (P, N, f, mg) je Petriho sit t.z. reach(N') je kone&ny.
1. najdi vechny siln& souvislé komponenty (SCC) grafu reach(N') (maximalni siln&
souvislé podgrafy)
2. oznat viechny terminalni SCC (t.Z. nelze dosdhnout dalsi SCC)

3. if It € T t.Z. neni zahrnut v n&jaké termindlni SCC
then A nenf Ziv4
else N je %ivad
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Analyza Petriho siti

Dynamickd analyza — specifické vlastnosti dynamiky

e misto E nikdy nezistane trvale vyprazdnéno
enzym E je nevyclerpatelny
e inicidlni obsah mista S je trvale pfesunut do P
vSechny molekuly substratu S jsou pfeménény v produkt P
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Analyza Petriho siti

Dynamickd analyza — specifické vlastnosti dynamiky

e misto E nikdy nezistane trvale vyprazdnéno
enzym E je nevyclerpatelny
GF(E > 0)

e inicidlni obsah mista S je trvale pfesunut do P

vSechny molekuly substrdtu S jsou pfeménény v produkt P
S==5=FG(P==5AS5==0)
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Kripkeho struktura

Necht AP je mnoZina atomickych propozic (obecn& boolovské
vyrazy nad promé&nnymi, konstantami a predikdtovymi symboly).
Kripkeho strukturou nazyvame &tvefici K = (S, Sp, T, L) kde:

e S je kone¢nd mnoZina stavi
e 59 C S je mnoZina polateénich stavi
e TCSxStzVseS,3eS: (s,s)eT

o L je p¥itazeni propozic (tzv. interpretagni funkce) L : S — 24P
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Kripkeho struktura — vlastnosti

e stav s je deadlockovany pokud z néj existuje pouze prechod
s—s

e pro dany stav s € S je L(s) mnoZina v3ech atomickych
propozic platnych v s

e rozbalenim Kripkeho struktury z mnoZiny inicidlnich stavi je
vzdy nekonelny strom

e cesty v tomto stromu p¥edstavuji individudIni simulace (b&hy)
modelovaného systému
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Linearni tempordlni logika — syntax

Necht AP je mnoZina atomickych propozic. Formule ¢ je formuli
linedrni temporalni logiky (LTL) pokud spliiuje nésledujici:

e ¢ = p pro libovolné p € AP

e Jsou-li 1 a o formule LTL, pak:

o —p1, Y1 A2 a @1V @y jsou formule LTL
o X1, Fp1 a Gy jsou formule LTL
e p1Up, a p1Ry; jsou formule LTL
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Linearni tempordlni logika — sémantika

Necht 7 = 59, 51, ..., S/, ... je nekone¢nd posloupnost stavii (b&h) v
Kripkeho struktufe K. Pro j > 0 oznaéme 7/ sufix
Sj, Sj+1, -, Si, ... Definujeme induktivné relaci splnitelnosti |=:

e 1 = p, pokud p € L(sp)

o T = —p, pokud T £ ¢

o T p1Apa, pokud T = @1 a T @2

T E 1V 2, pokud 7 = @1 nebo m = o

7 = Xy, pokud ! = ¢

7 |= Fo, pokud 3i > 0.7/ = ¢

7 = Gy, pokud Vi > 0.7/ = ¢

7 = o1Ups, pokud 3j > 0.7 = pp a Vi < j. 7l = 1

7 = ©1Rpo, pokud Vj > 0,Y0 < i < j. 7' £ p1 = 7 = o
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Linearni tempordlni logika — sémantika
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Linearni tempordlni logika — sémantika

Pro libovolné formule ¢1, @2 plati:
“(p1Ug2) = 1R,

K pIné expresivité LTL stadi operdtory =, A, X, U.
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Linearni tempordlni logika — sémantika

Pro libovolné formule ¢1, @2 plati:
“(p1Ug2) = 1R,

K pIné expresivité LTL stadi operdtory =, A, X, U.

Formule LTL logiky jsou typicky univerzaln& interpretovany na
Kripkeho struktufte:
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Linearni tempordlni logika — sémantika

Pro libovolné formule ¢1, @2 plati:
“(p1Ug2) = 1R,

K pIné expresivité LTL stadi operdtory =, A, X, U.

Formule LTL logiky jsou typicky univerzaln& interpretovany na
Kripkeho struktufte:

Necht K Kripkeho struktura. Rekneme, Ze formule ¢ je spingna
v K, K = ¢, pokud pro kazdy b&h m = sp, ... t.Z. s9 € Sp plati

T .
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Model checking

Algoritmus, ktery pro danou Kripkeho strukturu K a temporalni
vlastnost ® rozhodne zda-li K = ®. V negativnim p¥ipad& vrati
priklad b&hu 7 t.Zz. 7w [~ ®.
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Logika vétviciho se ¢asu — C'TL

temporalni operdtory nahrazeny kvantifikacemi p¥es
nekonené podstromy

z hlediska expresivity nesrovnatelnd s LTL
e umoziiuje zachytit vlastnosti nedeterminismu

e neumoziiuje vyjadrit nékteré tempordlni vlastnosti
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Logika vétviciho se casu — syntax

Necht AP je mnoZina atomickych propozic. Formule ¢ je formuli
logiky vétviciho se ¢asu (CTL) pokud spliiuje nasledujici:

e ¢ = p pro libovolné p € AP

e Jsou-li 1 a o formule CTL, pak:

e —p1, Y1 A2 a @1V jsou formule CTL
o AXypi1, AFp; a AGy; jsou formule CTL
e EXp1, EFp; a EGy; jsou formule CTL
o A(p1Ugps) a E(¢1Ueps) jsou formule CTL

Pozn.: K plné expresivité CTL sta&i operatory —, A, AX, AU, EU.
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Logika véetviciho se casu — sémantika

EG ¢ E ¢ U ¢y
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Logika véetviciho se casu — sémantika

A o1 U ¢
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LTL vs. CTL

e oscilace energie mezi volnou a vazanou formou enzymu
LTL : G(((EAN—ES) = F(-EANES))AN((WEAES) = F(EN-ES)))

e existence dvou rliznych stabilnich stavi proménné X a jejich
dosaZeni z inicidlniho stavu

CTL: EFAG(X > 2) A EFAG(X < 2)

Clarke,E.M. and Draghicescu,l.A. (1988) Expressibility results for linear-time and branching-time logics. In

Proceedings of REX Workshop, Lecture Notes in Computer Science Vol. 354, Springer, pp. 428-437.
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Stochastickd sémantika modelu

UvaZujme model M = (S, R, reanet, ), map). Oznalme n = |S].
e SVal = N ... mnoZstvi (potet molekul)

Vektor [s]p € SVal” reprezentuje stav modelu (ohodnoceni prom&nnych)
v daném okamziku.

Ohodnoceni vektoru prom&nnych § Ize samplovat prost¥ednictvim
vektorové ndhodné proménné Xy, Xy = (Xi, ..., X,), kde

X; : SVal” — N charakterizuje potet molekul substance s; € S v daném
okamziku.

Stochastickou (pravdépodobnostni) sémantiku modelu M definujeme
jako stochasticky proces [M] = {Xum(t)|t € RJ }.
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Pravdépodobnostni funkce oznackovdani

e
TO
(2.0

E

slm Xm

w
= |—
N

o o~ X
N = o X

=N = O

OO =N

Pr{Xpm = (2,0)} = Pr{Xp = (1,1)} = Pr{Xp = (0,2)} = Pr{Xp = (0,1)} =
Pr{X; =1} =Pr{X; =2} =Pr{X; =0} =Pr{Xp =2} =

Pr{X; =0} =Pr{X; =1} =2 =1
pravd&podobnostni funkce:
p((Xl,Xz)) = PI‘{XM = (Xl,Xz)} = Pr{X1 =x1NXo = X2} =
=Pr{X;1 =x1} - Pr{Xo = x| X1 = x1 }
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Diskrétni Markoviv retézec a Markoviv proces

e sledujeme ¢asovou progresi ndhodné prom&nné Xy(t)
e Cas uvaZzujeme jako spocetnou veli¢inu
e vyvoj X v Case lze popsat grafem MC = (V, E, p):
e stavy V reprezentuji prvky jevového pole
e prechody E jsou ohodnoceny pravdé&podobnosti p : E — (0, 1)

tZ. Vve V. cyp((v,v))=1
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Diskrétni Markoviv retézec a Markoviv proces

@
!

F“Q

e sledujeme Zasovou progresi ndhodné proménné Xy(t)
e Cas uvazujeme jako spocetnou veli¢inu
e vyvoj X v Case lze popsat grafem MC = (V, E, p):
e stavy V reprezentuji prvky jevového pole
e prechody E jsou ohodnoceny pravdépodobnosti p : E — (0, 1)
tz VveV.) oyp((v,v)) =1
e ekvivalentné lze reprezentovat pfechodovou matici:

2 5

P L Py = Pr{Xu(t4+1) = 1 Xua(t) = i}

o~ (O
= O O

3
g
0
0

o O O
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Diskrétni Markoviv retézec a Markoviv proces

@
1

TO

3 @ ®
el
&
7

Pravdépodobnost stavu i v ¢ase t budeme znadit
pi(t) = Pr{Xum(t) = i}. Pro okamzik t mdme vektorové rozloZeni

p(t) = (p1(t), p2(t), p3(t), pa(t)).
InicidIn& predpokladejme p;(0) = p>(0) = p3(0) = pa(0) = 3.

@
.2 (2,0)

Vyvoj pravdépodobnostniho rozloZeni proménné X, v Case:

p(1) = p(0)P
p(2) = p(1)P
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Diskrétni Markoviv retézec a Markoviv proces

@
!
@ TO.S
2 (2,0)

: @ ®
et
Stochasticky proces {X(t)|t € N} rozvijeny dle Markovova

Yetézce z predchoziho slidu se nazyvd Markoviiv proces.

Kli¢ovou vlastnosti Markovova procesu je nezavislost na historii
(tzv. “memoryless”):

Pravdé&podobnostni rozloZeni promé&nné X (t + 1) zavisi pouze na
bezprostredné& (v ¢ase) pFedchozim rozloZeni X (t).

k
pi(t+1)=> " Pypi(t)
i=1
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Diskrétni Markoviv retézec a Markoviv proces

Priklad

oy |1
© »g
.2 (2,0)

s @ ®
E Ql
a
7

1 2 3 4
P(0) i i i i
p(1) 0.0500 0.2500 0.3250 0.3750
p(2) 0.0100 0.1900 0.4000 0.4000
p(3) 0.0020 0.1360 0.4570 0.4050
p(4) 0.0004 0.0958 0.4978 0.4060
p(5) 0.0001 0.0672 0.5265 0.4062
p(6) 0.0000 0.0470 0.5467 0.4062
p(7) 0.0000 0.0329 0.5608 0.4062
p(8): 0.0000 0.0231 0.5707 0.4062
p(26) :  0.0000 0.0000 0.5937 0.4062
p(27): 0.0000 0.0000 0.5937 0.4062
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Diskrétni Markoviv retézec a Markoviv proces
Priklad

Sémantikou Markovova procesu je (nekone&nd) mnoZina vdech trajektorii samplujicich
stavovy prostor v (diskrétnim) &ase. KaZd4 trajektorie poskytuje moZnou dynamiku

systému (s ohledem na pravd&podobnostni rozloZeni).

(0,2)
©0,2) 4 . ' o o o o
@1y | o 0 0@

2000 @@
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Markoviv proces a stabilita

Mé&jme markoviiv proces charakterizovany pfechodovou matici P.
RozloZeni p je stabilni, pokud plati

p = pP.

Stabilni rozloZeni je pevnym bodem linedrniho zobrazeni uréeného
matici P. Lze ziskat ¥eSenim homogeni linearni soustavy:

p=pP<p—pP=0
< p(E-P)=0

kde E je jednotkova matice pFislusného rozméru.
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Markoviv proces a biologické modely

e interpretace modelu

e vychdzime z daného stavu (oznatkovéni)

o v diskrétnim Casové kroku se projevi pravé jedna (uschopn&nd)
reakce r; (s danou pravd&podobnosti) nebo stav zistane
nezménén

e kazdy prechod je vaZen pravdépodobnostnim rozloZenim
zavislym na konstantnich pravdépodobnostech — p¥i jeho
respektovani Ize provadét Monte Carlo simulaci

e analyza¢ni techniky
e transientni analyza
e vypotet distribuce p(t) pro libovolné t
* p(t) = p(0)P*
e stacionarni analyza

e analyza distribuce ve stabilnim stavu
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Stochastickd sémantika modelu

e nedostatky Markovova procesu pro biologicky model
e jak nastavit pravdé€podobnosti k hrandm v reach(\N)?
o diskrétni samplovani ¢asu neumoZiuje dostatetné presné
vyjadFit rychlost reakce (€etnost projevu reakce v Case)
e co chceme modelovat?
e dynamika biologického systému pfi nizkych koncentracich
e projev ndhodnych vlivli ovliviiujicich provedeni reakce
o respektovat &aso-prostorové jevy uvnitf buriky
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