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Elementarni konstrukt

piifazeni I

Piifazeni - zobrazeni - funkce:

je to predpis = procedura, ktery fika jaky vysledek (vystup) je
piifazen k danému vstupu
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funkce (f1lozoficky)

bazalni pojem: pojem funkce

skoro vSe, o Cem premySlime jsou funkce (az na
P ,N, Casov¢ okamziky, individua)

zpusob, jak premysSlime: néco néemu
piifazujeme, tj. zakladnim konstruktem
premysleni je funkce

jsme zvykli jednotliviny, v néem si podobne,
,.,sypat“ do samostatnych kontejnerti a premyslet a
vyjadiovat se pomoci téchto kontejneru = typu
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funkce jako procedura

 procesni pohled

* (parcialni) funkce je ,,vypocetni‘ resp.
,,vyhodnocovaci* pravidlo/procedura, kter¢
poskytne bud’ nic nebo vysledek z mnoziny M,
jestlize ji na vstupu zadame hodnoty parametru
z M x..xM|

* deklar x,,..., X ,::M,,..., M, deklar y::M (télo proc)
X; ... formalni parametry, y ... vysledek
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jak zadat konkrétni funkci ?

Mame danu bazi B. Objekty nad B jsou
— prvky mnoZzin tvoticich B (bazovych mnoZin)
— vSechny funkce definované nad B

Vezméme funkci £ /(BA) a prvek a z A. Necht’ f(a) = b,
b je prvkem B. b je hodnotou { na a.

Funkci £ - objekt typu (BA) - a objekt a typu A lze pouzit
jako zpusob urceni jiného objektu - objektu b/B.

Jak sestrojit (zadat) konkrétni funkci? Sestrojit typ
(mnoZinu vSech funkci) umime ...

Jak obecné zadavat objekty, abychom s nimi mohli
pracovat?

P114 5



klicovy ,,pojem*: konstrukce

* navod k urCitym intelektudlnim kroktim, pomoci
kterych porozumime vyznamu jazykovych vyrazu,
£,

— porozumime tomu, co ony reprezentuji
— 1dentifikujeme presné to, co ony (nékdy ne zcela
jednoznacné) oznacuji

* srovne] s KTO v prednasce €. 4
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konstrukce v TIL s jtt (1)

Terminem T-konstrukce rozumime specificky zptisob
urceni (zadani) néjakého T-objektu.

Je-11 objekt zadan néjakou konstrukci, fekneme, Ze
konstrukce konstruuje tento objekt.

Konstrukce souvisi s ,,procedurou identifikace* nééeho v
ramci vSeho ostatniho

POZOR: konstrukce objektu je zcela néco jineho nez
objekt sam.

Necht f(a) =b. Z objektu b nelze zadnym zptusobem
poznat, Ze byl zadan pravé konstrukci f(a).
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konstrukce v TIL s jtt (2)

TIL s jtt = TIL s jednoduchou teorii typu (puivodni varianta TIL, ktera
byla v 80-tych létech pouzita jako zaklad metody HIT datového
modelovani)

v TIL s jtt sama konstrukce neni objektem zaymu,
ale pouze prostiedek k 1dentifikaci objektu nad EB

v tomto (JednoduSSim) pojeti v konstrukcich pfimo
vystupuji objekty

pozdé&ji (DM2) ukazeme korekci tohoto ptistupu pouzitim TIL s rtt (=
TIL s rozvétvenou teorii typl) zavedenim zasadniho triku - tzv.

VVVV

odkaz na TIL s jtt budeme v dalSim vynechavat
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konstrukce (3)

Necht f(a) = b. Rikdme, Ze objekty f a a se vyskytuji v
konstrukci objektu b. Konstrukce jsou sloZeniny objekti.

V konstrukci se nékteré objekty mohou vyskytnout vickrat.
V konstrukcich vystupuji pfimo objekty, nikoli
neinterpretované symboly, kterym by objekty byly
piifazovany néjakou interpretaci. V tom spociva
transparentni pojeti.

Jednim z cilt je reprezentace informaci v pocitacich: proto
se pohybujeme v dualismu transparentni - formalni.
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konstrukce, valuace (4)

* Nevlastni konstrukce: neexistuje objekt, ktery by byl
konstruovan touto konstrukeci.

« Necht' fje nedefinovana na a. Potom konstrukce f(a)
nezadava zadny objekt, a fikame, Ze tato konstrukce je
nevlastni.

« Predstava konstrukce jako procedury na pocitaci:
dosazenim konkrétnich argumentu za formalni parametry
(valuaci) procedura

— bud’ néco ,,spocita‘ = konstruuje n¢jaky objekt

— nebo abortuje = je pfi tomto dosazeni nevlastni
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promeénne, valuace (5)

* Necht’ pro kazdy typ T nad B mame piifazenu spocetnou
mnozinu VT tak, Ze VT je disjunktni s kazdym typem nad B
(specialné tedy V! je disjunktni s mnozinou T), a pro
kazdé dva rizné typy T,, T, plati V! je disjunktni s V2,
Prvky mnoziny V! nazyvame T-proménnymi. Proménna
je T-proménnd pro n¢jaky typ T.

« Totalni funkce v z mnoziny vSech proménnych do mnoziny
vSech objektl se nazyva valuace, jestlize pro jakoukoli T-
promeénnou X plati, ze vx je T-objekt.

 valuace znamena dosazeni hodnot za vSechny proménne
pi1 zachovani ,,typove kazné*
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konstrukce atomicke (6)

* Necht’ X je né¢jaky T-objekt. Tento objekt je zadan sam
sebou. Rikame, e X je T-konstrukce a nazyvame ji T-
atom. Necht v je libovolna valuace. T-konstrukce X v-
konstruuje objekt X.

* Necht’ X je né¢jaka T-proménna. Jako takova muze
konstruovat libovolny T-objekt. Opét fekneme, Zze X je T-
konstrukce a nazveme j1 T-atom. Necht’ v je libovolna
valuace. T-konstrukce X v-konstruuje objekt vX.

e T-atom nemuze nikdy byt nevlastni.
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konstrukce ,.n-tice*
(tuple construction)

 A,1=1,..., n,jsou (ne nutn€ ruzne) T.-konstrukce

 Pak (A, ..., A)) je konstrukce konstruujici objekty typu
(T,,...,T)

* Necht’ v je libovolna valuace:

— konstrukce (A, ..., A,) je v-nevlastni, jestlize néktere A,
je v-nevlastni

— jsou-li vSechny A. v-vlastni, necht’ A, jsou jimi1
v-konstruované objekty: potom (A4, ..., A,)
v-konstruuje objekt (A,,... , A,)
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konstrukce projekce

Necht’ B je n-ticova konstrukce konstruujici objekty typu
(T,, ..., T,), kde T. jiZ nejsou n-ticove typy.

Potom B, 1=1, ..., n, jsou T;-konstrukce (projekce na 1-
tou slozku)

Necht’ v je libovolna valuace:
— je-li B v-nevlastni, pak kazde B; je v-nevlastni
— v opacném priipadé B v-konstruuje objekt B/(T,,...,T,) a
B, v-konstruuje objekt B;, /T; -- tzv. 1-tou slozku
objektu B.
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konstrukce aplikace (7)

 Necht' T, Ty, ..., T, jsou jakékoli typy nad B. Necht’ A je
(TT,...T )-konstrukce, B, je T,-konstrukece, ..., B, je
T -konstrukece.

— A je konstrukce, ktera zadava objekty, jez jsou funkce
(T<«—(T,,...,T)))

— B. jsou konstrukce, jez zadavaji objekty typu T, o kterych dale nic
nevime
* [AB,..B]je T-konstrukce zvana aplikace AnaB,, ..., B,.
— zadani funkce lze aplikovat na zadani jinych objektu
— objekt (funkci) nemohu aplikovat na jin€ objekty !!!
(srov. s ¢im pracujeme napf. v integralnim poctu)
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konstrukce aplikace (8)

* Necht’ v je libovolna valuace. Necht’ A v-konstruuje
(objekt) funke1 A/(TT,...T,) a necht’ pro kazdé¢ i, B,
v-konstruuje objekt B./T.. Mohou nastat dva ptipady:

— funkce A je nan-tici (B, ..., B,) nedefinovana: potom
fekneme, ze konstrukce [AB,...B,] je v-nevlastni

— funkce A nan-tict (B, ..., B,) je definovana: potom
fekneme, ze konstrukce [AB,...B, ] v-konstruuje
T-objekt, ktery je hodnotou funkce A na n-tici
By, ., B,)
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konstrukce aplikace (9)

« V ostatnich ptipadech, kdyz bud’
— neexistuje objekt v-konstruovany A nebo
— pro n¢jake i neexistuje objekt v-konstruovany B,
— (‘a staci alespon néco z toho)

 nelze konstrukci [AB,...B, | pfiradit zddny v-konstruovany
objekt a fikame, Ze je tato konstrukce v-nevlastni

« PRIKLADY
— z matematiky

— ze 71vota
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konstrukce aplikace (9a) --priklady

s¢itdni v oboru redlnych Cisel :: ((Tim, Tim) — Tim)
[+ 5 2] konstruuje Tim-objekt 7
[+ 5 x] v-konstruuje Tim-objekt 5+x

déleni v oboru realnych ¢isel :: ((Tim, Tim) — Tim)

: 6 2] konstruuje Tim-objekt 3

: 6 0] je v-nevlastni pro vSechna v, nekonstruuje nic

[+ 5 [: 6 0]] je rovné€z v-nevlastni pro vSechna v

* relace > v oboru realnych Cisel :: ((Tim, Tim) — Bool)

> 6 2] konstruuje Bool-objekt Pravda

> 2 6] konstruuje Bool-objekt Nepravda

> 6 [: 6 0]] je v-nevlastni pro vSechna v

> x 2] v-konstruuje Bool-objekt Pravda pro ty valuace v,
ktere piiradi x Cislo vétsi nez 2 a Nepravda pro vSechny
ostatni valuace v
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konstrukce aplikace (9b) --priklady

ZAM’ / (Wrd = (Tim — (Univ — Bool)))

[[[ZAM’ w] t] Novak] konstruuje v daném svété w a Case t
Pravda, jestlize individuum s ,,ndlepkou‘ Novak je
zamgéstnancem, a konstruuje Nepravda, jestlize neni;
[[ZAM’ w] t] konstruuje v daném svété w a ¢ase t mnoZinu
individui, kterd maji tu Cest pravé v tomto w a t byti
zamg&stnanci

PlatZam / (Wrd —» (Tim - (ZAM — PLAT)))

[[PlatZam w] t] konstruuje tabulku (dvousloupcovou) plati
zamg&stnancu, kterd plati v daném svété w a Case t;
[[[PlatZam w] t] Novak] konstruuje tu hodnotu z mnoziny
PLAT, ktera je prifazena piredchozi tabulkou Novakovi;
[[[[PlatZam w] t] Novak] 8000] konstruuje P nebo N podle
toho, zda Novak ma ¢1 nema plat 8000.
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konstrukce aplikace (9¢) --priklady

RektorMU / (Wrd — (Tim — Univ))

[[RektorMU w] t] konstruuje Univ-objekt oznaceny
nalepkou, ktera je yménem rektora MU v daném w a daném
case t;

v Case t=1912 a v aktualnim svété je v-nevlastni

v Case t= 2001 konstruovala v aktudlnim svété Jitiho
Zlatusku

RektorZDSBotanicka / (Wrd — (Tim — Univ))
[[RektorZDSBotanicka w] t] je v-nevlastni pro Véecl}ny %
(v Zadném moZném svété neni zadne individuum rektorem ZDSV— to je
nase domluva na vyznamu slova rektor a na vyznamu slova ZDS)
RektorZDS / (Wrd — (Tim — (Univ — Bool))

[[RektorZDS w] t] v-konstruuje {} pro vSechny valuace v
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konstrukce abstrakce (10)

Necht' T, T,, ..., T, jsou jakékoli typy nad B. Necht’ A je
T-konstrukce. Necht x,, ... , X, Jsou navzajem ruzné
proménné, X, je T.-proménnd, znaCime x; :: T..

1

Definujeme, ze ,,A x,...X, (A)*“je (TT, ... T,)-konstrukce,
zvana (lambda-) abstrakce A vzhledem k proménnym
X1y ooe s Xy
VSimnéme si, Ze to pfipomina zapis:

procedure X, ... X (télo procedury),

ktery z ,,holého* algoritmu néjakého vypoctu vyrabi (opakovatelné
pouzitelnou a jako celek pouZitelnou) funkci

lambda-abstrakce vyrabi (objekty) funkce z n-tic (T,,..,T,)
do T.
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konstrukce abstrakce (11)

Jakée objekty lambda-abstrakce konstruuje?

Ptiprava na odpovéd’:

Necht v je libovolna valuace. OznaCme

v(x;=X,, ..., X,:=X,), kde X. jsou T;-objekty,

valuaci ktera se od v 1181 pouze tim, Ze proménnym

x; (1=1,...,n) ptitazuje objekty po fad¢ X,/T..

VsSem ostatnim proménnym prifazuje to co valuace v.
Nechme X, probihat vSechny objekty z T., tj. postupné je
,dosazujeme* do v(x:=Xy, ..., X;:=X )
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konstrukce abstrakce (11a)

Definuyme funkci F / (TT,...T)) takto:

F(X,,..., X)) je nedefinovano, jestlize A je
v(x;:=X,,...,X ;=X )-nevlastni

F(X,,..., X,) je T-objekt
V(X:=X,,...,X,;=X, )-konstruovany A, jestlize A neni
V(X:=X4,...,.X,; =X, )-nevlastni.

Potom tikame, Ze A x,...x,, (A) v-konstruuje F

P114_5 24



konstrukce abstrakce (12)

lamda-abstrakce nemuze byt nikdy nevlastni, muze
maximalné davat vSude nedefinovanou funkci

to ze A x,...x, (A) je (TT,...T)-konstrukce se zapisuje
Ax,.x, (A):(TT,...T))
fikame, Ze je to Xx,,...,X,, - uzaver oteviené konstrukce A

volna proménna: 1ze ji valuaci v udélit libovolnou
hodnotu

uzaviena konstrukce: neobsahuje volné proménné

necht’ A obsahuje nejvyse proménné x,, ..., X

ll’ no

Potom A Xx,...x, (A) je uzaviena konstrukce
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konstrukce abstrakce - priklady

e oteviena konstrukce: x+5
k ni uzaviena konstrukce: Ax (x+5)
* v je valuace, ktera x prifadi 3 a y prifadi 4:
Ay [>x Y] v-konstruuje (Bool Tim)-objekt -- tfidu
Cisel mensich nez 3
AX [>x¥] v-konstruuje tfidu Cisel vétSich nez 4
AXy [> X V] konstruuje (nezavisle na v) relact ,,>
(Bool Tim Tim)-objekt
Ax Ay [>xy] konstruuje funkci, kterd kazdému cislu
m (dosazenému za x) piiradi tfidu Cisel
menSich neZ m
Ay Ax [>xy] konstruuje funkci, kterd kazdému cislu
m (dosazenému za y) piiradi tfidu Cisel
vétSich neZ m
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konstrukce abstrakce - priklady

Necht x::ZAM, y::PLAT, w::Wrd, t::Tim
PlatZam::((PLAT ZAM)Tim)Wrd)
Aw At Ax Ay[[[[ PlatZam w]t]x]y] konstruuje co?

ponévadz datove funkce nad EB jsou (vzhledem k w, t)
totalni, 1ze uplatnit Shonfinkelovu redukci, a ekvivalentné
psat:

Awt Ax Ay[[[ PlatZam (w, t)]x]y]

tato konstrukce ale konstruuje funkce typu

(((Bool PLAT) ZAM)(Tim,Wrd))

jak vyjadrit, Ze mnoZina Ay[[[ PlatZam (w, t)]x]y]

je pro dané (w,t) a dané x vzdy jednoprvkova ?

funkce ,,singularizator” -- viz dale
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podkonstrukce

Necht’ A je konstrukce.
(1) A je podkonstrukce A
(2) Je-li A tvaru [BB,...B_],
pak B, B, ..., B, jsou podkonstrukce A.
(3) Je-li A tvaru A x,...x, B,
pak B je podkonstrukce A.
(4) Jel A tvaru (B, ..., B)),
pak B, ..., B, jsou podkonstrukce A.

(5) Je-l1 C podkonstrukce B a B je podkonstrukce A,
pak C je podkonstrukce A.

Nic jineho, nez je feCeno v (1) az (5) neni podkonstrukce

P114 5
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vazane¢ vyskyty a volne proménne
M¢éjme konstrukei A X, ...X, (A) (1)

vSechny vyskyty proménnych x,, ..., X, v (1) jsou vazané
vyskyty téchto proménnych v konstrukei (1)

Necht’ C je podkonstrukci B. Vyskyty proménnych, které
jsou vazanymi vyskyty v C, jsou vazanymi vyskyty v B.
To plati pro vSechna takova B, Ze C je podkonstrukci B.

Vyskyty proménnych, které nejsou vazanymi vyskyty v
dan¢ konstrukci, nazyvame volnymi vyskyty .
Proménne, které maji alespon jeden volny vyskyt v A,
nazyvame volné proménné konstrukce A.
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ekvivalence konstrukci

konstrukce C, je ekvivalentni s konstrukci C,, jestlize pro
libovolnou valuaci v a libovolny objekt A plati C,
v-konstruuje A pravé tehdy, kdyz C, v-konstruuje A .
Srov. princip extenzionality

ekvivalentni transformace konstrukci /MaPaZla - str.78/
pravidlo alfa-redukce:

Jestlize konstrukce C obsahuje vazané 1 volné vyskyty
promeénné X, pak vSechny vdzané vyskyty x muzeme
prejmenovat na libovolné jméno y takove, které se
nevyskytuje v konstrukci C. Vysledkem je konstrukce
ekvivalentni s C.

transparentni formulace pravidla beta-redukce z lambda kalkulu:

P114 5
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pravidlo beta-redukce:

konstrukce A::T necht’ obsahuje voln¢ proménne
X T, x0T
Ax..x (A (TT,..T,)
definujeme operaci A(x, ..., X, :=B;, ..., B,) :
— ta v konstrukci A nahradi kazdy vyskyt proménne¢ x;
konstrukci B.::T,

— a je pripustna pouze tehdy, kdyz nahrazeni nevede k
tomu, ze néktera z volnych proménnych konstrukce B,
se po nahrazeni stane vazanou proménnou v B,
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pravidlo beta-redukce - pokraovani

* Potom pro kazdou valuaci v:
konstrukce
A(xy, ..., X, =By, ..., B)
a konstrukce
[(Ax,..x, (A))B,...B,]
v-konstruuji tyz T-objekt nebo jsou obé
v-nevlastni
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oteviene a uzavrene konstrukce

Necht’ A je konstrukce, ktera obsahuje voln¢ proménné.
Potom A se nazyva oteviena konstrukce.

Necht’ A je konstrukce, ktera neobsahuje Zadnou volnou
promeénnou. Potom A se nazyva uzaviena konstrukce.

To co konstruuji otevien¢ konstrukce, je vzdy zavislé na valuaci.
Uzaviené konstrukce konstruuji objekty nezavisle na valuaci.

Uzaviené konstrukce jsou vhodné pro modelovani téch objektu, které
chceme vnimat jako celé funkce, tj. kde pracujeme s funkci jako
takovou, nikoli s jejimi jednotlivymi hodnotami v zavislosti na
konkrétnich argumentech

Otevien¢ konstrukce jsou vhodné pro modelovani toho, co je pfirozené
vnimat jako zavislé na konkrétni valuaci: databazovy stroj (obecné
stroj = ,,engine®) ktery umozinuje manipulovat s daty
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PRIKLADY

— logickych operatoru

— matematickych funkci
— konstrukce mnozin

— funkci ze zivota

—jak je to s nevlastnosti ekvivalentnich
konstrukeci ?

P114 5
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kvantifikatory, singularizator

X::T, B je Bool- konstrukce

A'::((T — Bool) — Bool) ie tzv. obecny kvantifikator:
[AT Ax B] = Pravda, kdyz Ax B konstruuje pravé T, jinak,
tj. kdyz Ax B konstruuje T" < T, je [AT Ax B] = Nepravda
VI::((T — Bool) — Bool) ie tzv. existen¢ni kvantifikator:
[V! Ax B] = Pravda, kdyz Ax B konstruuje neprazdnou
podmnoZzinu T, jinak Nepravda

['::((T — Bool) — T) je tzv. singularizator:

[IT Ax B] =t, kdvyz Ax B konstruuje jednoprvkovou
podmnozinu {t}c T, jinak je nedefinovan

misto [AT Ax B] piSeme Vx (B)

misto [VT Ax B] piSeme 3x (B)

misto [IT Ax B] piSeme 1x (B)
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realny svet

* M¢jme atribut (viz prednaska C. 3)
OdbDodZbozi =
odbératele (#ODB) kterym dany dodavatel (#DOD)
dodava dan¢ zbozi (#ZBOZI)
:: (...(DOD, ZBOZI) —» (ODB — Bool)))

« Jak vypada jeho konstrukce:
x::DOD, z::ZBOZI, y::ODB, w,t jako obvykle:

Awt (Axz (Ay ([[OdbDodZbozi,, (x,2)] y])))
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jak je to s nevlastnosti ekvivalentnich
konstrukci ?

* Necht’ C, je ekvivalentni s C,. Necht’ v je libovolna
valuace.

* (,je v-nevlastni prave tehdy, kdyz C, je v-nevlastni.

 Proved’te dukaz.
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otazky

co je to matematika ?
je matematika vice o objektech nebo o konstrukcich

co nam vice pomuze pii domlouvani? objekty nebo
konstrukce?

jsou v realném svété objekty? jsou v ném konstrukce?

jak je to s objekty a konstrukcem1 v idealnich svétech:
jeden IdSvet versus dva a vice IdSvetu,
vytvareni spole¢ne kultury

kultura lidi vs. kultura lidi + matematickych stroji
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