Autoasociativni sité - obecné

Cilem je uchovat mnozinu vzor( (X« | k = 1, ..., p} tak, aby
platilo nasleduijici:

Po ptedlozeni nového vstupu X, ktery je ,blizko* nékterému X
bude vystup sité roven Xj.

Zejména by sit méla mit schopnost reprodukce:
Pro vstup Xx by méla dat vystup X.
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Hopfieldova sit’

Autoasociativni sit.

Organizac¢ni dynamika:

>

>

>

Uplna topologie, tj. kazdy neuron je spojen s kazdym
v8echny neurony jsou soucasné vstupni i vystupni
oznatme &4, ..., &q vnitini potencidly a yq, ..., yn vystupy
(stavy) jednotlivych neuront

oznaCme w;; celoCiselnou vahu spoje od neuronu
ie{l,...,nfkneuronuje{l,...,n}.

zadny neuron nema bias a prepokladame wj = 0 pro
kazdéj=1,...,n.



Hopfieldova sit’
Adaptivni dynamika: Dana tréninkova mnozina

T ={Xc | Xk = (Xk1,---, Xkn) €{-1,1}", k =1,...,p}

Adaptace probiha podle Hebbova zakona (stejné jako u LAS).
Vysledna konfigurace je

©

Wj,':Z‘ijXk,' 1<j#i<n
k=1

V8imnéte si, Ze w; = wj;, tedy matice vah je symetricka.

Adaptaci Ize vidét jako hlasovani vzort o vazbach neuron:
wji = wj; se rovna rozdilu mezi poctem souhlasnych stavi
Xxj = Xk neuronu i a j a poctem rozdilnych stavd xi; # Xxi.



Hopfieldova sit’

Aktivni dynamika: Inicialné jsou neurony nastaveny na vstup

X =(xi,...,Xn) Sité, tedy yj(o) = xjprokazdéj=1,...,n.

V t-tém kroku aktualizujeme neuron j, ktery splnuje
t=t-(n-1)+j—1takto:

nejprve vypocteme vnitfni potencial

n
-1 -1
g =3 wy Y
=

a poté
1 gf“) >0
yj(t) _ yj(t—1) éj(t—1) _0
-1 E(M) <0

]

Pozn. 7 je poCet period v nichz se aktualizovaly vS§echny neurony.



Hopfieldova sit’ - aktivni dynamika

Vypocet konéi v kroku t* pokud se sit' nachazi (poprveé) ve
stabilnim stavu, 1j.

(tn) _ ()

Y Y =1,...,n)

Véta
Za predpokladu symetrie vah, vypocet Hopfieldovy sité skonci
pro kazdy vstup.

Z toho plyne, ze Hopfieldova sit' pocita funkci z {—1,1}" do
{—=1,1}" (ktera zavisi na hodnotach vah neuront).

Oznatme y(W, X) = (y1(’*), . ..,y,(f)) hodnotu funkce sité pro
vstup X a matici vah W. Dale oznaéme y;(W, X) = yj(t*) slozku
hodnoty funkce sité, ktera odpovida neuronu j.

Pokud bude W jasné z kontextu, budu psat jen y(X) a y;(X)



Fyzikalni analogie

Jednoduché modely magnetickych materialt pfipominaji
Hopfieldovu sit'.

» atomické magnety poskladané do
mfizky

» kazdy magnet muze mit pouze

jednu ze dvou orientaci (v

Hopfieldoveé siti +1 a —1)

orientaci kazdého magnetu ovliviiuje
jednak vnéjsi magnetické pole
(vstup sité), jednak magnetické pole
ostatnich magnetl (zavisi na jejich
orientaci)

- <0 0~ <0 o~
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» synaptické vahy modeluji vzajemnou
interakci magnett



Energeticka funkce

Energeticka funkce E pfifazuje kazdému stavu sité y € {—1,1}"
potencidlni energii danou

ZZ Wiiy;Vi

]11

» velké (kladné) w;y;y; je stabilni a malé (zaporné) w;y;y;
nestabilni

» stavy s nizkou energii jsou stabilni (malo neurond ,chce”
zmeénit svuj stav), stavy s vysokou energii jsou nestabilni

V prib&hu vypoétu se energie snizuje: E(y(1) > E(y(t1), stav
y(') odpovidé lokalnimu minimu funkce E.



Obr. 3.4: Energeticka plocha.



Hopfield - priklad

» Hopfieldova sit se tfemi neurony
» naucili jsme ji jeden vzor (1,-1, 1) pomoci Hebbova uceni
(sit se automaticky ,naucila“ivzor (-1,1,-1))



Energeticka funkce - konvergence vypoctu sité

Pomoci pojmu energie Ize snadno dokazat, ze vypocet
Hopfieldovy sité vzdy zastavi:
» v pribéhu vypoctu se energie nezvysuje:
E(yU1) = E(y")
» pokud dojde v kroku t ke zméné stavu, pak
E(yU1) > E(y")
» existuje pouze kone¢né mnoho stavu sité: vypocet
dosahne lokalniho minima funkce E, ze kiterého uz se
nedostane



Hopfieldova sit - oduc¢ovani

P¥i uceni podle Hebbova zakona mohou vznikat lokalni minima
funkce E, tzv. nepravé vzory (fantomy), které neodpovidaji
tréninkovym vzorum.

Fantomy je mozné oducovat napt. pomoci nasledujiciho
pravidla: Méjme fantom (x, ..., Xy) € {-1,1}" a vahy w;;, pak
nové vahy Wj’, spocitame pomoci

Wy = Wji = XiXj

(tj. podobné jako pfi adaptaci podle Hebbova zakona, ale s
opacnym znaménkem)



Hopfieldova sit - reprodukce

2 2T

Matice vSech vah v siti W je dana W = Y./, XX

k
1

Oznatme y() =| :
y!)
Pak y() = sgn(Wy(t=1)

Pro jednoduchost pfepodkladame, Ze vechny slozky Wy=") jsou nenulové.

Dany vstup X je stabilni pokud X = sgn(WX)
Pro dany tréninkovy vzor X, mame
2T
Xr
sgn(Wx,) = sgn| X: + Z xk(ﬁ ﬁ)
K£r ( r Xr)

_ (3T%)

Tedy X, je stabilni pokud ‘Zkirx, G




Reprodukce - statisticka analyza

Kapacita Hopfieldovy paméti je dana pomérem p/n.

Zde n je poCet neuronu a p je pocet vzordy.

Pfedpokladejme, Ze tréninkové vzory jsou voleny nahodné
takto: pfi volbé Xi volim postupné (nezavisle) jednotlivé slozky
(1 spravd. 1/2a -1 s pravd. 1/2).

Uvazme konfiguraci W, kterou obdrzime Hebbovskym uc¢enim
na zvolenych vzorech.

OznaCme
B = P[)?k = J(W, Xx) pro k = 1,...,p]
Pak pro n — oo a p < n/(4log n) dostaneme  — 1.

Tj. maximalni pocet vzoru, které Ize ulozit do Hopfieldovy
paméti je ameérny n/(4log n).



Hopfieldova sit’ - asociace

Problém:
» prili§ mnoho vzord implikuje existenci lokalnich minim
funkce E, ktera neodpovidaji vzoriim (tzv. fantomy)
» lokalni minima pro vzory mohou dokonce zanikat
Podrobna analyza ukazuje nasledujici
» Pro p < 0.138n tréninkové vzory odpovidaji lokalnim
minimdam funkce E
» Pro p > 0.138n lok&lni minima pfislusejici vzorim zanikaji
» Pro p < 0.05n tréninkové vzory odpovadaji globalnim
minimim E a fantomy maji ostfe vétsi energii
Tj. pro dobré zapamatovani 10 vzoru je potfeba 200 neurond a
tedy 40000 spoju ohodnocenych celo¢iselnymi vahami
(autorovi knihy z roku 1996 to pfipadalo neprili§ praktické :-) )

Pozn. Nevyhodou Hopfieldovy sité je deterministicky vypocet,
ktery muze skoncit v mélkém lokalnim minimu E bez moznosti
uniknout. Tento problém Castecné vyresi Boltzmannav stroj -
stochastické rozsSireni Hopfieldovy sité.



Hopfieldova sit’ - priklad kodovani

"'-

%2 3
33

Cislice 12 x 10 bodu

(120 neurond, —1 je bild a 1 je Cernd)
nauceno 8 Cislic

vstup vygenerovan ze vzoru 25%
Sumem

obrazek ukazuje postup vypoctu
Hopfieldovy sité
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Hopfieldova sit' a optimalizacni ulohy

Optimaliza¢ni Uloha je zaddna mnozinou pfipustnych feSeni a
Ucelovou funkci. Cilem je nalézt pripustné feSeni, které
minimalizuje U¢elovou funkci.

Pro mnoho optimalizanich uloh Ize nalézt Hopfieldovu sit
(obvykle je nutné pridat biasy) takovou, ze

» energeticka funkce E = ucelova funkce
» minima E = pfipustné reSeni

Cilem je nalézt globalni minimum funkce E.

Problém: neni jasné, v jakém stavu zacit, abychom dosahli
globalniho minima. Sit mGze skoncit v mélkém minimu.

Reseni: V kazdém stavu umoznime s malou pravdépodobnosti
prechod do stavll s vyssi energii. Tuto pravdépodobnost budeme
postupné sniZzovat. Tohoto je schopen Boltzmann(v stroj, viz. dale ...



Boltzmannuyv stroj

Organizac¢ni dynamika:
» Cyklické sit se symetrickymi spoji (1j. libovolny
neorientovany graf)

v

Mnozinu vSech neuront znac¢ime N

oznaCme ¢&; vnitini potencial a y; vystup (stav) neuronu j
INI

\4

v

stav stroje: y € {-1,1)
oznacme wj; realnou vahu spoje od neuronu i k neuronu j.

\4

v

Z&adny neuron nema bias a pfepokladame wj = 0 pro j € N.
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Botzmannuyv stroj

Aktivni dynamika: Stavy neuronl jsou inicialné nastaveny na
hodnoty z mnoziny {—1, 1}, {j. y(o) e{-1,1} proje N.

V t-tém kroku aktualizujeme nahodné vybrany neuron j € N
takto: nejprve vypocCteme vnitfni potencial

n
t-1 t-1
{0 Y
i€j—
a poté nahodné zvolime hodnotu yj(t) e {-1,1} tak, ze
Py =1]=o(&™) kde

1
(&) = T

Parametr T(t) se nazyva teplota v Case t.
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Boltzmannuv stroj - teplota a energie
» Velmi vysoka teplota T(t) znamena, ze P[y(” = 1] 1a
stroj se chova témér nahodné.
> Velmi nizka teplota T(t) znamena, Ze bud P [yj(t) =1]~1
nebo P[yj(t) = 1] ~ 0 v zavislosti na tom, jestli 5/@ >0
nebo 5}” < 0. Potom se stroj chova témeér deterministicky
(tj. jako Hopfieldova sit).

Podobné jako u Hopfieldovy sité definujeme energetickou

funkci E
—% Z Z Wiiy;Yi

jeN igj
Boltzmanndv stroj funguje jako Hopfieldova sit roz§ifena o nahodny
Sum na prechodech, tj. energie se mlze obcas zvysit.

Pravdépodobnost pfechodl do vy$si energetické hladiny se
exponencialné zmensuje s velikosti energetického skoku.

22



Simulované zihani
Nasledujicim postupem Ize dosahnout globalniho minima
funkce E:
» Na zacatku vypoctu nastavime vysokou teplotu T(t)
» Teplotu postupné snizujeme, napf takto:
> T(t) =n'- T(0) kde n < 1 je blizko 1
» nebo T(t) = T(0)/log(1 +t)
Lze dokazat, ze pfi vhodném postupu chlazeni dosahneme
globalniho minima.

Pozn:

» Tento proces je analogii zihani pouzivané pfi vyrobé tvrdych
kovovych material( s krystalickou strukturou: material se nejprve
zahteje, ¢imz se porusi vazby mezi atomy, v pribéhu
nasledného pomalého chlazeni se material ,usadi“ do stavu s
minimalni vnitfni energii a s pravidelnou vnitfni strukturou.

» Jedna se také o rozsiteni fyzikalni motivace Hopfieldovy sité:
orientace magnetl jsou ovlivnény nejen vnitfnim a vnéjs§im
magnetickym polem, ale také termalnimi fluktuacemi.
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