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Soustava linearnich rovnic
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Linearni rovnice

Definice (Lineé&rni rovnice)

Linearni rovnici o n neznamych xy, Xo, . . . , Xn rozumime rovnici tvaru
a1X1 + aXo + ...+ anXn = b,

kde ay, ao, . .., an jsou koeficienty a b je absoluini clen.

Priklad

mx+3=2y—4 — Xx—-2y=-7
m |ze chdpat i jako rovnici nad 3 nezndmymi: x — 2y + 0z = —7
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Soustava linearnich rovnic

Definice (Soustava linearnich rovnic)

Je-li dano m rovnic o n neznamych xq, X2, . . ., X, hovofime o
nebo
ay Xy + apXe + ... + apXn = by
Xy + apXe + ... + anpXp = b
amXy + amXe + ... + amXnp = bnm
soustavy rozumime n-tici ¢isel (uy, Us, . .., Up), PO jejichZ
dosazeni za proménné (xy, Xz, . . ., Xn) Se leva strana kaZdé rovnice

vyhodnoti na odpovidajici pravou stranu.
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Motivaéni priklad 1

Priklad
2x -3y = 7
X +2z =
3x +3y +2z = 14

—
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Motivaéni priklad 1

Priklad
2x -3y = 7
X +2z = 1
3x +3y +2z = 14
Reseni

m Soustava ma jediné feseni (5,1, —2).
m Jinak zapsano: x =5,y =1,z= -2
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Motivaéni priklad 2

Priklad
2x -3y = 7
X +2z =
3x -3y +2z = 8

|
—
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Motivaéni priklad 2

Priklad
2x -3y = 7
X +2z = 1
3x -3y +2z = 8
Reseni

m Soustava mé feseni (5,1, —2).
m Existuji dalsi feseni: (—1,-3,1), (2,—1,—3), (11,5,-5), ...
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Motivaéni priklad 2

Priklad
2x -3y = 7
X +2z = 1
3x -3y +2z = 8
Reseni
m Soustava mé feseni (5,1, —2).
m Existuji dalsi feSeni: (—1,-3,1), (2, -1, 2) (11,5,-5),.
m Redenim je kazda trojice (t, 2557, 51), kde t je libovolné.

m Reseni je tedy nekoneéné mnoho.

m Tato situace obvykle nastava, je-li rovnic méné nez
proménnych (v tomto pfikladu tfeti rovnice nepfidava zadnou
informaci, je pouze souctem prvnich dvou rovnic).
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Motivacni priklad 3

Priklad
2x -3y = 7
X +2z
3x -3y +2z = 9

|
—
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Motivacni priklad 3

Priklad
2x -3y = 7
X +2z = 1
3x -3y +2z = 9
Reseni

m Neexistuje Zadné feSeni: souctem prvnich dvou rovnic
dostavame
3x -3y +2z =28,

coz odporuje treti rovnici.
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Vyredeni a ekvivalence soustavy rovnic

m VyfeSenim soustavy rovnic rozumime nalezeni vSech feSeni.

m Obvyklym postupem je prevod soustavy na jednodussi
soustavu se stejnou mnozinou feseni.

Definice (Ekvivalence soustav linedrnich rovnic)

Soustavy linearnich rovnic se nazyvaji ckvivalenini, maji-li stejnou
mnoZinu feseni.
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Upravy soustavy

Nasledujicimi Upravami ziskame vzdy ekvivalentni soustavu
lineérnich rovnic:

vymeéna libovolnych dvou rovnic soustavy
vynasobeni obou stran libovolné rovnice nenulovym Cislem ¢
pricteni c-nasobku i-té rovnice k j-té rovnici (i # j)

Kazda z uvedenych Uprav je vratna. Puvodni soustavu dostaneme
opakovanim vymeény rovnic.
vynasobenim stejné rovnice Eislem 1.
k j-té rovnici pficteme (—c)-nasobek i-té rovnice.
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Poznamky k Upravam soustavy

Obecné nelze kombinovat vice Uprav v jednom kroku (mohlo by to
vést k neekvivalentni soustave rovnic):

2x -3y = 7
X +2z = 1
3x +3y +2z = 14

Soucasnym pfi¢tenim 2. rovnice k 3. a 3. rovnice k 2. dostaneme
2x -3y = 7
4x +3y +4z = 15
4x +3y +4z = 15

Tato soustava neni ekvivalentni: puvodni soustava ma jedno feseni,
upravena soustava jich ma nekone¢né mnoho.

IB112 Zaklady matematiky: Reseni soustavy linearnich rovnic, matice, vektory 15/53



Vektory a matice
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Vektory

Definice (Vektor)

Vekior je usporadana n-tice prvku.

m Vektor se zapisuje do fadku ¢i do sloupce jednim z
nasledujicich zpisobu (vpravo jsou sloupcove vekiory):

(—3,2,8) (-3 2 8) -3 X
2 Xo
(X1, X2, X3) (xi X2 X3) 8 X3
m Vektory stejného typu Ize scitat po slozkach:
(-3,2,8)+(5,-5,0) = (2,-3,8)

m Nasobeni vektoru ¢islem:
5.(-3,2,8) = (—15,10,40)
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Matice

Definice (Matice)

typu m/n rozumime obdélnikové schéma

ayy a2 ... an

azy dzp ... dop
A=

am am2 ... dmn

m Zapis A = (a;) znamen4, Ze prvky matice A oznacujeme jmény
tvaru a; dle uvedeného schématu.
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Soucin matic

Definice (Soucin matic)

Soucinem matic A= (aj) typu m/n a B = (by) typu n/o je matice
C = (ci) typu m/o splriujici

n
Cik = Z ajj - bjk.
=

Priklad
0 1 0
20 1 3\ [2 -2 2| _
04 —1 —1 1 0 0]~
2 0 -3
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Soucin matic

Definice (Soucin matic)

A = (aj) typu m/n a B = (bj) typu n/o je matice
C = (ci) typu m/o splriujici

n
Cik = Z ajj - bjk.
=

0o 1 0

20 1 3 2 2 2| (7 2 -9

(041 1)‘ 1 0 O _<11 -8 5)
2 0 -3
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Maticovy zapis soustavy linearnich rovnic

Soustavu linearnich rovnic

ay Xy + apxe + ... + aipXpn = by
Xy + apXe + ... + anxpXp = b
amXy + amXe + ... + amXp = bnm

Ize zapsat pomoci matic nasledovné:

ayr @2 ... anp X1 by
ay ap ... an Xo by
am ame --- 8mn Xn bm

Oznacime-li matici a vektory pofade A, x, b, dostavame rovnici
A-x=b.
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Maticovy zapis soustavy linearnich rovnic

Soustavu linearnich rovnic Ize je$té Uspornéji reprezentovat tzv.

rozsifenou matici soustavy:

ayy a2 ... ap | b
a1 ap ... anp| bo
(Alb) = . .
am @mz ... amn|bm
Priklad

ox 3y — 7 2 -3 0|7
X +2z = 1 — 1 0 2|1
3x 43y +2z = 14 3 3 2|14
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Schodovity tvar matice

Definice (Schodovy tvar matice)

Vv

s vrs

i-tém radku (nulovy fadek nema vedouci prvek). Matice je v
, jestlize
za nulovym fadkem nasleduji uz jen nulové radky a

vedouci prvek v kaZzdém nenulovém rfadku je v pravéjsim
sloupci nez vedouci prvky vsech predchazejicich radkd.

02 -3 0 3 2 -3 0 3 2 -3 0 3
0 0 17 1 4 0 17 1 4 0 17 1 4
00 O 0 3 0 0 0 3 0 0 0O
00 0O OO 0 0 0 1 0 0 0 3

m Vedouci prvky jsou Cervené.
m Pouze matice vlevo je ve schodovitém tvaru.
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Reseni soustavy linearnich rovnic
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Elementarni radkové transformace matic

Dfive zminéné Upravy soustavy linearnich rovnic, které zachovavaji
ekvivalenci, pfesné odpovidaji nasledujicim
provedenym na rozSifené matici soustavy.

Definice (Elementarni fadkové transformace)

matic jsou
vyména dvou radku matice,
vynasobeni jednoho rfadku nenulovym Cislem,
pricteni nasobku nekterého radku k jinému radku.
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Gaussova eliminace

Véta (Gaussova eliminace)

Kazdou matici Ize pomoci konec¢né mnoha elementarnich radkovych
Uprav prevést na radkové schodovity tvar.

Pfevod do schodovitého tvaru Ize provést nasledujicim algoritmem.

Necht j-ty sloupec je nejlevejsi nenulovy sloupec matice.
Vyménime fadky tak, aby na prvnim fadku byl v j-tém sloupci
nenulovy prvek ay;.

K ostatnim radkam, které maji v tomto sloupci nenulovy prvek
aj pricteme (—%)-nésobek prvniho fadku. Tim vynulujeme
cely j-ty sloupec aZ na aj;.

Tim jsme dostali prvni fadek do pozadovaného tvaru.
Opakovanou aplikaci krokt 1 a 2 na zbylé fadky prevedeme
matici do poZzadovaného tvaru. O]
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v

Reseni soustavy linearnich rovnic

Postupujeme nasledovné:
Zapi$eme soustavu pomoci roz8ifené matice soustavy (A | b).

Rozsifenou matici pfevedeme Gaussovou eliminaci na matici
(A" | b') ve schodovitém tvaru. Jelikoz eliminace pouziva pouze
elementarni Upravy, reprezentuje vysledna rozSifena matice
ekvivalentni soustavu linearnich rovnic.

Z rozSifené matice (A’ | b') vyCteme kolik feSeni ma soustava
rovnic. RozliSujeme tfi situace:

m Matice (A’ | b’) obsahuje fadek tvaru (00 ... 0| k), kde k je
nenulové Cislo. Tento fadek odpovida rovnici 0 = k a soustava
proto nema feseni. V opacnych pfipadé soustava ma reSeni a
nastava jeden z nasledujicich ptipadd.

m Matice A’ ma v kazdém sloupci néjaky vedouci prvek. Pak ma
soustava pravé jedno feseni.

m V matice A’ existuje sloupec, ve kterém neni vedouci prvek. Pak
ma soustava nekone¢né mnoho fesSeni.

Reseni spoéitame pomoci tzv.

IB112 Zaklady matematiky: Reseni soustavy linearnich rovnic, matice, vektory 27/53



Zpétna substituce

m Necht (A’ | b) je matice ve schodovitém tvaru neobsahujici
fadek tvaru (00 ... 0 | k) s nenulovym K.

m Proménné odpovidajici sloupciim matice A’ bez vedouciho
prvku nahradime parametrem. Tyto proménné mohou nabyvat
libovolné hodnoty. Hodnoty ostatnich proménnych jsou v
kazdém feSeni zavislé na konkrétnich hodnotach parametra.

m Kazdy neprazdny radek
(00 ... 0&; & ) - &nlb))
prevedeme na rovnici
1
X =g (b = &jgj1)Xjs1 - = dinXn)
i

tyto rovnice postupné odspodu feSime dosazenim nize
spocitanych hodnot a parametra.
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Piiklady

Priklad 1

2X1 —3X2 = 7
Xq +2X3 =
3y —3x +2x3 = 9

—
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Piiklady

Priklad 1

2xy —3Xo = 7 2 -3 017
X4 +2x3 = 1 — 1 0 2|1
3y —3x +2x3 = 9 3 -3 2|9
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Piiklady

Priklad 1
2x1 —3Xo = 7 2 -3 0|7
X4 +2x3 = 1 — 1 0 21 —
3xy —3x2 +2x3 = 9 3 -3 2|9
1 0 2 |1
— 0 -3 —4|5
0O 0 0 |6

m Uvedend soustava linearnich rovnic nema reseni.
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Piiklady

Priklad 2

2x1 —3xo =7
Xq +2X3 =
3y —3x +2x3 = 8

—_
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Piiklady

Priklad 2

2xy —3Xo = 7 2 -3 017
X4 +2x3 = 1 — 1 0 2|1
3y —3x +2x3 = 8 3 -3 2|8
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Piiklady

Priklad 2

2%, —3% — 7 2 -3 0]7
Xq +2x3 = — 1 0 2|1 —
3 2|8

3y —3x +2x3 = 8

1.0 21
— | 0 -3 -4]5
0 0 010

—_
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Piiklady

Priklad 2

2X1
X1
3X4

-
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—3X2

+2X3

—3X2

1 0
0 -3
0 O

—|—2X3

2
4
0

5
0

) -

2 -3 0|7
1 0 2|1 —
3 -3 2|8
X1 = 1—2X3
_ 1
Xo j3(5—|—4X3)
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Piiklady

Priklad 2

2x; —3xo = 7 2 -3 0|7
X4 +2X3 1 — 1 0 21 —
3 2|8

3X1 —3X2 —|—2X3 = 8 -3
10 2|1 .
— o -3 45| — ;“ - 11(52’f4x)
0 0 010 2 - -3 8
X1 = 1-2t
— X = S(5+41)
X3 =t

m Redenim je tedy kazda trojice (1 — 2t, 25(5 + 4t), ) kde t je
libovolné.

o totés i 27 1-
m To je totéZ jako (t, 257, 151,
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Piiklady

Priklad 3

2Xy —3xo = 7
X +2x3 = 1 —
3x; +3x2 +2x3 = 14
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Efektivita Gaussovy eliminace

m Gaussova eliminacni metoda je velmi efektivni pfi ru€nim
feSeni malych soustav rovnic i pro pocitaCové reSeni vétsich
soustav (stovky az tisice rovnic).

m Pro rozsahlej$i soustavy existuji efektivngjsi algoritmy.
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Geometricky vyznam linearnich rovnic

IB112 Zaklady matematiky: Reseni soustavy linearnich rovnic, matice, vektory 39/53



Linearni rovnice o dvou neznamych

m Linearni rovnice o dvou neznamych ma nekonec¢né mnoho
feSeni, které tvofi primku v dvojrozmérném prostoru.
m Redenim x + 2y = 8 je kazda dvojice tvaru (t,4 — £).
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Soustava linearnich rovnice o dvou neznamych

m Resenim soustavy linedrnich rovnic o dvou neznamych je
pranik odpovidajicich pfimek.

B x+2y=8
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Soustava linearnich rovnice o dvou neznamych

m Resenim soustavy linedrnich rovnic o dvou neznamych je
pranik odpovidajicich pfimek.

B x+2y=8
B x+2y=10
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Soustava linearnich rovnice o dvou neznamych

m Resenim soustavy linedrnich rovnic o dvou neznamych je
pranik odpovidajicich pfimek.

B x+2y=8
B x+2y=10

nema reseni
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Soustava linearnich rovnice o dvou neznamych

m Resenim soustavy linedrnich rovnic o dvou neznamych je
pranik odpovidajicich pfimek.

B x+2y=8
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Soustava linearnich rovnice o dvou neznamych

m Resenim soustavy linedrnich rovnic o dvou neznamych je
pranik odpovidajicich pfimek.

B x+2y=8
B 2x-3y=-3
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Soustava linearnich rovnice o dvou neznamych

m Resenim soustavy linedrnich rovnic o dvou neznamych je
pranik odpovidajicich pfimek.

B x+2y=8
B 2x-3y=-3

ma feseni (12, 12)

—_
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Linearni rovnice o tfech neznamych

m Linearni rovnice o tfech neznamych ma nekone¢né mnoho
feSeni, které tvori rovinu v trojrozmérném prostoru.
m Resenim 2x — 3y + 0z = 7 je kazda trojice tvaru (t, 2.2, r).
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Soustava lineérnich rovnic o tfech neznamych

m Resenim soustavy linearnich rovnic o ttech neznamych je
prunik odpovidajicich rovin.

B 2x -3y =7
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Soustava lineérnich rovnic o tfech neznamych

m Resenim soustavy linearnich rovnic o ttech neznamych je
prunik odpovidajicich rovin.

H 2x -3y =7
B x +2z=1
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Soustava lineérnich rovnic o tfech neznamych

m Resenim soustavy linearnich rovnic o ttech neznamych je
prunik odpovidajicich rovin.

H 2x -3y =7
B x +2z=1

feseni tvofi pfimku
(t, 27 1t
y T3

IB112 Zaklady matematiky: Reseni soustavy linearnich rovnic, matice, vektory 50/53



Soustava lineérnich rovnic o tfech neznamych

m Resenim soustavy linedrnich rovnic o tfech neznamych je
prunik odpovidajicich rovin.

B 2x -3y =7
B x +2z=1
B 3x+3y+2z=14
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Soustava lineérnich rovnic o tfech neznamych

m Resenim soustavy linedrnich rovnic o tfech neznamych je
prunik odpovidajicich rovin.

B 2x -3y =7
B x +2z=1
B 3x+3y+2z=14

jediné reseni je
(5,1,-2)
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Soustava lineérnich rovnic o tfech neznamych

m VSechna feSeni soustavy linearnich rovnic o tfech neznamych
mohou tvorit:

m rovinu (typicky pokud méame jednu rovnici)
m primku (typicky pokud mame dvé rovnice)
m bod (typicky pokud mame tfi rovnice)
m Soustava také nemusi mit zadné feSeni (typicky pokud mame
vice jak tfi rovnice nebo pokud néjaké dvé rovnice odpovidaji
rovnob&znym rovinam).
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