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Dynamicky systém

e veliginy dynamického systému jsou funkci &asu (tzv. signaly)

@ las je reprezentovan mnoZinou &asovych okamzikd T (nap¥.
R,R* Ny, Z)
o v daném okamzZiku t € T:
e na systém pusobi vstupni veli¢ina (signal) u(t)
o vystupem je vystupni veli¢ina (signal) y(t)

@ vstupni i vystupni veli¢ina jsou obecn& vektorové
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Dynamicky systém

@ pfipustné hodnoty vstupnich veli¢in tvofi mnoZinu U — typicky
byva (z fyzikdlnich divodl) ohranitend, uvaZzuje se jako
vektorovy prostor

e vstupni signal je definovan jako funkce u(t): T — U

@ matematické a fyzikalni pozadavky kladené na systém mohou
omezit volbu vstupnich signdld, proto se zavadi tfida
p¥ipustnych vstupt U = {u(t): T — U}

@ analogicky je definovdna mnoZina p¥ipustnych hodnot
vystupnich veli¢in Y (vektorovy prostor) a t¥ida p¥ipustnych
vystupnich signdld Y = {y(t): T — Y}
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Dynamicky systém

@ pamé&tovd vlastnost dynamického systému: hodnota y(t)
nezdvisi pouze na aktudlni hodnoté u(t), ale také na
ptedchdzejicim pribéhu vstupni veli¢iny

@ k oddéleni minulého od soucasného zavddime kli¢ovy pojem
stav systému

@ stav systému v Case t € T je urlen vektorem vnit¥nich
(stavovych) veli&in x(t)

x(t) = [x1(t), x2(t), ...,X,,(t)]T

@ znalost vychoziho stavu x(tg) v €ase tp a znalost vstupu u(t)
na intervalu tp < t < t; jednoznalné& urluje vystup y(t) na
tomto ¢asovém intervalu
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Dynamicky systém
Definice

Dynamicky systém je osmice
S = (T7X7 U?“? Y7y7()07g)

kde

@ T je uspofddand mnoZzina asovych okamziki spliiujici
vlastnosti pologrupy,

e X je mnoZina stavlii (mnoZina vektorid reprezentujich hodnoty
vnit¥nich veli¢in),

@ U (resp. Y) je mnoZina vektorii okamzitych hodnot vstupnich
(resp. vystupnich) veli&in,

@ U je t¥ida pFipustnych vstupnich signall spliiujici:

QUHFD

@ U je uzavfena na sjednoceni

@ Y je tfida pFipustnych vystupnich signali
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Dynamicky systém
Definice

@ ¢ je prechodova funkce tvofici stavy x(t):
x(t) = o(t, 7, x(7), u)

Vyznam: Systém je ve stavu x(t) v &ase t € T, pokud v &ase
T € T byl ve stavu x(1) € X a jestliZe vstupni signdl u pisobil
na intervalu (1, t).
@ ¢ spliiuje nasledujici vlastnosti:
@ orientace &asu: ¢(t, T, x, u) je definovdna pro v&. t > 1
(nemusi byt def. pro t < 1)
@ identita: Vt € T, x € X,u € U.o(t, t,x(t), u) = x(t)
Q Vi <t <tz,xeX,u Eu.gﬁ(t3,t1,x, U) =

o(t3, ta, p(t2, t1, X, ), u)
Q kauzalita: je-li u, 0 € U a u(t) = T(t) na intervalu t; <t < 1y,

pak
gO(t2, t15X7 U) = QO(tQ, tlvxa U)
e g je vystupni zobrazeni spliujici y(t) = g(x(t), u(t), t).
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Dynamicky systém
Definice

systém je ryze dynamicky pokud plati:

dvojici (t, x(t)) pro t € T, x € X nazyvame udalost systému
dvojici (t, u(t)) pro t € T, u € U nazyvame udalost okoli
pokud U = {0}, systém nazyvame netizeny (volny)

pokud existuje n € N, t.Z. X je mnoZina vektor( dimenze n,
pro lib. t € T.x(t) = [x1(t), ..., xn(t)] € X, pak n nazyvdme
dimenzi (fadem) systému S, zn. dim(S) = n

systém nazyvame spojity (resp. diskrétni), pokud T je
spojita (resp. diskrétni) mnoZina

systém je koneénéstavovy pokud X je kone¢nd mnoZzina
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Dynamicky systém
Reverzibilnost

@ dynamicky systém S je reverzibilni, pokud p(t, 7, x, u)
definovédna provs. t,7 € T
o tedy zejména zndme-li p(t, T, x, u), pak zndme také
o(T, t,x, u)
@ systémy jejichZ pfechodova funkce nezavisi na ¢ase jsou
typicky reverzibilni
e napt. systém logistického ristu, kinetika enzym, vyrobni linka,
kyvadlo (obrdceni znaménka vyvoje, smé&ru pfechodi)
e reverzibilitu Ize pozorovat i u skdkajiciho mi¢ku, termostatu
(navic nutno invertovat vyznam diskrétnich uddlosti) ...
@ upozornéni — pojem reverzibility je pouZivan v jiném kontextu
s jinym vyznamem (nap¥. reverzibilni Petriho sit)
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Dynamicky systém

Staciondrnost

e dynamicky systém S je stacionarni (t-invariantni), pokud
plati:
o T tvofi aditivni grupu (uzav¥enost na s¢itani)
o U je uzavrena vi&i posunuti v ¢ase z¥ : u — u:

Vt,v e T.u(t) = u(t+v) = z"(u(t))
e plati:
o(t, 7, x(1),u) = p(t + v, 7+ v, x(T + v), z"(u))

@ aktivita staciondrniho systému nezdvisi na vychozim okamziku

e nerozlisime mezi lib. dvéma rliznymi pozorovanimi systému

e napt. konstantni zesilova¢ signalu, kyvadlo v klidové poloze,
ustaleny logisticky rist

e vyrobni linka je pfikladem nestaciondrniho systému

e VétSina pfirodnich systémi nenfi stacionarni, ale miZe se dostat
do tzv. staciondrni faze
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Dynamicky systém
Linearita

@ systém je linearni pokud
e X, U, U, Y, jsou vektorové prostory
o o(t,7,.,.): X xU — X je linedrni zobrazeni pro v&. t,7 € T
o g(.y.,t): X x U—=Y je linedrni zobrazeni pro vi. t € T
@ systém je nelinearni pokud je linedrnost alespoii jednoho
zobrazeni z p¥ech. definice porusena
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Dynamicky systém
Hladkost

@ dynamicky systém S je hladky, pokud plati:
o T=R
e zobrazeni (1, x, u) — (., T, x, u) je spojité zobrazeni mapujici
prvky T x X x U na prostor spojitych funkci T — X
@ vyvoj stavu (aktivita) je spojitou funkci &asu pro libovolny
vstupni signal
@ hladky systém Ize popsat diferencidlni rovnici (n&kdy se hovofi
o diferencidlnich dynamickych systémech)

@ srovnej se skdkajicim mitkem
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Dynamicky systém
Tvofrici funkce

@ pro hladké systémy definujeme tvofici funkci f:

o(t + At, t,x,u) = x(t + At) = x(t) + f(x, u, t)At + ¢(At)
kde

o At je maly ¢asovy okamzik
e zmé&na stavu za At je linedrni funkci At
o ¢(At) je chyba druhého ¥adu (z Taylorova rozvoje)

@ vyjadfime zménu stavu:

x(t + At) — x(t)

A
At = f(X, u, t)+ 6( t)

At

@ pro At — 0 dostdvdme stavovou rovnici

dx

i f(x,u,t)
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Dynamicky systém

Autonomni tvofici funkce

@ pro staciondrni systém plati:
o(t + At t,x(t),u) = p(t + At + v, t + v, x(t +v), u)
e pokud x(t) = x(t + v) potom:
f(x(t),u,t) =f(x(t+v),ut+v)

Tvofici funkce je tedy nezdvisla na €ase, hovofime o autonomni
tvotici funkci.
Zkraceng piseme f(x, u).
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Dynamicky systém
Operator toku

@ tvofici funkce definuje rychlost toku (zmé&nu stavu) pro
kazdou vnitfni veli¢inu ve vektoru x

@ Ize definovat operator toku ®; jako zobrazeni p¥ifazujici
vychozimu stavu x(0) hodnotu v &ase t (x(t)):

x(t) = ®+(x(0))

@ z definice ® a vlastnosti dynamického systému plyne:

o Oyii(x) = Ps(Pe(x))
o O (P_t(x)) = Po(x) = x
°o O l=0_,

@ inverzni operdtor toku definuje stav systému v minulosti
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namicky systém

Stavové rovnice systému

x(t) = f(x, u,t)
)/(t) :g(X7 u, t)

@ u ... Fidici vektor,
@ x ... stavovy vektor,
@ y ... vystupni vektor

@ pokud je f, g nelinedrni funkce, hovofime o nelinedrnim
spojitém dynamickém systému
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Dynamicky systém

Stavové rovnice linedrniho systému

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(t) + D()u(?)

A(t) ... matice systému (rozmé&r n x n)
B(t) ... matice fizeni (rozmé&r m x m)

C(t), D(t) ... vystupni matice (rozm&y m x na m x r)

pokud je systém stacionarni, jsou matice A, B, C, D nezdvislé
na case

pro striktné ryzi systém je matice D nulova
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Dynamicky systém
Blokové schema
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Dynamicky systém
P¥iklady — exponencialnf rist

T=R{
U= {0}
X=Y=R{§

y(t) = x(t) (tim je uréeno vystupni zobrazeni g)
x(t) = f(x,u, t) = ax(t)
systém je automni a nefizeny, lIze tedy psat f(x) = ax

systém je zjevné linedrni a striktné ryzi

FeSeni: x(t) = ce®! pro pocatedni podminku x(0) = ¢
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Dynamicky systém
P¥iklady — exponencialnf rist

@ maticovy zapis:

x(t) = Ax(t)
y(t) = Cx(1)
o A=(w)
e B=D=0
o C=E
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Dynamicky systém
P¥iklady — logisticky rist

T=RJ,U={0}, X=Y=R{

y(t) = x(t) (tim je uréeno vystupni zobrazeni g)
x(t) = f(x,u, t) = rx(t)(1 — x(t))

systém je automni a nefizeny, lze tedy psat

f(x) = (1 —x) =rx—rx?

systém je zjevné nelinedrni a striktné ryzi

e fedeni: x(t) = W pro po¢. podminku x(0) = ¢

Logistic growth time course for varying x(0) Logistic growth time course for varying r (2<r<8)
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Dynamicky systém

P¥iklady — stejnosmérny motor

@ dynamika popsdna
soustavou rovnic:

u:Ri—i-L%—ka
ki =J9 +m,

de _
dar — W

u(t) ... nap&ti na kotvé motoru

i(t) ... proud kotvy

w(t) ... thlova rychlost h¥idele
©(t) ... poloha h¥idele

m,(t) ... zat&Zovaci moment h¥idele

k,J ... momentova konst., moment setrvalnosti h¥idele

R, L ... odpor a indukénost kotvy
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Dynamicky systém

P¥iklady — stejnosmérny motor

@ rovnice |ze transformovat do stavového tvaru:

d _ R k 1
dt _TI ZW+ZU
dw _ ki 1,
Cclit_J Jz

ap _

a — v

@ stavové veliginy: i(t),w(t), ¢(t)
e vstupni (Fidici) veli¢iny: u(t), m,(t)

@ vystupni velitina: y(t) = ¢(t)
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Dynamicky systém

P¥iklady — stejnosmérny motor

Maticovy zépis:

R k 1
L 0 r 0
0 1 0 0 0
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Hladké autonomni dynamické systémy

Z3akladni vlastnosti

Funkce f : D — R, D C R, je nazyvana Lipschitz-spojitd pravé
kdyz existuje k > 0 t.z. pro v8echna x,y € D plati:

[F(x) = FY)l < &lx =y

Picard-Lindelovova véta

Necht f : D — R je Lipschitz-spojitd a necht xo € D. Potom
existuje € > 0 t.Z. inicidIni problém

dx
i f(x), x(0) =xo

ma pravé jedno Fedeni x(t) pro v8echna 0 < t < e.

IV120 Definice dynamického systému,Spojité dynamické systémy str. 24/28



Hladké automni dynamické systémy
Zakladni vlastnosti

@ libovolna dvé feseni pro libovolné dva riizné inicialni problémy
maji prdzdny prdnik

@ vysledek Ize pfimo zobecnit na systémy rovnic

@ zejména kazda funkce, kterd je spojitd a v kaZzdém bodé
existuje jeji derivace, je Lipschitz-spojita

o tedy hladky dynamicky systém ma vzdy Lipschitz-spojitou
tvofici funkci
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Hladké autonomni dynamické systémy

Vicedimenzionalni systémy

dimenze systému n, uvaZujeme stavovy prostor X = Rg"
stav je vektor x(t) = (x1(t), xa(t), ..., xn(t))T € X
F(x(t)) = (A(x(1)), f(x(t)), ... fa(x(£)) T

Vi. fi(x(t)) spojitad a diferencovatelnd na X

soustava:
X1 A(x1, ey Xn)
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Hladké autonomni dynamické systémy

Fazovy portrét

o fazovy portrét je dan pro danou mnoZzinu inicidlnich
podminek soustavou parametrickych k¥ivek (trajektorif)
@ kazdy bod fazového prostoru nalezi pravé jedné trajektorii

o trajektorie maji prazdny prinik
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