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Motivaéni dvod
[ 1}

V nékolika prednagkich se ted budeme zabyvat tlohami o celych
islech. P¥evazn& v nich pajde o délitelnost celych &isel, pop¥ipadé
o FeSeni rovnic v oboru celych nebo pfirozenych &isel. Ackoli jsou
pFirozena a konec koncil i cela &isla v jistém smyslu nejjednodussi
matematickou strukturou, zkoumanf jejich vlastnosti postavilo pted
generace matematikii celou Fadu velice obtiznych problémii. Casto
jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat, pfesto viak
dodnes nezndme jejich ¥eSeni.

God made integers, all else is the work of man. (L. Kronecker)
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Notorické problémy teorie Cisel

Uved me né&které z nejzndméjsich:
@ problém prvociselnych dvojéat — rozhodnout, zda existuje
nekone¢né mnoho prvolisel p takovych, Ze i p 4+ 2 je prvodislo,
@ problém existence lichého dokonalého ¢&isla — tj. &isla jehoZ
soulet délitelli je roven dvojndsobku tohoto ¢&isla

e Goldbachovu hypotézu (rozhodnout, zda kazdé sudé &islo
V&tsi neZ 2 je mozno psat jako soulet dvou prvotisel),

@ nebo klenot mezi problémy teorie Cisel velkou Fermatovu vétu
(Fermat's Last Theorem) — rozhodnout, zda existuji p¥irozena
&isla n, x, y, z tak, Ze n > 2 a plati x" + y" = z"; Pierre de
Fermat jej formuloval cca 1637, vyfesil Andrew Wiles v roce
1995.



Délitelnost
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Rekneme, Ze celé &islo a dé&li celé &islo b (neboli &islo b je délitelné
Cislem a, téZ b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé &islo ¢ tak,
Ze plati a- ¢ = b. Pi%eme pak a | b.

P¥imo z definice plyne n&kolik jednoduchych tvrzeni : Cislo nula je
délitelné kazdym celym &islem; jediné celé &islo, které je délitelné
nulou, je nula; pro libovolné &islo a plati a | a; pro libovolnd &isla
a, b, c plati tyto &ty¥i implikace:

alb AN blc = alc

albANalc = a|lb+c A a|b—c
c#0 = (a| b<= ac| bc)

albANb>0 = a<b
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Priklad

Zjistéte, pro ktera p¥irozend &isla n je &islo n? + 1 dé&litelné &islem
n+ 1.

Regeni

Plati n2 — 1 = (n+41)(n — 1), a tedy &islo n + 1 d&li &islo n? — 1.
Predpokladejme, ze n+ 1 déli i &islo n? + 1. Pak ovéem musi d&lit i
rozdil (n> +1) — (n> — 1) = 2. Protofe n € N, platin+1>2, a
tedy zn+ 1|2 plyne n+1 =2, proto n = 1. Uvedenou vlastnost
ma tedy jediné pfirozené &islo 1. O
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Déleni se zbytkem

Véta (o déleni celych &isel se zbytkem)

Pro libovolné zvolena &isla a € 7, m € N existuji jednoznaéné
urend &isla g € Z, r € {0,1,...,m— 1} tak, Ze a=qgm+r.

Dikaz.

DokaZme nejprve existenci &isel g, r. Pfedpoklddejme, Ze pFirozené
¢islo m je dano pevné a dokaZzme ulohu pro libovolné a € Z.
Nejprve budeme predpokladat, Ze a € Ny a existenci &isel g, r
dokaZeme indukci: Je-li 0 < a < m, staéi volit g=0, r=a a
rovnost a = gm+ r plati. Pfedpoklddejme nyni, Ze a > m a Ze jsme
existenci Cisel g, r dokazali pro viechna a’ € {0,1,2,...,a—1}.
Specidln& pro &’ = a — m tedy existuji ¢/, r' tak, ze & = ¢m+r’ a
pritom r' € {0,1,...,m —1}. Zvolime-li g =¢' + 1, r = 1/, plati
a=a+m=(q+1)m+r = qgm-+r, coz jsme chtéli dokdzat. []
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Dokonceni diikazu.

Existenci &isel g, r jsme tedy dokazali pro libovolné a > 0. Je-li
naopak a < 0, pak ke kladnému ¢&islu —a podle vySe dokdzaného
existuji ¢ € Z, r € {0,1,...,m — 1} tak, Ze —a=¢'m+r’, tedy
a=—qgm—r". Jelir =0, polozime r =0, g = —¢’; je-li r >0,
poloZime r=m—r', g = —q — 1. V obou p¥ipadech
a=gq-m+r, atedy &isla g, r s pozadovanymi vlastnostmi existuji
pro kazdé a € Z, m € N.

Nyni dokdZeme jednozna&nost. P¥edpokladejme, Ze pro néktera
isla g1,q2 € Z; n,rp € {0,1,...,m— 1} plati

a=qim+rn = gm+ r. Upravou dostaneme
n—rn=(q—q)m atedym|rn—r.Ovemz0<nrn <m,
0<rn<mplyne —m < rp — rn < m, odkud dostavame
rn—r=0.Pakalei(g2—q1)m=0, a proto g1 = g2, . = 2.
Cisla g, r jsou tedy uréena jednoznaZng. [




Cislo g, resp. r z véty se nazyva (netiplny) podil, resp. zbytek pti
déleni ¢isla a ¢islem m se zbytkem. Vhodnost obou ndzvi je

zfejma, prepiSeme-li rovnost a = mq + r do tvaru

a r . r
—=qg+ —, pfitom 0 — <1,
m m m

Priklad

Dokazte, ze jsou-li zbytky po déleni &isel a, b € Z &islem m € N
jedna, je jedna i zbytek po dé&leni &isla ab &islem m.

Regen{
Podle Véty o déleni se zbytkem existuji s, t € Z tak, Ze
a=sm+1, b= tm+ 1. Vyndsobenim dostaneme

ab=(sm+1)(tm+1)=(stm+s+t)m+1=qgm+r,

kde g = stm+s+t, r =1, které je podle téZe véty jednoznacné, a
tedy zbytek po délenf &isla ab &islem m je jedna. O
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Nejvétsi spoletny délitel (ged)

Jednim z nejdileZit&jsich nastroji vypoletni teorie Cisel je vypolet
nejvétsiho spoletného délitele. ProtoZe jde, jak si ukdZeme,

o relativn& rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
¢asto vyuZivana.

Definice

M&jme celd &isla a1, a2. Libovolné celé &islo m takové, Ze m | ay,
m | a> (resp. a1 | m, ap | m) se nazyva spolecny délitel (resp.
spole¢ny ndsobek) &isel aj, ap. Spoleény délitel (resp. ndsobek)

m > 0 &isel a1, a, ktery je délitelny libovolnym spole¢nym
dé&litelem (resp. dé&li libovolny spoletny ndsobek) &isel aj, as, se
nazyva nejvétsi spole¢ny délitel (resp. nejmensi spole¢ny ndsobek)
Cisel a1, ap a znadi se (a1, a2) (resp. [a1, a2]).
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Poznamka

P¥imo z definice plyne, Ze pro libovolné a, b € Z plati
(a,b) = (b,a), [a,b] = [b, 3], (a,1) =1, [a,1] = |a|, (a,0) = |a],
[a,0] = 0.

Pozndmka

Analogicky se definuje i nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi
spole¢ny nasobek vice nez dvou celych &isel a snadno se ndsledn&
dokaze, Ze plati

(a1,---,an) = ((a1,---,an-1), an)

[a1,-..,an] = [[a1, .-, an-1], an]
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Eukliddv algoritmus

Dosud jsme nijak nezddvodnili, zda pro kazdou dvojici a, b € Z
&isla (a, b) a [a, b] vibec existuji.

Pokud v8ak existuji, jsou uréena jednozna¢né&: Pro kazda dvé &isla
my, my € Ny totiZ podle definice plati, Ze pokud m;y | my a zarovefi
my | my, je nutn& my = my. Dilkaz existence &isla (a, b) poddme
(spolu s algoritmem jeho nalezeni) v nasledujici v&tg, dikaz
existence &isla [a, b] pak dostaneme snadno ze vztahu mezi (a, b) a
[a, b].

Véta (Euklidiv algoritmus)

Necht a1, a» jsou pFirozend &isla. Pro kaZdé n > 3, pro které

an—1 # 0, oznaéme a,, zbytek po déleni &isla ap,_» &islem a,_1. Pak
po konecném poctu krokii dostaneme ay = 0 a plat/

dg_1 = (al, 32).
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Diikaz.

Podle Véty o déleni se zbytkem plati ap > a3 > a4 > .... ProtoZe
jde o nezaporna celd ¢&isla, je kaZzdé nasledujici alespoii o 1 mensi
neZ predchozi, a proto po uréitém kone¢ném poctu kroki
dostdvame a, = 0, pfitemz ax_1 # 0. Z definice &isel a, plyne, Ze
existuji cela ¢isla g1, go, . . ., gk_> tak, Ze

a1 = q1 - az + az,

k-3 = qk—3 - Ak—2 + ak-1

ak—2 = qk—2 - dk—1-

Z posledni rovnosti plyne, Ze ax_1 | ak_o, déle ax_1 | ax_3, atd., je
tedy ai_1 spoleény délitel &isel a;, ap. Naopak jejich libovolny
spole¢ny délitel déli i &islo a3 = a; — g1 ap, proto i

as = ax — gpas,..., a proto i ax_1 = ax_3 — gx_3ax_o. Dokazali
jsme, Ze ak_1 je nejvétsi spole¢ny délitel Cisel a, ap. [
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Vlastnosti gcd

Poznamka

Z definice, z pfedchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolnad a, b € Z
plati (a, b) = (a, —b) = (—a, b) = (—a, —b), plyne, Ze existuje
nejvétsi spole¢ny délitel libovolnych dvou celych &isel.

Véta (Bezoutova)

Pro libovolna cela &isla a1, a» existuje jejich nejvétsi spolecny
délitel (a1, a2), pFitom existuji celd &isla ki, ko tak, Ze
(a1,a2) = ka1 + koao.
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Diikaz.

Jisté staci vétu dokdzat pro aj, a» € N. VSimnéme si, Ze jestliZe je
mozné néjaka Cisla r,s € Z vyjad¥it ve tvaru r = rnaj; + nap,

S = sja1 + spap, kde r, o, 51,5 € Z, mlizeme tak vyjadrit i

r+s= (f1 + 51)31 + (fz + 52)32

a také
c-r=(c-n)a+(c-n)a

pro libovolné c € Z. Protoze a1 =1-a; +0 - ay,

ap=0-a; +1-ap, plyne z (5), Ze takto mizeme vyjadFit i
d3 = a1 — (q1d2, a4 = a2 — q233, ..., dk—1 = dk—3 — k332, CO
je ovdem (az, ap).

[ Re
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Vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele pomoci Euklidova algoritmu
je s vyuZitim vypocetni techniky i pro relativné velka &isla pomérné
rychly. V nasem ptikladu to vyzkousime na 2 &islech A,B, z nichz
kaZdé je sou¢inem dvou 101-cifernych prvocisel. VSimnéme si, Ze
vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele i takto velkych ¢&isel trval
zanedbatelny &as.

P¥iklad v systému SAGE je dostupny na
https://sage.math.muni.cz/home/pub/6/.



https://sage.math.muni.cz/home/pub/6/
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Poznamka

Eukliddv algoritmus a Bezoutova véta jsou zakladnimi vysledky
elementarni teorie &isel a tvofi jeden z pilit algoritmi algebry a
teorie &isel.

To, Ze znalost téchto zakladii je oblas diileZita i v praktickém Zivoté,
dokazuje Bruce Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosna past 3, kde
maji za tikol zlikvidovat bombu pomoci 4 galoni vody, pFicemZ

k dispozici maji pouze nadoby na 3, resp. 5 galoni. Zde staci s vyuZitim
Euklidova algoritmu najit celd &isla k, | tak, Ze bude platit 3k + 5/ = 4.
Netroufam si tvrdit, Ze zminéni herci ovlddaji uvedené zaklady teorie &isel
(tuto konkrétni dlohu jist& snadno vyFesite experimentding), nicméné
pFedchozi véty davaji ndvod, jak vyFesit tlohu tohoto typu s libovolnymi
zadanymi parametry.
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Nejmensi spoleény ndsobek

Pro libovolna celd &isla a1, a» existuje jejich nejmensi spole¢ny
ndsobek [a1, a2] a plati (a1, a2) - [a1, a2] = |a1 - 32|

| \

Diikaz.

Véta jisté plati, je-li nékteré z &isel aj, ap rovno nule. Miizeme
navic predpoklddat, Ye ob& nenulova &isla ay, a» jsou kladnd, nebot
jejich znaménka se v dokazovaném vzorci neprojevi. Budeme
hotovi, ukdzeme-li, Ze ¢ = a; - a2/(a1, a2) je nejmensi spoletny
nasobek Cisel ap, as. D/
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Dokonéeni.

ProtoZe (a1, ap) je spoleény délitel &isel aj, ap, jsou aj/(a1, az) i
ax/(a1, a2) celd &isla, a proto
di1ar dl an

= = cdy) = —— - g
(a,2) (an,32) ° (an,a)

je spole€ny nasobek &isel a;, ap. Podle véty 3 existuji ki, ko € Z
tak, Ze (a1, a2) = kia1 + koap. Pfedpokladejme, Ze n € Z je
libovolny spole¢ny ndsobek &isel a;, ap a ukdzeme, Ze je délitelny
Cislem q. Je tedy n/aj, n/ay € Z, a proto je i celé &islo

(klal + kzaz) n(al, 32) n

- kq + — -k = = = =,
32 ai aiaz apaz q

To ovdem znamena, Ze g | n, coZ jsme cht&li dokazat. ]
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Nesoudélnost

Cisla ai, a,...,an € Z se nazyvaji nesoudélna, jestlize plati
(a1, a0,...,a,) = 1. Cisla a1, ap, ..., a, € Z se nazyvaji po dvou
nesoudélna, jestlize pro kazdé i, j takové, Ze 1 < j < j < n, plati
(a,-, aj) =1.

Poznamka

V ptipadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne

z nesoudé&lnosti po dvou nesoudélnost, ne viak naopak: napftiklad
¢isla 6, 10, 15 jsou nesoudélnd, ale nejsou nesoudélna po dvou,
nebot dokonce 73dn4 dvojice z nich vybrand nesoudé&lna nen:
(6,10) =2, (6,15) = 3, (10,15) = 5.
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Pro libovolna pFirozena &isla a, b, ¢ plati
@ (ac,bc) =(a,b) - c,
Q@ jestlize a | be, (a,b) =1, pak a| c,
© d = (a, b) pravé tehdy, kdyZ existuji q1,q> € N tak, Ze
a=dq, b=dq a(q1,q)=1.
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Diikaz.

ad 1. ProtoZe (a, b) je spoletny délitel &isel a, b, je (a,b) - ¢
spole¢ny dé&litel &isel ac, be, proto (a, b) - ¢ | (ac, bc). Podle
Bezoutovy véty existuji k,/ € Z tak, ze (a, b) = ka + Ib. Protoze
(ac, bc) je spoleény délitel &isel ac, bc, d&li i &islo

kac + Ibc = (a, b) - c. Dokazali jsme, Ze (a, b) - ¢ a (ac, bc) jsou
dvé ptirozena disla, ktera déli jedno druhé, proto se rovnaji.

ad 2. Predpokladejme, Ze (a,b) =1 a a | bc. Podle Bezoutovy véty
existuji k, | € Z tak, ze ka+ Ib = 1, odkud plyne, Ze

¢ = c(ka+ Ib) = kca + Ibc. ProtoZe a | bc, plyne odsud, Ze i a | c.
ad 3. Necht d = (a, b), pak existuji g1, g2 € N tak, Ze a = dqi,

b = dq,. Pak podle 1. &asti plati

d = (a,b) = (dq1,dq2) = d - (g1, q2), a tedy (q1, q2) = 1. Naopak,
je-lia=dq1, b=dqg2 a (q1,q2) = 1, pak

(a, b) = (dg1,dq2) = d(q1,q2) = d -1 = d (op&t uZzitim 1. &asti
tohoto tvrzeni). O

V.
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