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S vyuZitim standardnich vytvotujicich funkci uréime formuli pro
polet b, tzv. pé&stovanych binarnich strom( na n vrcholech, které
je pro nase ucely mozné definovat jako koFen s uspofadanou dvojici
[levy bindrni podstrom, pravy bindrni podstrom].
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ptipadl pro mald n vidime, Ze

bp=1,by =1,bp=2,b3 =5.
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S vyuZitim standardnich vytvotujicich funkci uréime formuli pro
polet b, tzv. pé&stovanych binarnich strom( na n vrcholech, které
je pro nase ucely mozné definovat jako koFen s uspofadanou dvojici
[levy bindrni podstrom, pravy bindrni podstrom|. Prozkoumanim
ptipadl pro mald n vidime, Ze
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Délenim problému na levy a pravy strom dostaneme pro n > 1

by, = bobp—1 + biby—2 + -+ + bp_1bo.
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S vyuZitim standardnich vytvotujicich funkci uréime formuli pro
polet b, tzv. pé&stovanych binarnich strom( na n vrcholech, které
je pro nase ucely mozné definovat jako koFen s uspofadanou dvojici
[levy bindrni podstrom, pravy bindrni podstrom|. Prozkoumanim
ptipadl pro mald n vidime, Ze

bp=1,by =1,bp =2,b3 =5.
Délenim problému na levy a pravy strom dostaneme pro n > 1
by = bobp—1 + b1bp_3 + - - - + by—1bo.

Vidime, Ze jde vlastné o konvoluci posloupnosti. Vztah upravime,
aby platil pro v8echna n € Np:

bp, = Z bibn_j_1+ [n = 0].
0<k<n

Tim mame hotov krok 1 (obecného postupu z minula).
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V kroku 2 vyndsobime ob& strany x” a se¢teme. Je-li B(x)
odpovidajici vytvotujici funkce, pak:

B(x) =)  byx" = zk: bkbn—k-1x" + zk:[n =0]x" =
n n, n,

=" byxk <Z b,,_k_lx"k> +1=
k n

= b (xB(x)) + 1 = B(x) - xB(x) + 1.
k

Prava strana rekurence na prvnim ¥adku je koeficientem u x"~!

v soutinu B(x) - B(x), tj. &lenem u x" v xB(x)?.
Je tedy xB(x)? vytvotujici po tutéZ posloupnost jako B(x)

s vyjimkou prvniho &lenu u x°.
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V kroku 3 ¥e¥ime kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)? + 1 pro

B(x) :
1ﬁ:m‘

Blx) = 2x
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V kroku 3 ¥e¥ime kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)? + 1 pro

B(x) :

1++1-—4x
2x ’
Znaménko + ale nepfichazi v tvahu, protoze pak by pro x — 0
B(x) méla limitu oo, zatimco vytvotujici funkce pro nasi
posloupnost musi mit v 0 hodnotu by = 1. Naopak pro znaménko
— to tak dostaneme.
Pro vytvotujici funkci B(x) tedy plati

1—-+v1—-4x
2x '

B(x) =

B(x) =

Zbyva uZ pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné ¥ady.
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Rozvoj ziskdme pomoci zobecnéné binomické véty
1/2 1/2
1/2 _ k
(1-—4x) _Z<k) —4x) —1+Z2k< > —4x)
k>0 k>1
a po vydéleni 1 — v/1 — 4x vyrazem 2x dostaneme

B =Y 7 ( Y f)(_4x)k1 _

k>1

=S (R ()

n>0 n>0
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Catalanova ¢&isla

Dokazali jsme, Ze polet bindrnich péstovanych stromi na n
. _ 1 (2n
vrcholech je roven b, = 35 ( n).
Tato vyznamna posloupnost se nazyva posloupnost Catalanovych

Cisel.
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Dokazali jsme, Ze polet bindrnich péstovanych stromi na n

. _ 1 (2n
vrcholech je roven b, = 35 ( n).
Tato vyznamna posloupnost se nazyva posloupnost Catalanovych
Cisel.

Kromé toho, Ze Catalanova ¢isla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromd, vystupuji rovnéz jako:
@ poclet monotdnnich cest z [0,0] do [n, n] podél stran
jednotkovych ¢&tvercil, které neptekroli diagonalu
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zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
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Catalanova ¢&isla

Dokazali jsme, Ze polet bindrnich péstovanych stromi na n

. _ 1 (2n
vrcholech je roven b, = 35 ( n).
Tato vyznamna posloupnost se nazyva posloupnost Catalanovych
Cisel.

Kromé toho, Ze Catalanova ¢isla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromd, vystupuji rovnéz jako:
@ poclet monotdnnich cest z [0,0] do [n, n] podél stran
jednotkovych ¢&tvercil, které neptekroli diagonalu
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znakl X a Y takovych, Ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
@ podobné& takové fronty u pokladny (n lidi ma 5korunu a m
10korunu, listek stoji 5 K&.), Ze nezdsobend pokladna mize
vzdy vratit
@ pocet korektné ozavorkovanych vyrazi slozenych z levych a
pravych zavorek
@ pocet riznych triangulaci konvexniho (n + 2)-thelniku.
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Exponencidlni vytvorujici funkce

Kromé vy$e zminénych vytvofujicich funkci se v praxi rovnéz ¢asto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty?.

gx) = Zgn%:-

n>0

!Pouzivaji se i dal¥f typy vytvoFujicich funkci (nap¥. v teorii &isel se pouzivaji
Dirichletovy vytvotujici funkce, kde roli faktoru x” hraje n™*), ale t&mi se zde
zabyvat nebudeme.
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Exponencidlni vytvorujici funkce

Kromé vy$e zminénych vytvofujicich funkci se v praxi rovnéz ¢asto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty?.

gx) = Zgn%:-

n>0

Poznamka

Jméno vychazi z toho, Ze exponencidlni funkce e* je
(exponencidlni) vytvotujici funkei pro zékladni posloupnost
(1,1,1,1,...).

V zapéti v dikazu Cayleyho véty uvidime, Ze je pouZiti
exponencialnich vytvotujicich funkci vyhodné.

'Pouzivaji se i dal¥f typy vytvoFujicich funkci (nap¥. v teorii &isel se pouzivaji
Dirichletovy vytvotujici funkce, kde roli faktoru x” hraje n™*), ale t&mi se zde
zabyvat nebudeme.
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Opé&t standardnim operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi ¥adami (coby
exponencidlnimi vytvoFujicimi funkcemi):
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Opé&t standardnim operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi ¥adami (coby
exponencidlnimi vytvoFujicimi funkcemi):

s

e Stitani (a; + b;) posloupnosti €len po &lenu odpovida soutet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
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Opé&t standardnim operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi ¥adami (coby
exponencidlnimi vytvoFujicimi funkcemi):
e Stitani (a; + b;) posloupnosti €len po &lenu odpovida soutet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
@ Vynasobeni (« - aj) v8ech &lenl posloupnosti stejnym skaldrem
« odpovida vynasobeni « - a(x) p¥islusné vytvotujici funkce.
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Opé&t standardnim operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi ¥adami (coby
exponencidlnimi vytvoFujicimi funkcemi):
e Stitani (a; + b;) posloupnosti €len po &lenu odpovida soutet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
@ Vynasobeni (« - aj) v8ech &lenl posloupnosti stejnym skaldrem
« odpovida vynasobeni « - a(x) p¥islusné vytvotujici funkce.
@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost

(a1, a2, as3,...), tj. derivovani odpovidad posuvu doleva o jedno
misto .
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Opé&t standardnim operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi ¥adami (coby
exponencidlnimi vytvoFujicimi funkcemi):
e Stitani (a; + b;) posloupnosti €len po &lenu odpovida soutet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
@ Vynasobeni (« - aj) v8ech &lenl posloupnosti stejnym skaldrem
« odpovida vynasobeni « - a(x) p¥islusné vytvotujici funkce.
@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1, a2, as3,...), tj. derivovani odpovidad posuvu doleva o jedno
misto .
o Integrovani [, a(t)dt vytvoFuje posloupnost
(0, a0, a1, a2, as, ... ), tj. odpovidd posuvu doprava o jedno
misto.
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Opé&t standardnim operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi ¥adami (coby
exponencidlnimi vytvoFujicimi funkcemi):
e Stitani (a; + b;) posloupnosti €len po &lenu odpovida soutet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
@ Vynasobeni (« - aj) v8ech &lenl posloupnosti stejnym skaldrem
« odpovida vynasobeni « - a(x) p¥islusné vytvotujici funkce.
@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1, a2, as3,...), tj. derivovani odpovidad posuvu doleva o jedno
misto .
o Integrovani [, a(t)dt vytvoFuje posloupnost
(0, a0, a1, a2, as, ... ), tj. odpovidd posuvu doprava o jedno
misto.
@ Soudin vytvotujicich funkci vytvoFuje posloupnost se &leny
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Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie grafil, ktery
udavd, Ze polet stromi (tj. grafd, v nichZ jsou libovolné dva
vrcholy spojené pravé jednou cestou) na n vrcholech je

#x(K,) = n"~2. DokaZeme tento vysledek pomoci exponencialnich
vytvotujicich funkci.
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Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie grafil, ktery
udavd, Ze polet stromi (tj. grafd, v nichZ jsou libovolné dva
vrcholy spojené pravé jednou cestou) na n vrcholech je

#x(K,) = n"~2. DokaZeme tento vysledek pomoci exponencialnich
vytvotujicich funkci.

Ozna&me pro jednoduchost t, = k(Kp,). Lze snadno spotitat, Ze

t; =tp =1,t3 = 3, t4 = 16. (Nap¥. vime, Ze v p¥ipad& stromi na 4
vrcholech musime z (g) = 20 potencidlnich graf(i s pravé 3
hranami odebrat ty moZnosti, kde tyto hrany tvofi trojihelnik.
T&ch je ale pravé (3) = 4).
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Rekurentni vztah ziskame tak, Ze zafixujeme jeden vrchol v a
mozné ptipady rozdélime podle po¢tu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K,, tak, Ze odstranime vrchol v a hrany s nim
incidentni.
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Rekurentni vztah ziskame tak, Ze zafixujeme jeden vrchol v a
mozné ptipady rozdélime podle po¢tu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K,, tak, Ze odstranime vrchol v a hrany s nim
incidentni.

Pak pron>1

1 (n—=1)!
S D S = AT

m>0 " ki4-+km=n—1
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Rekurentni vztah ziskame tak, Ze zafixujeme jeden vrchol v a
mozné ptipady rozdélime podle po¢tu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K,, tak, Ze odstranime vrchol v a hrany s nim
incidentni.

Pak pron>1

1 (n—=1)!
S D S = AT

m>0 " ki4-+km=n—1

Nap¥. pro n = 4 mame t, = 3t3 + 6t1tr + t13.
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Rekurentni vztah ziskame tak, Ze zafixujeme jeden vrchol v a
mozné ptipady rozdélime podle po¢tu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K,, tak, Ze odstranime vrchol v a hrany s nim
incidentni.

Pak pron>1

1 (n—=1)!
S D S = AT

m>0 " ki4-+km=n—1

Nap¥. pro n = 4 mame t, = 3t3 + 6t1tr + t13.
Osklivé vypadajici rekurenci zjednodusime substituci u, = nt,
(uv&domte si p¥itom, Ze u, uddva polet tzv. kofenovych stromi).
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Dostavame pro n > 1
L - e
n m>0 m! kit +km=n—1 kl' km|
1

a je vidét, Ze vnitfni sumu dostaneme jako koeficient u x"~
, RV -~ x"
v m-té mocniné Yady U(x) = > up%;.
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Dostavame pro n > 1
L - e
n m>0 m! kit +km=n—1 kl' km|
1

a je vidét, Ze vnitfni sumu dostaneme jako koeficient u x"~
v m-té mocning fady U(x) = 3 u,%;. Proto je

a tedy
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Pro dokonéeni vypoctu budeme potfebovat tvrzeni, které uvedeme
bez dikazu.

Zobecn&nou exponencidlni mocninnou ¥adou &:(x) nazyvame ¥adu

Xk
Ex(x) = (tk+ 1)Hﬂ.

k>0
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Pro dokonéeni vypoctu budeme potfebovat tvrzeni, které uvedeme
bez dikazu.

Zobecn&nou exponencidlni mocninnou ¥adou &:(x) nazyvame ¥adu

Xk
Ex(x) = (tk+ 1)Hﬂ.

k>0

Snadno je vid&t, Ze & = e, dale oznalujeme £(x) = &1(x).
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Pro dokonéeni vypoctu budeme potfebovat tvrzeni, které uvedeme
bez dikazu.

Zobecn&nou exponencidlni mocninnou ¥adou &:(x) nazyvame ¥adu

Xk
Ex(x) = (tk+ 1)Hﬂ.

k>0

Snadno je vid&t, ze & = e, déle oznalujeme E(x) = &1(x).

Fakt: In £:(x) = x - £(x), tj. spec. £(x) = eX¢()., ~
Srovndnim tohoto vztahu s vySe uvedenym U(x) = xeV®) vidime,
ze U(x) = x&(x).
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Pro dokonéeni vypoctu budeme potfebovat tvrzeni, které uvedeme
bez dikazu.

Zobecn&nou exponencidlni mocninnou ¥adou &:(x) nazyvame ¥adu

Ex(x) = (tk+ 1)k*1ik.

k!
k>0

Snadno je vid&t, ze & = e, déle oznalujeme E(x) = &1(x).
Fakt: In £:(x) = x - £(x), tj. spec. £(x) = eX¢()., ~
Srovndnim tohoto vztahu s vySe uvedenym U(x) = xeV®) vidime,
ze U(x) = x&(x).

Proto

= = %![X”]U(X) = (n—DIX"ME(Xx) = n"2.
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Alternativni zavér vypoctu

Pokud vam pf¥isel zavér vypoltu ptilis umély, zkusme to jesté
jednou, s vyuZitim tzv. Lagrangeovy inverzni formule:
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Alternativni zavér vypoctu

Pokud vam pf¥isel zavér vypoltu ptilis umély, zkusme to jesté
jednou, s vyuZitim tzv. Lagrangeovy inverzni formule:

Pokud vytvotujici funkce g(x) = >_ >, gnx" spliiuje vztah

x = f(g(x)),

kde f(0) = 0, f'(0) # 0, pak

=31 (it
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Alternativni zavér vypoctu

Redime U(x) = x V() 1j. U(x) spliiuje vztah x = f(U(x)), kde
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Alternativni zavér vypoctu

Resime D( ) =xe U() , 1. U( ) spliiuje vztah x = f( (x)), kde
f(u) = 5. Odtud z Lagrangeovy formule

[X”]D(X):i[un—1]< i >n

u/e

l[un—ll Qi 1 nnfl nnfl

n(n—1)!  nl
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Alternativni zavér vypoctu

Resime D( ) =xe U() , 1. U( ) spliiuje vztah x = f( (x)), kde
f(u) = 5. Odtud z Lagrangeovy formule

[X”]D(X):i[un—1]< i >n

u/e

l[un—ll Qi 1 nnfl nnfl

n(n—1)!  nl

ProtoZe n = [x"]a(x), dostdvame odtud

th =2 = n"2.
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Nékdy dokdZeme snadno vyjadFit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.
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Nékdy dokdZeme snadno vyjadFit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.

Kolika zplsoby miZzeme pokryt (nerozlisenymi) kostkami domina
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Nékdy dokdZeme snadno vyjadFit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.

P¥iklad

Kolika zplsoby miZzeme pokryt (nerozlisenymi) kostkami domina
obdélnik 3 x n?

Regen(
Snadno zjistime, Ze ¢ = 0,c; = 3, c3 = 0, déle klademe ¢y = 1
(nejde jen o konvenci, m3 to svou logiku).
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Nékdy dokdZeme snadno vyjadFit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.

Priklad

Kolika zplsoby miZzeme pokryt (nerozlisenymi) kostkami domina
obdélnik 3 x n?

Regeni

Snadno zjistime, Ze ¢ = 0,c; = 3, c3 = 0, déle klademe ¢y = 1
(nejde jen o konvenci, m3 to svou logiku).

Najdeme rekurzivni vztah — diskusi chovani ,na kraji* zjistime, Ze
Ch=2rn-1+¢Ch2, rn =Cn-1+rn—2, n =0, =1, kde r, je polet
pokryti obdélniku 3 x n, ze kterého jsme odstranili levy horni roh.

v
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Regeni (pokr.)

Hodnoty ¢, a r, pro nékolik malych n jsou:

n|0 1 2 3 4 5 6 7
c,|1 0 3 0 11 0 41 O
m|0 1 0 4 0 15 0 56
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Redeni (pokr.)

@ Krok 1: ¢y =2rp_1+ch2+[n=0], rm=ch1+ ro.
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Redeni (pokr.)
@ Krok 1: ¢y =2rp_1+ch2+[n=0], rm=ch1+ ro.

o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) + 1, R(x) = xC(x) + x?R(x).
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coeo

Redeni (pokr.)

@ Krok 1: ¢y =2rp_1+ch2+[n=0], rm=ch1+ ro.

o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) + 1, R(x) = xC(x) + x?R(x).
o Krok 3:
— 5 X
() = — R(x)




Rekurzivn& propojené posloupnosti
coeo

Redeni (pokr.)

@ Krok 1: ¢y =2rp_1+ch2+[n=0], rm=ch1+ ro.

o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) + 1, R(x) = xC(x) + x?R(x).
o Krok 3:
1—x2 X
C(x) = —— R(x) = —— .
)= T =1

@ Krok 4: Vidime, Ze obé& funkce jsou funkcemi x2, uet¥ime si

praci tim, %e uvdzime funkci D(z) = 1/(1 — 4z + z?), pak
totiz C(x) = (1 — x?)D(x?), .

[x*"C(x) = [x*"](1 = x*)D(x?) = [x"](1 — x)D(x), a tedy
Con = dp — dp—1.
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Redeni (zavér)
KoFeny 1 — 4x + x? jsou 2 ++/3 a 2 — v/3 a jiz standardnim
zplsobem obdrzime

VA -V
T T3-V3 3443
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Redeni (zavér)

KoFeny 1 — 4x + x? jsou 2 ++/3 a 2 — v/3 a jiz standardnim
zplsobem obdrzime

(2+\/§)”+ (2—v3)"
3-V3 343

Podobné jako u Fibonacciho posloupnosti je druhy séitanec pro
velkd n zanedbatelny a pro v8echna n leZi mezi 0 a 1, proto

Cn = \‘(2+\/§)"J c

Cn =

3—-+3

NapF. G0 = 413403.
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