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Vytvotujici funkce a Fibonacciho &isla
[ Jelelelo)

Fibonacciho ¢&isla a zlaty fez

P¥ipomeiime, Ze Fibonacciho &isla jsou dana rekurentnim
predpisem
Fo=0,F=1Foio=Fpi1+ Fp.

JiZ d¥ive jste si uvadéli vSemoZné vyskyty této posloupnosti

v pFirod&, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobn&
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nagim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého &lenu
posloupnosti.


http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf

Vytvotujici funkce a Fibonacciho &isla
[ Jelelelo)

Fibonacciho ¢&isla a zlaty fez

P¥ipomeiime, Ze Fibonacciho &isla jsou dana rekurentnim
predpisem
Fo=0,F =1, F,,+2 = Fn+1 + Fp.

JiZ d¥ive jste si uvadéli vSemoZné vyskyty této posloupnosti

v pFirod&, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobn&
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nagim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého &lenu

posloupnosti.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji auto¥i Concrete
mathematics velmi vhodné oznaeni [logicky predikdt] —
vyraz je roven 1 v pfipadé splnéni predikatu, jinak 0.

Nap¥. [n = 1], [2|n] apod.



http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf
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[ Jelelelo)

Fibonacciho ¢&isla a zlaty fez

P¥ipomeiime, Ze Fibonacciho &isla jsou dana rekurentnim
predpisem
Fo=0,F =1, F,,+2 = Fn+1 + Fp.

JiZ d¥ive jste si uvadéli vSemoZné vyskyty této posloupnosti

v pFirod&, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobn&
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nagim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého &lenu
posloupnosti.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji auto¥i Concrete
mathematics velmi vhodné oznaeni [logicky predikdt] —
vyraz je roven 1 v pfipadé splnéni predikatu, jinak 0.

Nap¥. [n = 1], [2|n] apod.

Pro vyjad¥eni koeficientu u x” ve vytvotujici funkci F(x) se pak
asto pouzivd zapis [x"]F(x).
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0®000

P¥iklad — pokr.

UvaZme vytvotujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. P¥i
podminkdch Fo =0, F; = 1 je to F(x) — xF(x) — x*F(x) = x, a
tedy
X
F(x)= ———.
(x) 1—x—x2
Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty &len posloupnosti.
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0®000

P¥iklad — pokr.

UvaZme vytvotujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. P¥i
podminkdch Fo =0, F1 =1 je to F(x) — xF(x) — x*F(x) = x, a

tedy
X
Fix)= ——.
(x) 1—x—x2
Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty &len posloupnosti.

VyuZijeme k tomu rozklad na parcidlni zlomky a dostaneme
X A B
+

1—x—x2 x—x3 Xx—x
kde x1, x> jsou ko¥eny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z po&atecnich podminek.
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0®000

P¥iklad — pokr.

UvaZme vytvotujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. P¥i
podminkdch Fo =0, F; = 1 je to F(x) — xF(x) — x*F(x) = x, a
tedy N

F(x) = T 2
Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty &len posloupnosti.
VyuZijeme k tomu rozklad na parcidlni zlomky a dostaneme

X A B
+

1—x—x2 x—x3 Xx—x
kde x1, x> jsou ko¥eny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z pot¢dtecnich podminek. Po substituci
A1 = 1/x1, A2 = 1/xo dostavdme vztah
X a b
2~ + ’

1—x—x 1—)Aix  1-—)Xox
odkud uZ vcelku snadno vyjde F, = a- A] + b- A3, jak to zndme z
drivéjska.
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P¥iklad — zavér

S vyuZitim pocateénich podminek dostavame
1
Fhn=—

5[+ -(=9))

Jisté je zajimavé, Ze tento vyraz plny iraciondlnich &isel je vzdy
celotiselny.
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00e@00

P¥iklad — zavér

S vyuZitim pocateénich podminek dostavame

1
Fo=— | 5

1+v5\" [1-v5)\"
V5 2 2 '
Jisté je zajimavé, Ze tento vyraz plny iraciondlnich &isel je vzdy
celotiselny.
Uvézime-li navic, ze (1 — v/5)/2 ~ —0.618, vidime, %e pro véechna

ptirozena &isla lze F,, snadno spoditat zaokrouhlenim &isla
i(l-ﬁ-\/g)n
V5 :

2
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00e@00

P¥iklad — zavér

S vyuZitim pocateénich podminek dostavame
1

s[5

Jisté je zajimavé, Ze tento vyraz plny iraciondlnich &isel je vzdy
celotiselny.

Uvézime-li navic, ze (1 — v/5)/2 ~ —0.618, vidime, %e pro véechna
ptirozena &isla lze F,, snadno spoditat zaokrouhlenim &isla
\%(H‘[) Navic je vid&t, Ze limp_o0 Fn/Fnt1 = 1/A1 = 0.618,
coz je pomé&r znamy jako zlaty Yez — objevuje se jiz od antiky

v architektufe, vytvarném uméni i hudbé.

Fp=
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[oYeleY Yol

Rozklad na parcialni zlomky — pfipomenuti

Analogicky postup je moZné pouZit p¥i FeSeni obecnych linedrnich
diferen¢nich rovnic k-tého stupné& s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristickd rovnice jednoduché kofeny pomize vidy
jednoduchy rozklad na parcialni zlomky. Ten jsme jiZ vidéli d¥ive
p¥i integraci raciondlnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:
e Predpokldddme, ze P(x)/Q(x) je podil polynomd, kde
st P < st Q (jinak vyd&lime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spole¢né koteny.
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Rozklad na parcialni zlomky — pfipomenuti

Analogicky postup je moZné pouZit p¥i FeSeni obecnych linedrnich
diferen¢nich rovnic k-tého stupné& s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristickd rovnice jednoduché kofeny pomize vidy
jednoduchy rozklad na parcialni zlomky. Ten jsme jiZ vidéli d¥ive
p¥i integraci raciondlnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:
e Predpokldddme, ze P(x)/Q(x) je podil polynomd, kde
st P < st Q (jinak vyd&lime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spole¢né koteny.
@ Polynom Q(x) rozloZime na kofenové &initele.
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Rozklad na parcialni zlomky — pfipomenuti

Analogicky postup je moZné pouZit p¥i FeSeni obecnych linedrnich
diferen¢nich rovnic k-tého stupné& s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristickd rovnice jednoduché kofeny pomize vidy
jednoduchy rozklad na parcialni zlomky. Ten jsme jiZ vidéli d¥ive
p¥i integraci raciondlnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:
e Predpokldddme, ze P(x)/Q(x) je podil polynomd, kde
st P < st Q (jinak vyd&lime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spole¢né koteny.
@ Polynom Q(x) rozloZime na kofenové &initele.
@ Jsou-li v8echny kofeny asq, ..., ay jednoduché, pak

P(x) A Ay

Q(X)_x—alJr” +X—oz[
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Rozklad na parcialni zlomky — pfipomenuti

Analogicky postup je moZné pouZit p¥i FeSeni obecnych linedrnich
diferen¢nich rovnic k-tého stupné& s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristickd rovnice jednoduché kofeny pomize vidy
jednoduchy rozklad na parcialni zlomky. Ten jsme jiZ vidéli d¥ive
p¥i integraci raciondlnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:
e Predpokldddme, ze P(x)/Q(x) je podil polynomd, kde
st P < st Q (jinak vyd&lime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spole¢né koteny.
@ Polynom Q(x) rozloZime na kofenové &initele.
@ Jsou-li v8echny kofeny asq, ..., ay jednoduché, pak

P(x A A
QRIX) x—m X — oy
@ Ma-li kofen o ndsobnost k, pak jsou p¥islusné parcialni zlomky
tvaru

Al A2 Ak
—a) T xmar T ek
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Rozklad na parcialni zlomky — pokr.

@ V pripadé dvojice komplexné sdruzenych kofenl nahrazujeme
stitanec A/(x — a) stitancem (Ax + B)/(x? + px + q) v&etn&
pFisluSnych mocnin jmenovatele.
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ooooe

Rozklad na parcialni zlomky — pokr.

@ V pripadé dvojice komplexné sdruzenych kofenl nahrazujeme
stitanec A/(x — a) stitancem (Ax + B)/(x? + px + q) v&etn&
ptislusnych mocnin jmenovatele.

@ Nezndmé dopotitame bud roznisobenim a porovndnim

koeficientl u jednotlivych mocnin x nebo dosazenim
jednotlivych kofeni.
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Rozklad na parcialni zlomky — pokr.

@ V pripadé dvojice komplexné sdruzenych kofenl nahrazujeme
stitanec A/(x — a) stitancem (Ax + B)/(x? + px + q) v&etn&
ptislusnych mocnin jmenovatele.

@ Nezndmé dopotitame bud roznisobenim a porovndnim

koeficientl u jednotlivych mocnin x nebo dosazenim
jednotlivych kofeni.

o Vyrazy A/(x — a)¥ prevedeme na vyrazy tvaru B/(1 — fx)¥
vyd&lenim Citatele i jmenovatele vyrazem (—a)X. Tento vyraz
jiz umime rozvinout do mocninné ¥ady.
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Vytvotujici funkce - pfipomenuti
[ 1}
nice

Bud déna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, a2, . . .). Jeji
vytvofujici funkci rozumime (formélni) mocninnou ¥adu tvaru

o0
E aix' = ag 4+ aix +ax> - .
i=0

Kromé vy$e zminénych vytvofujicich funkci se v praxi rovnéz ¢asto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty?.

g(x) = Zgn%';.

n>0

Pouzivaji se i daldi typy vytvotujicich funkef (nap¥. v teorii &isel se pouZivaji



[ o]
Bud déna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, a2, . . .). Jeji
vytvofujici funkci rozumime (formélni) mocninnou ¥adu tvaru

o0
E aix' = ag 4+ aix +ax> - .
i=0

Kromé vy$e zminénych vytvofujicich funkci se v praxi rovnéz ¢asto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty?.

g(x) = Zgn%';.

n>0

Poznamka

Jméno vychazi z toho, Ze exponencidlni funkce e* je
(exponencidlni) vytvotujici funkei pro zdkladni posloupnost
(1,1,1,1,...).

Pouzivaji se i daldi typy vytvotujicich funkef (nap¥. v teorii &isel se pouZivaji




Vytvotujici funkce - pfipomenuti
oce

Véta z matematické analyzy:

Bud (ag, a1, a2, . .. ) posloupnost redlnych &isel. Plati-li pro n&jaké
K € R, Ze pro vsechna n > 1 je |a,| < K", pak Fada

g anx"

konverguje pro kaZzdé x € (— K, K) Soucet této Fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznalujeme rovnéz a(x).
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oce

Véta z matematické analyzy:

Bud (ag, a1, a2, . .. ) posloupnost redlnych &isel. Plati-li pro n&jaké
K € R, Ze pro vsechna n > 1 je |a,| < K", pak Fada

g anx"

konverguje pro kaZzdé x € (— K, K) Soucet této Fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznalujeme rovnéz a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednoznané&
uréena piivodni posloupnost, nebot ma a(x) v 0 derivace viech
Fadi a plati
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po &lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
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[ I}

Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po &lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
@ Vyndsobeni (« - a;) viech €lenl posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vyndsobeni « - a(x) pFislusné vytvotujici funkce.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po &lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
@ Vyndsobeni (« - a;) viech €lenl posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vyndsobeni « - a(x) pFislusné vytvotujici funkce.
@ Vynasobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.



Vytvotujici funkce - pfipomenuti
[ I}

Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po &lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
@ Vyndsobeni (« - a;) viech €lenl posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vyndsobeni « - a(x) pFislusné vytvotujici funkce.
@ Vynasobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.
@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odetteme
polynom by(x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté pod&lime vytvotujici funkci x.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po &lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.

@ Vyndsobeni (« - a;) viech €lenl posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vyndsobeni « - a(x) pFislusné vytvotujici funkce.

@ Vynasobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.

@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odetteme
polynom by(x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté pod&lime vytvotujici funkci x.

@ Substituci polynomu f(x) s nulovym absolutnim &lenem za x
vytvofime specifické kombinace ¢lenl plvodni posloupnosti.
Jednoduse je vyjadfime pro f(x) = ax, coz odpovidd
vynasobeni k-tého &lenu posloupnosti skaldrem . Dosazeni
f(x) = x" nam do posloupnosti mezi kazdé dva €leny vloZi
n—1 nul.



Vytvotujici funkce - pfipomenuti
oce

Dalsimi dileZitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvofujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:
@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), tlen s indexem k je (k + 1)ak+1 (tj.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).
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Dalsimi dileZitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvofujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), tlen s indexem k je (k + 1)ak+1 (tj.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).

@ Integrovani: funkce fg a(t) dt vytvofuje posloupnost
(0, ao, %al, %82, %33, ...), pro k > 1 je &len s indexem k roven
%ak_l (z¥ejmé je derivaci p¥islu¥né mocninné ¥ady €len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).



Vytvotujici funkce - pfipomenuti
oce

Dalsimi dileZitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvofujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2az,3as,...), €len s indexem k je (k + 1)aks1 (tj.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).

@ Integrovani: funkce f(;( a(t) dt vytvofuje posloupnost
(0, ao, %al, %82, %33, ...), pro k > 1 je &len s indexem k roven
%ak_l (z¥ejmé je derivaci p¥islu¥né mocninné ¥ady €len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).

o Nasobeni ¥ad: soutin a(x)b(x) je vytvotujici funkci
posloupnosti (co, c1, ¢2, ... ), kde

Ck = Z a,-bj,
i+j=k
tj. ¢leny v soucinu aZ po ¢ jsou stejné jako v soudinu
(ap + a1x + apx® + - -« + apx¥)(bo + b1x + bax? 4 - - - byx¥).
Posloupnost (c,) byvé také nazyvana konvoluci posloupnosti

(an), (bn).
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Reseni rekurenci
[ Jelele)

Redeni rekurenci

Mocninné ¥ady jsou velmi silnym ndstrojem pro ¥eSeni rekurenci ( a

to nejen linedrnich!). Tim je min&no vyjad¥eni ¢lenu a, jako funkci

n. Casto se s pomoci ¥ad podaf¥i vyFedit na prvni pohled velmi

sloZité rekurence.

Obvykly (taktka mechanicky) postup pro ¥eeni rekurenci se skladd

ze 4 kroki:

© Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech

posloupnosti. Tento vztah musi platit pro viechna n € Ny
(pfedpoklddajice a_1 = a_p =---=0).



Reseni rekurenci
[ Jelele)

Redeni rekurenci

Mocninné ¥ady jsou velmi silnym ndstrojem pro ¥eSeni rekurenci ( a
to nejen linedrnich!). Tim je min&no vyjad¥eni ¢lenu a, jako funkci
n. Casto se s pomoci ¥ad podaf¥i vyFedit na prvni pohled velmi
sloZité rekurence.
Obvykly (taktka mechanicky) postup pro ¥eeni rekurenci se skladd
ze 4 krokd:
© Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro viechna n € Ny
(pfedpoklddajice a_1 = a_p =---=0).
@ Obé& strany rovnice vynasobime x" a setteme p¥es viechna
n € Np. Na jedné stran& tak dostaneme ), anx", co? je
vytvotujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak t¥eba
upravit na vyraz rovn&z obsahujici A(x).
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to nejen linedrnich!). Tim je min&no vyjad¥eni ¢lenu a, jako funkci
n. Casto se s pomoci ¥ad podaf¥i vyFedit na prvni pohled velmi
sloZité rekurence.
Obvykly (taktka mechanicky) postup pro ¥eeni rekurenci se skladd
ze 4 krokd:
© Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro viechna n € Ny
(pfedpoklddajice a_1 = a_p =---=0).
@ Obé& strany rovnice vynasobime x" a setteme p¥es viechna
n € Np. Na jedné stran& tak dostaneme ), anx", co? je
vytvotujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak t¥eba
upravit na vyraz rovn&z obsahujici A(x).
© Zjist&na rovnice se vy¥edi vzhledem k A(x).
Q Vysledné A(x) se rozvine do mocninné ¥ady, pfi¢emz
koeficient u x" uddva a,, tj. a, = [x"]A(x) .
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e Krok 1: a, =5a,-1 — 6a,—> + [n=1].
o Krok 2: A(x) = 5xA(x) — 6x?A(x) + x.
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30:0,31:1

ap =5ap-1—6a, 2

e Krok 1: a, =5a,-1 — 6a,—> + [n=1].
o Krok 2: A(x) = 5xA(x) — 6x?A(x) + x.
o Krok 3:

X 1 1

A(x) = — _ .
)= 56 " 1-3x 1_2x
o Krok 4: a, =37 —2".
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if L= []: return []
return gsort([x for x in L[1:] if x<L[O]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x>=L[0]])
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Quicksort — analyza primérného p¥ipadu

Ukézka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni
optimélni):
if L= []: return []
return gsort([x for x in L[1:] if x<L[O]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x>=L[0]])

@ Potet porovnani pf¥i rozdéleni (divide): n — 1.
@ (P¥edpoklad ndhodnosti): Pravdépodobnost toho, Ze prvek
L[0] je k-ty nejvétsi, je L.
© Velikost t¥idénych poli ve fazi conquer: k —1 a n— k.
Pro stfedni hodnotu poctu porovnani tak dostavame rekurentni
vztah:

n
1
Cn:n—l—FZ;(Ck,l—i-Cn,k).
k=1
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k=1

pomoci uvedeného postupu.
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Analyza Quicksortu pomoci vytvofujicich funkci

Vy¥FeSme nyni rekurenci

nCp, = n(n— 1)—1—22”: Cko1,Co=CG =0
k=1
pomoci uvedeného postupu.
° ano nCpx" = ano n(n—1)x"+2 ano g Cho1x”
o xC'(x) = (12j<§)3 + 2X1C_()X<)

@ VyFesime tuto lineadrni diferencialni rovnici prvniho ¥adu
(1- x)2C(x))/ = -2 3 tedy

1—x

0 = (1—2x)2 ('”11x_x>’

odkud kone¢n& C, =2(n+ 1)(Hp+1 — 1) — 2n.
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